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PREFAZIONE 


«/ìT/ f rj\r *r -if sj rrj^xi * 

~hj Ella penuria di Libri Matematici che po- 
-L * teffero dirfi compiutamente elementari , 
cioè che senza efi'er troppo dìffùfi e troppo spinofi 
contenejfero tutti i semi della sublime Analifi 
e spargeffero di tanto in tanto dei lampi di 
quella luce infinita che fa poi vederji a chi pro- 
segue il viaggio , noi filmammo di non poter me- 
glio profittare dei replicati incor aggimenti e 
della Beneficenza del Protettor generoso delle 
Lettere e dei Talenti, l' AUGUSTO LEOPOL- 
DO IL, quanto col presentare agli Studiosi tre 
succejjive Edizioni di qttefio Libro prezioso , 
ove si trova tutto ciò che può mettergli in gra- 
do di far prontamente i più gran pajfi nelle r 
Matematiche . In sedici anni di esperienza ci 
fiamo col fatto fiefio convinti che un Giovane 
ben determinato per quefto fiudio e ben diret- 
to nella sua carriera, non vi incontra quel- 
le difficoltà che taluno , forse poco pratico , 
ha rilevate : ne abbiamo avuta sotto gli oc- 
chi la riprova più decifiva nelt Atigtifìe Per- 
sone del NOSTRO REAL SOPRANO e dei 
REALI PRINCIPI DI TOSCANA, che unen- 
do gli Studj gravi e profondi a quanto può 
mai prescrivere di pellegrino e di raro un* 
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egregia Educazione , scelsero qtteJV Opera per 
Loro guida nelle Sciènze sublimi , e vi fece- 
ro ben prefio quei luminofi progrejji che Li 
resero V ammirazione di tutù , e che dovreb- 
bero servir d* esempio alla Gioventù de’ no - 
Jìri tewpi 

LI rapido esito del Libro e te incelanti 
richiede ci hanno impegnati ad una quarta - 
Edizione. Vi fi troveranno varj miglior amen' 
ti, molte utili aggiunte e molte nuove illufira - 
zioni con cui abbiamo in infiniti luoghi appia- 
nata la firada ai Principianti , moderando i 
salti di calcolo talor troppo arditi , e aggiun- 
gendo a certe operazioni la ragione di cui 
mancavano : senza contare 0 i piccoli Tratta- 
ti delle Variazioni e dell’ Equazioni a Diffe- 
renze Finite e a Differenze Parziali , da noi 
compofii per compiacere altrui ; o i Problemi d’ 
Algebra , di Geometrìa , di Trigonometria e di 
Calcolo Infinitefimale che abbiamo spar/i qua 
e là per esercizio . I • 

Chi getterà lo sguardo su qnefio Libro 
sentirà ben prefio la tiecejfnà delle Tavole Tri- 
gonometriche e di molte altre , relative alla 
prontezza e facilità dì calcolare : troverà an- 
cora che 1’ Opera comprende le sole Matema- 
- tiche teoriche , e defidererà di vederne l ’ ap- 
plicazione alla Pratica . Quanto al primo , sod- 
disfacemmo in parte al bisogno coll ' accura- 
ta Edizione delle celebri Tavole di Gardì- 
n er , che escono ora una seconda volta , e 
in parte colle quattro Tavole da noi calcolate 
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t pofle ai fine di queJV Opera . Quanto at 
secondo , già pubblicammo ntt Corso Tifico - 
Matematico che fa vedere le piu utili e piti 
belle Applicazioni Elementari di qttefte Teorie , 
il quale presto fi riprodurrà con molti utili 

cangiamenti . ... 

Intanto a quefie Teorie rivolgano i no- 
flri Giovani t lor penfieri. Il dotto Autore 
scrijje in piccol carattere ciò che gli sembro 
men facile ; onde per apprendere i sofi prh 
mi Elementi delle Matematiche , bafierà im- 
pojjffarfi di quei precetti che sono espojli in 
carattere maggiore: ma volendo andar piti 
oltre , bisognerà primieramente studiare quan- 
to è contenuto nel maggi* carattere, e ri- 
pigliar poi in un secondo studio tutto il fi- 

lo°del|e Lezióni . ; ... 4 v. *’ ». 

Noi speriamo che gli Studìofi nell * ojfervar 
le scoperte mirabili . dei piu grandi ingegni 
che abbia avuti la ferra , di un Newton , di 
un LeihnitZy dei due Bì monili , dì un Eule - 
ro ec . , concepirono in parte i vantaggi di 
una Scienza che puòchiamarfi ? apice dell 
umano sapere , e che qu and 7 anche non fia sem- 
* pre per renderli dei Prof efori di Matemati- 
ca , li renderà però sempre dei savj Met affici 
e dei buoni Ragionatori , abituandogli al diri t* 
to discorso , all' acutezza delle ri fle jfi olii , allo 
spirito d* invenzione , e a tutto ciò che diftin - 
gilè nella Società T uomo profondo e penetran- 
te dall ’ uomo incoerente e superficiale . 
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ELEMENTARI 

I MATE M ATI 

< . i ■/. ' _> M - 

•jf ■* 

l. C^piò che può crescere o scemare 
Quantità: i numeri, l’ estensione, il moto ec. son 
quantità . 

2- Le Matematiche comprendon tutte le Scien- 
ze che trattano delle proprietà e rapporti di que-r 
ste quantità: ma ciascuna Scienza ha un nome par- 
ticolare secondo l’oggetto chetila contempla. Si 
chiama Aritmetica la Scienza dei numeri j Geome- 
trìa la Scienza che misura e paragona le tre di- 
mensioni dell’estensione, lunghezza, larghezza e 
profondità : Meccanica la Scienza del moto e deli’ 
equilibrio ec. 

3. L’ Aritmetica è il fondamento di tutte le 
Matematiche : bisogna dunque cominciar questo 
studio da lei che è inoltre di tanto uso nella Società. 

4. Si distinguono due specie di Aritmetica: 
l’ordinaria che ha per oggetto il calcolo. de’ nu- 
meri, e P Algebra che abbraccia il calcolo e i rap- 
porti d’ ogni specie di quantità. 




•/ 

ELEMENTI DI ARITMETICA. 

inutile definir P Unità e la Pluralità : tutti 
«c hanno «n’idea distinta. 
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6. Ma essendo ogni pluralità il risultato di 
unita particolari, per distinguere una pluralità, 
dall’altra s’immaginò il Numero, che significa la. 
riunione di molte unità. Così tre, sei > venti uo- 
mini riuniti , doveano essere espressi con nume- 
ri o segni differenti ; e poiché posson concepirsi 
infiniti uomini, parea necessaria per esprimergli 
un’ infinità di segni . 

7. Ma la lor moltitudine avrebbe oppressa la 
memoria, e scoraggiti i più intrepidi Calcolato- 
ri. Perciò tutti i numeri si espressero ingegno- 
samente con la combinazione delle dieci Cifre sì 
note : 

o, 1 » 2 , 3 , 4» 5 » » 7 . • » 9 » 

zero, uno, due, tre, quattro, cinque, sei, sette, otto, nove, 

8. La prima nulla significa quando è sola : ma 
collocata a destra d’ un’altra cifra, le dà per con- 
venzione un valore dieci volte più grande; così per 
esprimer dieci, o V unita di diecina, si scrive io; 
per esprimer venti si scrive 20; e trenta , quaranta , 
cinquanta, sessanta, settanta, ottanta, novanta si 
scrivono 30, 40, 50, 60, 70, 80, £0. Ogni altra cifra , 
come lo zero, collocata a destra d' un altra , la rende 
dieci volte più grande. Un 5, un 4 e un 6 colloca- 
ti così „ 546 „ son dunque l’espressione del nu- 
mero cinquecento quaranta sei ec. 

9. Tre cifre disposte Luna dopo l’altra , for- 
man la classe delle unità : tre altre poste in diritto 
alla sinistra di queste così „ 92 1546 ,, forman la 
cì.ìssc delle migliaja , e si pronunziano „novecenio 
volt’ un mila » cinquecento quaranta sei „ : quindi se- 
guon pure a sinistra le classi dei milioni , delle mi- 
gliaia di milioni , dei bilioni, delle migliaja di bilio- 
ni , dei trilioni , del le migliaja di trilioni ec., e si ve- 
de che delle tre cifre d’ogni classe 1’ una a destra 
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contiene unità , l’altra diecine, 1’ ultima centinaja, 
tutte le quali son semplici nella prima classe , di 
migliaja nella seconda, di milioni nella terza ec. 
Onde il numero 1 030 010000 125 8 12 600 003 divi- 
so in classi si leggerà : mille trenta trilioni , diecimila 
bilioni , cento venti cinque mila ottocento dodici milioni , 
seicento mila, tre > e il numero sei trilioni , due mi- 
la milioni, sette dividendolo in classi si scriverà: 
6 000 000 002 000 000 007; ed è facile dopo ciò di 
pronunziar qualunque numero scritto in cifre, e di 
scrivere in cifre qualunque numero pronunziato . 

lo. Con queste nozioni e con 1 ’ uso del Binomio di Newton 
si trova 1°. che 1’ espression generale d’ un numero intero qua- 
lunque della volgare Aritmetica è io m a -+■ lo* — 1 b -+ io* — ’e,-+- 
Io* -1 d-¥ec. -fa, ove a, b,c ec. esprimono una qualunque 
delle dieci cifre primitive , ed m un qualunque numero in- 
tero positivo: 2°. che una potenza m di io diminuita di I, è 
sempre un multiplo di 9 : %° . che le potenze pari ed impari di 
le, quelle diminuite e queste accresciute di I , son sempre un 
multiplo d’ II. • 

11. I numeri si dividono in interi e rotti. I 
primi sono unità, ciascuna delle quali è un tutto, 
come due uomini, sette, mille ec. ; gli altri sono 
unità, ciascuna de 41 e quali non è un tutto ma par- 
te d’un tutto, come due terzi di lega, sette ven- 
tesimi ec. 

12. I numeri e tutte 1* altre quantità, si dividono anche ia 
razionati ed irrazionali che già si son definite (162); in reali ed 
immaginarie pur definite {202.204) ; in algebriche , le quali de- 
rivano dalle volgari operazioni dell’ Algebra, somma, sottra- 
zione, moltiplicazione, divisione, innalzamento alle potenze, 
estrazion delle radici , risoluzion dell’ equazioni ec. ; e in tra- 
scendenti , che nascon da operazioni più sublimi , e son compo- 
ste di logaritmi ,di seni,d’ archi, d’ esponenti variabili, di dif- 
ferenziali, d’integrali ec. Osserveremo a tal proposito l°. che 
tra due numeri p, q razionali e comunque contigui vi è un’ in- 
finità d’ altr^ numeri razionali evidentemente espressi da /> — 

q-p , q-ìp . . . . 

- — o da q ~~ ove m, r son numeri interi qualunque: 

m T tn T ^ ^ 

2°. che perciò può sempre aversi una quantità razionale inas- 
* segnabilmente diversa da una data irrazionale o trascendente, 
la quale sarà dunque un limite della razionale {999). 
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1 3* T)el resto I* Aritmetica o aumenta i nume- 
ri , il che si chiama somma , o gli diminuisce , il eh» 
dieesi sottrazione : da queste due dipendono tutte 
1* operazioni sui numeri. Cominciamo dagl’interi. 

Somma . 

14. Non vi è difficoltà per sommare o racco- 
gliere insieme dei numeri semplici o che non pas- 
san 1 o : così 5 , 7 , 4 sommati fanno 1 6 , e per ab* 
breviare il discorso, si scrive 5~ t *7 H '4— ^ s ®“ 
gno -4-, destinato alla somma, si pronunzia piu\ 
ài segno = significa egualità e si pronunzia eguale. 

* 1 5. Se i numeri da sommarsi son composti , per 

esempio se si cerchi la somma di 433 e di 363, 
ecco la regola: i°. scrivo questi numeri /’ un sotto 
r altro , onde le unità siano sotto le unità , le diecine 
sotto le diecine , le centinaja sotto le centinaja ec. 2®. 
tiro una linea al di sotto , e andando da destra a si- 
nistra , prendo la somma delle unità ; se ella non pas- 
sa 9 , la scrivo sotto la colonna delle unità: se pas- 
sa 9, scrivo le unità e serbo l& diecine per aggiun- 
gerle alla colonna seguente : 3°. prendo nel modo stes- 
so la somma delle diecine, delle centinaja ec.,ela scri- 
vo sotto alle colonne corrispondenti . Così nella prima 
colonna dico 2-4-3 = 55 scrivo 5 al di sotto : 

nella seconda, 3 -4- 6 =9; pongo 9 -.nella ter- • 43® 

za, 4 -4-3 = 7; scrivo 7: la somma cercata 3^3 
è 795. Ma sè debbo sommar tre numeri, 
6078,9198,483, gli scrivo l’un sotto 1’ 
altro secondo la regola, e dico: 8 -4- 8 -4-3 
= 190 sia una diecina e 9 unità; scyvop 9198 
sotto la colonna dell’ unità, e tengo la die- 
cina per la seguente. Dico poi: 1,-4- 7 -+9 -4-8 — - — * 
= 25; scrivo 5 sotto la seconda colonna e 
tenute le due diecine per la seguente, dico: 
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q,h-o •+ 1 *+4 = 7, e pongo 7; finalmente dico: 
6-4-9=15, e perchè questa è l’ ultima colonna, 
scrivo 15 tutto di seguito: la somma è 15759. 

1 6. Per infallibile che sia questa regola , noa 
di rado vi si sbaglia. Si rifaccia dunque l’ope- 
razione prendendo la somma delle colonne di bas- 
so in alto; se si operò bene, deve tornar la stessa. 
Ma bisogna abituarsi a ben separar le colonne, 
a ben formar le cifre', e a non dimenticar di ag- 
giungere alla colonna seguente ciò che si riten- 
ne nella precedente: da tali trascuratezze nascoa 
talvolta gli sbagli. 

Sottrazione . « 

17. La sottrazione fa trovar la differenza di 
due quantità date, cioè il resto di una di esse 
quando se ne è tolta l’altra. Nei numeri sem- 
plici si trova senza calcolo. Per esempio, to- 
gliendo 2 da 5 riman 3, differenza fra 205. Que- 
sta operazione si esprime così: 5-2=3 (il se- 
gno - significa m$no). 

18. Ecco la regola dei numeri composti . Met- 

to il più piaeoi numero sotto al più grande come nel 
sommare, e tiro una linea; scrivo poi sotto ciascu- 
na colonna gli eccessi dell' unità, diecine , centinaja, 
tc. del numero superiore sull' unità, diecine,, centi- 
naja ec. dell' inferiore, e ho la differenza fra i due 
numeri. Così per sottrarre 243 dar 695 , gli 
scrivo come vedete, e dico: 5-3=2 che pon- 695 
go sotto la colonna delle unità: 9-4=5 243 

che scrivo^tra le diecine: 6-2=4, che pon- 1 “ 

go tra le centinaja: la differenza cercata è 
dunque 452. Infatti prendendo tutte le differcn* 
ze parziali, si deve aver la differenza totale. 

19. Allorché la cifra inferiore è più grande del- 
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la superiore, aggiungo a questa una diecina presa 
dalla cifra che le sta accanto a sinistra: poi dalla 
cifra superiore così aumentata sottraggo l’inferiore , 
e scrivo l’ eccesso : manca perciò un unità alla cifra 
superiore che segue . Così per sottrar 38 da 64 , 
dico: 4-8 non si può: stacco un’unità dal 6 e 
la trasporto alla colonna delle unità semplici do- 
ve ella vai io, e aggiungendo queste io unità al- 
le 4 altre, dico 14-8=6:' poi 5-3 = 2: la diffe- 
renza è 2 6. 

20. Se la cifra che segue a sinistra sia zero, 

o s’ egli stesso sia seguito da altri zeri , si ande- 
rà* indietro fino alla cifra da cui può staccarsi 
un’unità. La decomposizione di quest’ unità can- 
gia in tanti 9 gli zeri precedenti, e resta una die- 
cina che aggiungo alla cifra che è più pic- 
cola dell’ inferiore . Per sottrar 18 da 200 200 
dico: 0-8 non si può; l’unità staccata dal 18 
2 si decompone in dieci diecine, se ne la- 
scian 9 in luogo del secondo zero, e la de- 
cima posta in luogo del primp , rende possibile 
Ja sottrazione, e dico: 10-8 = 2; 9-1=8; 
1-0=1; onde resta 182. Così per sottrar- 3000 
re 1296 da 3000, dirò: 0-6 non si può; 1296 
dunque: 10-6=4 ; 9-9=0; 9-2 = 7 ; 2-1 = i;' 
onde resta 1704. , ^ * 

21. La sottrazione si fa anche in un altro 
modo che useremo nella divisione. Per sot- 
trarre 2964 da 4571 si dirà: dalla cifra in- 4571 
feriore 4 non può andarsi alla superiore 1 2964 
che è più piccola , ma andando a M , la i ^ _ 
differenza è 7 che scrivo, e porto 1 perchè ^ 
sono andato a 1 1 : parimente da 6 , -+ 1 (=7 ) an- 
dando a 7, la differenza è o che scrivo: quindi 
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da 9 non può andarsi a 5, ma andando a 15, la 
differenza è 6 che scrivo, e porto 1: infine da 
2,-4- 1 ( = 3) andando a 4, la differenza e 1 che 
scrivo; e il resto totale è 1607. 

22. Per verificar la sottrazione sommo il re- 
sto col minor numero, e se la somma eguaglia il 
maggiore, l’ operazione e ben fatta ; poiché un tut- 
to deve eguagliar le sue parti prese insieme. 

Moltiplicazione , 

23. La moltiplicazione fa trovar senza gran 
calcolo la somma di un numero che si vuol pren- 
der più voice. Così per trovar la somma di 12 
preso 9 volte, invece di sommar 9 volte il i-2 , 
if che sarebbe assai lungo, si moltiplica e si tro- 
va in un tratto che la somma è 108. 

24. In quest’esempio, 12 si chiama il Mol - ^ 
tiplicando , 9 il Moltiplicatore e 108 il Prodotto: 

in generale il moltiplicando e il moltiplicatore 
si chiamano le radici o i fattori del prodotto. 

25. Se in luogo di sommar nove 12 si som- 
mino dodici 9, verrà la stessa somma 108; on- 
de preso ad arbitrio l’un de' due numeri per molti- 
plicando, l* altro sarà il moltiplicatore , e il prodot- 
to non varierà. 

26. Se i numeri son semplici , si vede facil- 
mente che, per esempio, il prodotto di 2 molti- 
plicato per 3 à 6 , il che si esprime così: 2X3 ov- 
vero 2.3 = 6 (il segno X o il punto messo tra due 
numeri significa moltiplicato per); così 3X4=12; 
7*5 — 35 ec * Imparati perciò i prodotti di tutte 
le combinazioni dei numeri semplici a due a due 
da 2X2 = 4 fino a 9X9 = 81., si moltiplicano v 
prontamente i composti. 

27. Per moltiplicare i numeri composti co- 
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ine 3* per *4, i*. pongo il moltiplicatore (questo 
è per lo più il minore) sotto il moltiplicando e ti- 
ro una. linea : 2°. scrivo da destra a sinistra il pro- 
dotto di ciascuna cifra del moltiplicando per 
ciascuna del moltiplicatore ; così dico: 2X4 32 

5=8, scrivo 8; 3x4=12, scrivo 12; poi 24 
scrivo pur da destra a sinistra ( cominciando Jo g 
dalla colonna delle diecine ) il prodotto del 
moltiplicando per le diecine del moltiplicato - — !.. 
re, e dico: 2X2=4* scrivo 4 sotto le die- 768 
cine; 3x2 = 6, scrivo 6 a sinistra; 3*. som- 
mo questi due prodotti parziali , e il prodotto to- 
tale è 768. 1 

28. Infatti moltiplicar 32 per 14 significa 
Sommare il 32 quattro volte e due diecine di vol- 
te (23): ma sommandolo quattro volte vengono 8 
unità, 2 diecine, 1 cenema jo; e sommandolo due 
diecine di volte vengono 4 diecine e 6 centinaia 5 
dunque poiché l’unità, le diecine ec. debbon 
collocarsi nelle loro respettive colonne (15), seri-» 
vendo i prodotti parziali con la regola data, si 
otterrà il vero prodotto totale. 

Debba moltiplicarsi 564 per 24?. 

Scritti i due numeri l’un sotto l’altro, 564 
moltiplico tutto il 564 per le 9 uni- 249 
tà del moltiplicatore, e dico: 4X9=36, ■ ^ 

scrivo 6 e porto 3: 6X9=54 e (a ca- <»2S6 
gione del 3 che porto) 54 -+3 = 57; seri- IJ2 | 

vo 7 e porto 5: 5X9=45 5 = 50 , seri- , 

vo tutto il 50 perche la moltiplicazia- I4°43^ 
nc per la prima cifra è finita. Passo 
alle 4 diecine del moltiplicatore per le quali mol- 
tiplico 564 dicendo 4x4=16; scrivo 6 tra !• 
diecine e porto 1: 6x4=24,-1-1=25; scrivo 5 
c porto 2 : 5x4 = 20, *+a = a*i scrivo 2», Infine 
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moltiplico 564 per le 2 centinaia del moltiplica- 
tore dicendo; 4X2 = 8 ; scrivo 8 tra le centinaia: 
6X2=13; scrivo 2 e porto 1:5X2=10,-4-1 = 11; 
scrivo 1 1 . Il prodotto totale è 140436. 

29. Quando vi è uno o più zeri al fine dell’ 
uno o dei due fattori , si moltiplican 1’ altre ci- 
fre solamente , aggiungendo al prodotto tutti gli 
zeri tralasciati: così per moltiplicar 120 per 120 
si dira: 12X12 = 144 e si avrà per prodotto 
14400: del pari 406000X10700=4344200000. 

Per conoscer se la moltiplicazione è ben fatta 
si può prender per moltiplicatore il moltiplican- 
do e rifare il prodotto che dee esser lo stesso (25). 

30. Può usarsi un’altra prova. Tolgo dai 
fattori 564, 249 (28) una cifra qualunque, per 
esempio il 5, quante volte si può, e noto i due 
avanzi 4,4: moltiplico questi avanzi tra 

Joro, e dai prodotto 16 tolgo il 5 quante _4|j_ 
volte si può notandone l’avanzo 1: infine 4(1 
anche dal prodotto 140436 tolgo il 5 quan- - 
te volte si può, e se l’avanzo sia parimente i> 
la moltiplicazione è ben fatta* 

Poiché sieno F ( = tfB -+ m ) ed F' ( = qC -+ n ) i due fat- 
tori che contengono B , C volte la cifra qualunque q con gli avan- 
?i vi , n ; e supposto tnn ( = qX) -+■ r) il prodotto di questi avanzi, 
si avrà. / 7 2 EC -+■ qn B -4- qmC -+ »/D H- r — P per prodotto ^ . 
dei due fattori F , F': ora è chiaro che tolto ^quante voi- L_! — . 
te si può 1 °. da F , resta m ; 2 °. da F\ resta » ; 3 °. da n:n , n 1 ** 
xcsta 4 0 . da P, resta parimente r . 

31. Gli Aritmetici preferiscono a tutte T al- 
tre la cifra 9, e però questa operazione si chia- 
ma la prova del 9, Attesa la natura della nostra 
Aritmetica (8) , tolto il 9 quante volte si può 
da io, da 100, da 1000 ec. , da 20, da 200, 
da 2000 ec. , da 30, da 300, da 3000 ec. , resta 
sempre 1, 2, 3 ec. ; dunque per togliere il 9 
quante volte si può da un numero 564 = 500-+ 

B 
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60-1-4, basta toglierlo da 5-4- 6-4-4, cioè basta 
sommar le cifre del dato numero come se fosse- 
ro semplici unità, e toglierne il 9 a misura che 
si forma sommando. Ciò rende la prova più fa- 
cile, e perciò il 9 fu preferito. 

32. La prova del 9 può indurre in inganno : così traspo- 
nendo le cifre d’ un prodotto , mettendo in esso degli zeri in 
luogo di 9, tralasciando i 9 e non mettendo in vece altre ci- 
fre ec. , tornerebbe la prova, e il prodotto sarebbe falso. Ma 
errori difficili a commettersi non debbono impedir 1’ uso d’ una 
regola sì spedita . Del resto la divisione direttamente verifica 
la moltiplicazione (42). 

Divisione. 

33. La divisione fa trovar quante volte un 
numero è contenuto in un altro; e come non vi 
può esser contenuto se non quante volte ne può 
esser sottratto, la divisione è una compendiosa 
sottrazione. Così per saper quante volte il 12 con- 
tiene il 4, in vece di sottrarre il 4 da 12 quan- 
te volte si può, il che sarebbe assai lungo, si divi- 
de > e si trova subito che lo contiene 3 volte. 

34. In questo esempio, 12 si chiama il Di- 
videndo, 4 il Divisore, e 3 che mostra quante vol- 
te il 4 entra in r 2, dicesi il Quoziente. 

35. Perciò 1 °. il prodotto del divisore per il 
quoziente è eguale al dividendo: onde un quozien- 
te e esatto, se moltiplicato per il divisore, ripro- 
duca il dividendo ; e poiché il dividendo è un 
prodotto i cui fattori sono il divisore ed il quo- 
ziente, dato un prodotto ed un fattore, se quello 
si divida per questo, si avrà V altro fattore. 

36. 11 °. Per far <? una quantità un dato nu- 
mero di parti eguali, bisogna dividerla per questo 
numero -, il quoziente esprime la grandezza di cia- 
scuna parte. Infatti nell’esempio precedente (33) 
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il 12 si trova diviso in 4 parti eguali, ciascu- 
na delle quali è 3 . 

37. Or se i numeri da dividersi son sem- 
plici , facilmente si vede che per esempio, 8 con- 
tien 4 appunto 2 volte, o che il quoziente di 
8 diviso per 4 è 2. Per brevità si scrive il di- 
visore sotto il dividendo e si separano con una 
linea: ovvero tra il dividendo e il divisore si 
scrivon due punti, e tanto la linea che i due 

punti significano diviso per : così — = 8:4=2 si- 
gnifica che 8 diviso per 4 è eguale a 2. 

Quando il quoziente non è esatto ( come se 
volessi divider 9 per 4, dove il 9 contiene il 4 
più di 2 volte ma meno di 3 , e perciò il quo- 
ziente vero è fra 2 e 3 ) scrivo per quoziente il 
piu piccolo dei due numeri fra cui è il vero quo- 
ziente: moltiplico questo numero per il divisore , tol- 
go dal dividendo il prodotto, ed ho un resto che 
scrivo allato al quoziente, mettendo il divisore sot- 
to questo resto con una linea tramezzo . Per esem- 
pio , dico; 9 contien 4 due volte e più, ma non 
3 volte: scrivo dunque 2 per quoziente, e dico; 

2X4 = 8: poi 9-8=1; onde ~ =2 il che si- 
gnifica che 9 diviso per 4 ha * per quoziente, 
ma resta ancora un’ unità del 9 da dividersi in 

quattro parti. Cosi -^-=3 --=2—. 

38. Osservazioni. I. Se il divisore è più 
.grande del dividendo, come se debba dividersi 4 

per 7, si scrive e questo è il quoziente. Ta- 
li quozienti , e generalmente tutte le espressioni 
indicanti una divisione per mezzo di una linea o di» 
due punti (37)» si chiamano Rotti o Frazioni (11). 

... . t* 


t* 


II. Una quantica che si può dividere esatta- 
mente o senza resto per un’altra , è multipla di 
quest’ altra cioè dupla , tripla ec. se il quoziente 
è 2,3 ec. ; e l’altra è summultipla o aliquota della 
prima cioè suddupla, suttripla ec. se è contenu- 
ta nella prima 2,3 ec. volte: così io è duplo 
di 5; 18 è triplo di 6; 8 è multiplo di 4 e di 
2; ogni numero è multiplo dell’unita: ma 8 non 
è multiplo di 1 nè di 6 nè di 5 nè di 3 ; 1 1 non è 
multiplo d’alcun numero intero maggior di 1 . All" 
incontro 2 è un summultiplo di tutti i numeri pa- 
ri , 5 di tutti i numeri che terminano in 5, in o ec. 

111 . La formula di tutti i multipli di un numero « è mn , 
preso successivamente 771 = 0,1 ,2,3 cc. : così se // = 2 , i multi- 
pli di 2 o i numeri pari si esprimeranno con -2m , onde la for- 
mula dei non multipli di 2 o degli impari saia -xm -+• I , o 2 m — I. 
Se « — 3 , = 4 , 5 ec., i multipli di 3 , di 4 , di 5 ec. si espri- 

meranno con 37/; , 4 m , 5w ec. Quindi ogni numero intero è con- 
tenuto da una delle due formule ivi , 2« -+• I , o 27 // , 2;» — I , e 
secondo 1’ occorrenze può anche esprimersi con 37/; , 37 // ±= I , 
con 477/ , 477/tl , 477/1=2 , con 57//, 57/;!= 1 , 57 // 1 = 2 , con órn , 6 . 7 /±=a 
per t pari c 67/; ±= i ,677/1=3 per gl’ impari; d’ onde si ha che 
6vt 1= 3 essendo multiplo di 3 e perciò rappresentando il solo 
numero primo 3, tutti i numeri primi fuorché 2,3 ss n della for- 
gia 6 m 1=1. Così potranno aversi infinite altre formule. Ma 
ecco alcuni utili teoremi che si deducono in parte da questi 
principi e in parte posson dimostrarsi con la formula del Bi- 
nomio : 1°. la somma, la differenza c il prodotto di due numeri 
pari è numero pari : 2°. la somma c la differenza d’ un pari e 
d’un impari è impari : 3 0 . il prodotto d’ un pari per un impa- 
li è pari: 4 0 . perciò a (a— I ) è sempre pari? 5 0 . la somma 
e la differenza di ,/lue impari è pari : 6°. il prodotto di due im- 
pari è impari: 7°. se a non sia multiplo di 3 , lo sarà 2 « 1 - 4 -l : 
8°. perciò 0(2**-+ l)è sempre multiplo di 3: p“. se p sia nu- 
mero primo ,( a -+ b )? — a* — l* sarà multiplo di p : 10°. per- 
ciò lo sarà anche c p — c : 1 1°. onde lo sarà pure c { ‘~' — I se e 
non lo sia: 12°. e lo sarà c f ~ ' — ‘*.se c , d non lo sieno t 

13 0 . se supposti a,ù,ce c. numeri interi dati, il polinomio 
ax n -t- lx"—' -+cx”~* ■+'.... -t- 3' sia multiplo di D quando 
x — F — F', = F" ec. , lo sarà anche quando a'=Ft= 7//D ,=F'±= 
«D,F"±=/>D ec:, supposti m,n,p cc. numeri interi qualun- 
que: 14 0 . onde i valori di x indipendenti tra loro ed atti a ren- 
dere il polinomio ax” cc. multiplo di D, son tutù contenuti 
DI) 
tra — c rfc 


a 
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IV. Ogni numero intero non multiplo di al- 
erò numero intero maggiore dell’unita, si chia- 
ma numero primo . Onde un numero primo non 
potendo finire in o, 2,4,5, < 5,8 1 nurae ' 

ri così terminati son divisibili per 2 o per 5 co- 
me si è detto, finirà sempre in 1,3, 7 *9* $11 
questo principio è costruita la Tavola, dei numeri 
primi fino a 100000, che è al fin di quest Opera. 
I numeri vi son disposti sotto la lettera N pur- 
ché 1’ ultime due cifre si cerchino nella prima o 
ultima fila orizzontale: così per sapere se 855^2 
- è numero primo, cerco 855 sotto N, e. 77 in 
alto o in basso lungo N , e poiché dirimpetto 
a 855 e sotto 77 trovo un punto, 8557*3 è nu- 
' mero primo. Se nel modo stesso cerco 979 ^ 3 > tr<3 " 
vero 3 , il che significa che 3 è il minimo divi- 
sore o elemento di 97983: divido infatti per 3 
ed ho 32661 che cerco parimente nella Tavo- 
la; trovo 3 per cui pur divido, ed ottengo 10883 
sotto cui trovo 3; divido, e viene 3629 sotto 
cui trovo 19; divido, e viene i9i,sotco cui tro- 
vo un punto, onde 191 è numero primo: perciò 
gli elementi di 97983 sono 3X3X3 X *9X191 > 
dai quali poi è facile di ricavare i divisori del 
numero, sol che disposti gli clementi come qui di 
faccia nella colonna A, 

si moltiplichi ciascun A ’ Divisori di 

elemento inferiore per 1. 97983 

tutti i numeri supe- 3. 

riori , tralasciando i 3*9* 

prodotti già scritti una 3. 27. 

volta. Quindi i divi- 19. 57. 171. 513. 
sori di 93983 sono co- 191. 533. 1319. 5157. 
me qui si vede, dei 3629. 10887. 32661. 
quali prendendo il pri- 97983. 

«5 
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xno e T ultimo, il secondo e il penultimo ec. or- 
dinatamente , si hanno a due a due i fattori 
di 97983, cioè 1X97983, 3X3266/, 9x10887, 
19X5157,27X3629,57X1719, 171x573, 191X513. 

Il metodo stesso va- j , 

le anche per le quanti- 
tà algebriche, e si han- 
no qui di faccia gli ele- 


Divisori di 
vsb'—éa'c 


nienti e i divisori di 2 ab 1 
— 6a*c . 


a j 2a; 
b x — 3<»c; 

ab 1 -', - 


\a c : 


ab 1 — 6ac ; 
2 ab'—6a~c . 


39. Sia ora il dividendo un numero compo- 
sto e il divisore un numero semplice: i°. cer- 
co quante volte il divisore sta nella prima ci- 
fra sinistra del dividendo ( poiché così si fa 
sempre la divisione ) : 2 0 . scrivo il quozien- 
te sotto alla corrispondente cifra del dividen- 
do: 3 0 . cangio in diecine l’avanzo, se vi e, l’u- 
nisco alla cifra seguente , e ricomincio le stesse 
operazioni finche giungo a dividere tutte le cifre 
del dividendo . Così per dividere 7953 

per 3, scrivo il divisore a sinistra e 3^7953 
poi dico: in 7 quante volte entra il 2651 
3.^ 2 volte; scrivo 2 sotto il 7 : unisco 
l’avanzo 1 cangiato in io, al 9 seguente , onde 
ho 19, e dico: in 19 quante voice il 35' 6 vol- 
te; scrivo 6 sotto il 9, e il resto 1 unito alla 
cifra seguente fa 15: quindi trovo 5 e poi 1 
per quozienti senza resto; onde 3 è contenuto 
2651 volte in 7953 7 

40. Osservazioni. I. Si comincia la divisione 
a sinistra affinchè i resti delle prime cifre possa- 
no unirsi alle seguenti; cominciando a destra bi- 
sognerebbe spesso tornare indietro. II. Se la pri- 
ma cifra del dividendo è più piccola del diviso- 
re, si dividon subito le prime due. III. Quando 
fatta una divisione non vi è resto e la cifra se- 
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362-14.74-5 

2675 

141 


15 *€* 

guente è più piccola del divisore, si mette zero 
nel quoziente e la cifra avanzata si unisce al 
solito con la seguente se vi è; lo zero nel quo- 
ziente conserva il valor respettivo dell* altre ci- 
fre. IV. Bisogna ricominciar la divisione e far- 
la meglio, quando il resto che sempre dee esser 
più piccolo del divisore, lo eguaglia o lo supera. 
V. Non*si può mai metter più di 9 nel quo- 
ziente, perchè la nostra Aritmetica è decimale (8). 

41. Infine se il dividendo e il divisore son 
numeri composti, se per esempio ho da dividere 
147475 per 362, comincio dallo 
scriver questi due numeri come so- 
pra ; poi dico: le tre prime cifre 
147 del dividendo non contengono 
le tre cifre del divisore , astraendo 
dal valor relativo di 147 (9); dun- 
que prendo le prime quattro 1474 , e dico: il 
3 in 14 entra 4 volte col resto 2, che con la 
cifra seguente da 27 , e il 6 ( seconda cifra del 
divisore ) entra pur 4 volte in 27 col resto 3, 
che unito alla seguente cifra 4 da 34, in cui 
l’ultima cifra 2 del divisore entra pur 4 volte; 
scrivo dunque 4 nel quoziente , che si pone 
lungo una linea condotta sul dividendo. Molti- 
plico il divisore 362 per il quoziente trovato 4, 
e sottraggo a niente il prodotto dal dividendo 
1474 dicendo: 4X2 = 8, e andando a 14 (21) re- 
sta 6 che scrivo sotto, e porto i: 4X6 = 24,-+- 
1 = 25, e andando a 27 resta 2 che scrivo accan- 
to a 6, e porto 2; 3X4=12, -t -2 = 14, e andan- 
do a 14 resta o. 

Accanto al resto 26 abbasso la quinta cifra 
1 che segno con un punto per riconoscere di 
mano in mano ove io sono, e ho da dividere 267 


s. 
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per 36* , il che non essendo possibile, scrivo 0 
nel quoziente (40), ed abbassata l’ ultima cifra 5, 
ho da dividere 2675 per 362. Dico dunque: il 3 
in 26 entra 8 volte col resto 2 che unito alla 
seguente cifra 7 dà 27: ma il 6 in 27 non en- 
tra 8 volte; torno dunque dacòapo e dico : il 3 in 
26 enrra 7 volte col resto 5 che unito al seguen- 
te 7 dà 57, e il 6 in 57 entra pur 7 volte c 
avanza 15 che con la seguente cifra 5 dà 155, 
in cui entra pur 7 volte l 5 ultima cifra 2 del di- 
visore; scrivo dunque 7 nel quoziente, e per 7 
moltiplico il divisore 362 dicendo: 2X7=5=14» e 
andando a 15 (21) resta 1 che scrivo sotto e 
porto i; 6x7 = 42,-4-1=43 e andando a 47, 
resta 4 che scrivo accanto aie porto 4: 3X7 = 
21,-4-4 = 25 e andando a 26, resta 1 che scrivo 

accanto a 41 , e il quoziente completo è 407 ^ . 

42. La riprova della divisione si fa aggiun- 
gendo il resto al prodotto del divisore per il quo- 
ziente: la lor somma dee uguagliare il dividen- 
do. Poiché se 362 è contenuto 407 volte in 
147475 col resto 141 (41), bisogna che 362 X 
407-4-141 = 147475 (35). Quindi la divisione è 
V operazione inversa della moltiplicazione , e que- 
ste due regole posson servirsi scambievolmente di 
, riprova . 

43. Può anche farsi la riprova sopprimendo i 
9 contenuti i°. nel divisore, s°. nel quoziente, 
3 0 . nel prodotto dei loro resti, 4 0 . nel dividendo; 
poiché i due ultimi resti debbono essere eguali 
come nella moltiplicazione (30). Solo si osservi 
che quando la divisione ha un resto, bisogna som- 
marlo col prodotto dei resti del divisore e del 
quoziente, e toglier da questa somma i 9 che 
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contiene: così, il resto del.divisor 3 62 c del 
quoziente 407 è 2 ; il loro prodotto è 4 
che col retto 141 dà. 145; tolto il 9 re- 2 | 1 
sta 1 che restando anche dal dividendo a|T 
147475, mostra esatta l’operazione. 

44. Osservazioni . I. Quando il dividendo e il divisore fi- 
niscono in zeri, n* tolgo ad ambedue lo stesso numero: così 

41 ^ 2 ^ — 4 !i 2 (45) — 166-^- II. Quando il solo divisore fini- 
2500 25 5 

sce in zeri , separo alla fine del dividendo un egual numero 
di cifre , divido le rimanenti di questo per le rimanenti di 
quello, congiungo il resta, se vi è , alle cifre separate, e ne 


' 2-8870 2388 

fo un rotto : cosi — = 

3600 so 


73 

100 


w=«jg(*o.- 

III. Il quoziente deve ave» tante cifre quanti sono i punti che 
si fanno sotto il dividendo : onde fin dal primo membro della 
divisione si sa quante cifre avrà il quoziente . IV. prendendo 
a caso un dividendo D ed un divisore d , si può scommettere 
d — I contro I che la divisione non succederà senza resto. 
V. Se diviso un numero n per d e per 4 ‘ , ci abbiano i quozienti 
, . 0 q ±= q‘ 

#,#,sara 7*7- 


DEI ROTTI 

Natura dei Rotti in generale ; loro valore 
e loro paragone . 

45 - *0* na quantità divisa in parti eguali si ri- 
produce dalla lor riunione; dunque se non si 
riuniscon tutte le parti in cui fu divisa, se ne 
avrà una porzione più o men grande, e questa 
si chiama Rotto o Frazione . 

, 46. L'idea di frazione comprende perciò il 

numero e la specie delle parti eguali che forma- 
no la porzione di una quantità: così ~ (che si 

pronunzia 4 diviso per 5 o quattro quinti ) espri- 

C 
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mono 4 parti delle -5 egiiali, in cui l’unità fu 
divisaj e il numero superiore 4 si chiama il 
Numerator del rotto, l’inferiore 5 il Denominatore. 

■ -47. Un rotto proprio è dunque minor dell’ 
unità perchè il suo numeratore è più piccolo del 
denominatore : ma si trovano spesso dei rotti 
improprj il cui numeratore è eguale e talvolta 
più grande del denominatore. Quando è eguale, 

la frazione è l’unità (37) : perciò = — 

ec. Quando poi il numeratore supera il de- 
nominatore, il rotto supera l’unità (3?)» c0Sl 
— ='2;i2-=7;“=5-+--— ec. 

48. Se due rotti hanno uno stesso numerato- 
re, quello che avrà un piu piccolo denominatore 

sarà piu grande ; così il rotto è maggiore del 

rotto — : se hanno il medesimo denominatore , il 
piu grande è quello che ha il piu gran numerato- 
re ; così son più che -i- . Tutto ciò e chiaro. 

49. Il valor d’ un roteo non si altera o si 
moltiplichino o si dividano i suoi termini per 
un medesima numero. Infatti dividendo 2.3 P er 
2, e 2.3.5 pe* 2.5, si ha sempre il quozien- 

te 3 (35) ; dunque moltiplicando o di- 

videndo i dueUefmini per 5. 

50. Onde vi è un infinità di rotti dello stesso 
valore benché espressi in termini differenti ; cosi 
& i2 = ff = -- , ove i due termini del pri- 

Ti 35 li 2 . , 

rno rotto son divisi per 2, quei del secondo per 

3 , e quei del terzo per 6, che han dato — » fra- 
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zione visibilmente eguale alle precedenti, che 
si sarebbe avuta subito, dividendo! termini del- 
la prima per 36 . 

Operazioni preliminari sui Rotti . 


51. Trasformar gli interi in rotti. Si da a 
un intero la forma di rotto 1®. col dargli 1 per 

denominatore : così 6 ridotto in frazione è ~ $ 8 

-j- ec: 2 0 . col moltiplicarlo per un dato deno- 
minatore: così per ridur 6 ad un rotto che ab- 
bia 1 per denominatore, si scriverà — ? = -^ = 6 

(32). Per ridurre a un sol rotto un intero con 
rotto, si moltiplica l’intero per il denomina- 
tor del rotto, si aggiunge il numeratore a que- 
sto prodotto , e della somma si fa il nurae- 

rator del rotto cercato;' così 6 - 5 - si riduce a — , 
, 44 

t 61 

c o — a — . 

O 22 23 

52. Ridur più rotti allo stesso denominatore. 
Moltiplico il numeratore e il denominator di 
ciascun rotto per ciascun denominatore di tutti 
gli altri , e trovo dei nuovi rotti che hanno il 
valor di prima e un denominator comune (49): 

così per ridurre — e allo stesso denomina- 
* 5 4 


tore, moltiplico per 4 tutto il rotto — , e per 5 

tutto il rotto - - : le due frazioni ridotte sono 
4 

- 4 - e . Del pari per ridurre i rotti » 

20 20 r r 3 7- 

-2-, moltiplico per 7.4 il rotto ~ , per 3.4 il 
4 3 

rotto “» per 3.7 il rotto -2-,, e le tre frazioni ridot- 


r 
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tfo 63 

teS0n0 »4’F4’4* 

53. Moltiplicando ciascun rotto per ciascun numerator de- 
gli alcri , si ridurrebbero tutti allo stesso numeratore : così 

«J c * "Q 00 ^0 

— , — , — si riducono a : questa riduzione vicn po- 

.3 7 4 45 43 40 n 


o .7 ' 4 
co in uso . 


54. Ridurre un rotto alla più semplice espres- 
sione. Se il numeratore è più grande del de- 
nominatore, si divida quello per questo (37) i 

si riduce a 3; — si riduce a 2--. 

t/ q O 


COSI 


13 


4 3 s 

Quindi si veda se posson dividersi senza resto 

per uno stesso numero i due termini del rot- 
to, che allora diverrà più semplice senza can- 
giar valore (49). Serve a questo esame la Ta- 
vola dei numeri primi (38); poiché per espri- 
mer più semplicemente un rotto — -, cerco in es- 

. 2 94 

sa gli elementi di 91 e di. 294 e trovo 91 = 7. 13. 

294 = 2.3.7.7, onde — = — = — , rotto più 
044» 294 .23.7.1 43 * 

semplice del dato. 

55. Se i termini del rotto superino rooooo , oltre cui 
non va la Tavola, si suol far uso di certe proprietà de’ nu- 
meri di cui ecco le principali. I. Ogni numero pari è di- 
visibile per 2 ; onde un rotto potrk ridursi finché i suoi termini 

. .Jr.J 128 8 .... , . 

saranno numeri pari : così — = — , dividendo quattro volte 
r -=- ‘ 433 22 .... 

per 2 . II. Ogni numero che finisce in o è divisibile per 2 , per 5 e 

per io (lo); così — = — . III. Ogni numero che finisce in 5 • 
90 9 

divisibile per 5 (ro); così ^ - = — . IV. Ogni numero tale che 

. 85 12 

la somma delle sue cifie s a un multiplo di 3, è divisibile per 

3 (lo); così = — : se di più il numero divisibile 

351 "2 39 * 

per 3 e pari , può dividersi per 6 : e può dividersi per 9 quan- 
do la somma delle sue cifre è multipla di 9 131) .V. Ogni nu- 
mero è divisibile per 2" quando lo sono le sue n ultime cifre : 

co% \f4 =ì £& ,c ^ = 9* (i<5) • VL 0gni numer ® * divisil,i * 
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le per il se le somme delle sue cifre alternative sieno eguali • 
* 0À 462687 4 - 5*7 IO * 

56. Ma in generale per ridurre alla piu sem- 
plice espressione un rotto, bisogna dividere i suoi 
due termini per il loro più gran commi divisore . 
Per trovar questo divisore, divido il termine 
più grande per il più piccolo, e se la divisione 
« senza resto, il più piccolo è il divisor cerca- 
to. Se vi è un resto, divido per esso il più 
piccol termine, e se nulla avanza , il primo re- 
sto è il divisor cercato. Trovando un avanzo, 
ripeto la divisione finche avanzi zero, e il re- 
sto immediatamente superiore a zero c il massimo 
comun divisore cercato j onde se questo resto sia 
1 , il rotro sarà, irriducibile a i suoi due termini 
saranno primi tra loro ( così sì chiamano quei 
numeri il cui solo divisor 
comune è 1 ’ uait'a ). Onde A =294 

per ridurre — , i°. divido P, 

294 R =21 .. . 4 ~~ i / 

29 4 P s r 91 , e ho 3 di quo- 

ziénte e 21 di primo resto: H'"— 0 * * * 0 

2°. divido 91 per 2 i , e vien 

4 di quozienti c 7 di secondo resto : 3 0 . divido 2 1 

per7,eho3di quoziente con zero dì restò : perciò 

7 è il massimo comun divisore , e ^=±-* (<'4). 

zL.i .294^ 4*,iV“ 

, b , v ’ ■ 

52 . Infatti dato il rotto — , ]’ operazióne prescritta of- / 
fre 1 equazioni qui posta di faccia. 

Perciò se divisa A per B , si abbia p I. A — />B -4- R' 

senza resto, sarà «>=: o, A = />B , e II. B = qR' 4R» 

B il comun divisore di B, A: ma se III. R' = rR" -+ R'" 
siavi un resto R\ e diviso B per R' , IV. R" == sR>" -t-R'* 
si abbia q senza resto , sarà R" = o, ec. ec. 

* B = valore che posto nella I., 

dà A =: ( pq - 4 - 1 ) R 1 , ed R' comun divisore . Clic se siavi un 
secondo rasto R", e divisa R' per R", si abbia r senza resto . 
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sari R'" o, ed R' = rR", valore che posto nella II. , dà B = 
(qr - 4 - 1) R" , e ambedue posti nella I. , danno A= (r [pq -f 
l J-fp)R", ed R" comun divisore ec. 

«8. Onde se nel dato rotto sia B = o , verrà — = = — , 

° A A f 

e potrà, farsi B = o, A=l; e se divisa A per B , si abbia p 
K „ B B 1 v r 

senza resto, verrà A — pa e — = -j , e potrà farsj 

B=I , A—p. Unendo questi valori a quelli trovati di so- 
pra quando R"=o — R"'ec. , si avranno le successive equa- 
zioni B = o,A=nl; B — l,A = />;B — , A — ( pq *+ 1 'R * 

B = {qr-V l)R",A = fr[^4 I ] -+ *•) R";B = v f [ f >\-4- 
1 ] *+ q ) R'" , A = ( s [ »• ( pq - 4 - ’■ ) -+ p J -4- pq —4- 1 f R'" ec,, 
in cui se sieno successivamente R' = R" = R"'ec. — 1 ( il che 

suppone (56) irriducibile il rotto , e i d versi valori di 

B , A si chiamino M°.M',M"ec.. N°,N', N"_ec., sì aviao- 
no le nuove equazioni , come qui sotto , la cui .egge ì ma- 
nifesta , e da cui nascono alcune utili conseguenze . 


( M° =0 

f N“ 

1 M' = 1 

S V 

\ M" ~qM‘ -4- M 4 

A— 

/ M'" = r M" -4- M' 


*7« 

t 

*4 

so 

li 

» 

*-* 

< 

( N' 

ec. ec. 


O 

O 

1 

I0ttl n-=T' 

= — ec. ir. 
P 


e-:. 


c I J 

difTaiscon sempre tra loro di 1 : ecs} — — — — I» ^ 

q - _ r q < l r ~\ == 

— — - K +l-pq - r ( pq -+■ I ) /* 

qr^pq -4-1 ) -4 -pq^-qr (pq + 1 ) “ * = “ 1 ec * ’^pa- 

sr - — 1 quando ri numero dei quozienti p , q , f e<-. c *■ r 
ri, e -t- I quando è pari. 

IP. I rotti stessi “ » ^7 cc - sono approssimazioni sem- 
pre più esatte del rotto irriducibile poiché le differenze 

1 * moltiplicate in croce, sono 

A N° A N' A N*.*> 

B. — R' , .... ±= R' x) (57) , c vanno sempre scemando fino 3 , 
‘a’tlmo resto R'.*) = ±= 1 : perciò sempre si accostano 
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dato rotto. Oftcle I*. i rotti ^5- cc.chedifferijcon dal dato 

ora in -+• ed ora in—, cono a vicenda più piccoli e più 

grandi del dato a®. BN ( *3 — AMW = ±= RW = 1= 1 , ov* 

vero BM- X > = AM^ ±= T , cioè il prodotto di B per l’ ulti» 
ma N 0 per N' 1 ' i un multiplo M'*> di A più o meno 1 , se- 
tondo eh* il numero dei quozienti p, q , ec. è pari 0 impari. ' 

HI». I rotti medesimi^?, ^ oc. con tatti irriducibili* 

' , . M" * 

poiché se, per esempio, ^ avesse un comun divisore, lo 

avrebbe anche N"M'— M"N', e si è visto che N"M' — 
M"N'=i (I».). ..... 

IV*. Giacché si ha , per esempio , = -7 =s 

r r N'" 

C» 

k7?~ ^tk 7 = — — - = — — =^- L _ ( "‘ n “ 0, ‘ 

I ' f.M-1 ^ ** grHrl , 

r r 


espressione dicesi rotto continuo ), si ridurrà in continuo 


g 

qualunque rotto ordinario — prendendo 1 per numerator co- 
stante, e i^ quozienti p , q ,r ec. per denominatori . 

59. Qui si osservi che se un rotto continuo sia in tut- 
to o in parte periodico , il valore x del periodo ver- 
rà sempre espresso da un radicale quadratico . Infatti se 

l‘‘i * « . ‘ vi ... - - *- . 

1 

(069) =.... 


p-+ f 


q-¥ l_ 

i 


"* * = J - S 

q-^x 


ec. in 


inf. 


,nde '=-| j ■+£>• Duo ’" c 

opposto se la radice d’ un numero si riduca in rotto deci- 
male e poi in continuo, i denominatori di esso 0 i quozicn- 
ti p,q,r ec. torneranno periodicamente. 
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Somma dei Rotti . 

do. Per sommare i rotti gli riduco allo stes- 
so denominatore (52) , e sotto la somma dei numera- 
tori scrivo il denominator comune. Così per som- 
mare gli riduco a per somma- 

gl. riduco a - . 

Se vi son numeri interi con rotti, la Ior som- 
ma si unisce a quella dei rotti; così 4^ 

»?=*«!• 

Sottrazione dei Rotti. 


di. Per sottrarre i rotti gli riduco allo stesso 
denominatore (52) e sotto la differenza dei nume- 
ratori scrivo il denominator comune . Così per sot- 
trarre — da ~ riducetegli a — 

62. Se vi sono interi con rotti, è meglio 

fidur tutto a rotto (51): così per sottrar 3 — 

9 

da 6 — , riduco a rotto, ed ho — quindi 

4 4 * 

(6,)!S_«? = S = 2 U. 

20 20 20 20 

Moltiplicazione dei Rotti . 

6 $. Se un rotto debba moltiplicarsi per 
un intero 5 , è chiaro che dovrà, prendersi cin- 
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que voice (23)» il che dà ~ = *A ; dunque se 

l’ incero 5 si riduca ad un rotto qualunque "(51)» 

3 


si . avrà sempre i X f = j* = (49) =|| , 

cioè per moltiplicare i rotti , $or/o z'Z prodotto dei 
numeratori scrivo quello dei denominatori . 

64. Dal che segue i°. che il prodotto di due 

rotti proprj , come 4 e ^- , e sempre minore di eia.' 

scun fattore; poiché moltiplicando A per i , si 

avrebbe appunto dunque moltiplicando A per 

-2-, cioè per meno di \, dee aversi meno di 

A; 2°. che per avere un rotto d' intero basta mol- 
? 

tiplicar tra loro ‘al solito il rotto e 1’ inte- 
ro; così volendo A di io si fa^-.io = 3 -, per- 
1 7 X 

chè una settima parte di jo è ~ (36), onde tr© 
settime son 3 0 . che per avere un rotto dirot- 
to come — di — , il rotto — farà figura d’ un in- 
5 7 7 

tero A : ma — di A sono -^XA come si è vi- 
5 ‘ 5 t 

sto ; dunque -^di — saranno — "=r — . Perciò A di 
3 5 % 57 9.5 i 

— , e — di — sono una cosa stessa . 

2 7 5 

65. Se il moltiplicando e il moltiplicatore 
fieno interi con rotti, si trasformi ciascuno in 

■ un sol rotto (51): così 3 — . 7 — =^.— = — . 

J 0 9 u 3 9 3 . 27 

Osservazioni . I. Quando un rotto dee moltiplicarsi per un 
multiplo o summqltiplo del denominatore , si fa la riduzione , 

prima di moltiplicare: cosi A. 3 = A (50) . II. Quando pi% 

'12 6 

D 


Digitized by Google 



arotti debbon moltiplicarsi gli uni per gli altri , è raro cho il 
calcolo non possa abbreviarsi scancellando i numeri comuni al 

numeratore e drnominator dpi prodotto : così — . A . A . A =r 

3 4^5 


3 


Divisione dei Rotti. 


© 

66. Se i due termini d’un dividendo ~~ sio- 

<5 < 

no respettivamente multipli dei due d’un divi- 
sore A, è chiaro che diviso il numeratore 8 per 
il numerator 2, e il denominator 15 per il de- 
nominator 3, si avrà, il quoziente A (35.63).. 

67. Ora i due termini di qualunque divi- 
dendo^- posson sempre rendersi multipli tisi due 

di qualunque divisor A ; poiché (49) ~ : A = 

— — onde (66) il quoziente sarà ~ - = — , cioè 

5-3-k X ' 53. 

per dividere i rotti roverscio i termini del diviso- 
re, e moltiplico tra loro i due rotti al solito (63). 

68. Il quoziente d’ una quantità A divisa per 

s 

un rotto* proprio A è sempre maggiore del dividen- 

4 

do: poiché divisi A per 1 si ha — dunque di- 

5 5 

visi A per A cioè per meno di 1 , dee aversi 
5 x * 1 ' 

più di A (48). 
è 

69. Se U dividendo e il divisore sieno in- 
teri con rotti, si trasformi ciascuno in un sol roc* 

11 8 


to ; COSÌ 5A: 2 A — ìj ; A — 

O. O or» 


2.3 33 16 ‘ 


7o. Osservazioni I. Se i rotti da dividersi hanno lo stesso 
«lenolmnatore , si ha subito per quoziente il rotto dei due nu- 
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intratori: così per dividere per — basta scriver 

5 5 .4 

i termini del dividendo son multipli o summultipli di quelli dei 

q n 21 

divisore , si fa la riduzione prima di dividere: così — : — = — . 

19 2 19 


Frazioni o rotti Decimali. 

71. ][ Rotti decimali hanno per denominator 1 ’ 
unità, con uno o più zeri: tali sono i rotti - 3 - , 

?oo*iooo ec '* C * n ( l uesta f° rma appartengono ai 
rotti ordinarj e son soggetti al calcolo stesso. 
Ma si è immaginato un compendio sostituendo 
alle generali alcune regole particolari. 

72. Ogni cifra posta alla destra d’ un’ altra , 
le da un valor decuplo (8):. così per scriver 3 
diecine si pone o alla destra di 3 e si scrive 30; 
dunque per scriver 3 decimi basta porre 3 alla 
destra di o, e scrivere 03. Ma per fissare il luo- 
go degl’ interi si è convenuto di separarli dai 

decimi con una virgola, e in vece di scriver 3 - si 

scrive 0,35 si scrive o , 2 per ^0,7 P cr > cc. 

73. Dunque occupando le centinaja il terzo 
luogo a sinistra , i centesimi debbono occupare 
il terzo luogo a destra; e come per scrivere cin- 
quecento si fa 500, così per scrivere cinque cen- 
tesimi si fa 0,05 ec. In generale siscrive sem- 
pre il numeratore come i numeri interi, e il de- 
nominator sott’ inteso è l’ unità con tanti zeri 
quante son cifre a destra della virgola. 

74. Da ciò si rileva che 2,9654 c un’espres- 

sion compendiosa di 2*+- 9 h~ — -f- 5 — -+ — 4 — che 

. * i 16 Joq loco jeoae 
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può ridursi a i-+ (52) o a ; 

r l< 5 ooo w 7 10000 

Somma, Sottrazione , Aioltiplicazione e Divisione 
dei Rotti Decimali. 


75. Se alle regole date per i numeri interi 
si aggiunge quella che concerne la virgola dei 
decimali, il loro calcolo non ha difficoltà* 

I. Debban sommarsi 4852,29i...4,oó245...2,2 
....0,0049 » scrivo questi numeri 
l’un sotto l’altro, osservando 
che le virgole si trovino nella 
stessa colonna ; poi gli sommo al 
soliro, e scrivo la virgola sotto 
T altre. 


4^5 2 >79 I 

4*00745 

2*2 

0,0049 


4S59’5 0 33£ 
II. I decimali si sottraggono come gl’ interi i 
basta osservar questi esempj: 

57,02 4*8274 6,00435 8,842 

v 48*1 2,0139 0,17 *,004554. 


8.92 2,8135 5* B 3435 2-832446 

III. La moltiplicazione dei decimali si fa 
al solito senza osservar le virgole: ma si separa- 
no nel prodotto totale tante cifre a destra quanti 
decimali sono nei due fattori: non essendo nel 
prodotto tante cifre quanti decimali son nei fat- 
tori , si scriva a sinistra un bastante numero di 
zeri, come nel secondo esempio. La riprova si 
fa al solito . 


43*Z 

131 1 

'432 

568,1 


2*4542 3'2 

0,0053 4, 1 2 


73626 74 

*22710 32 


0,01300726, I 

*5*244 


21,32 

0,100103 

6396 

2*3* 

2*32 

*>* 34 * 95 9 6 
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^6. Infatti da 3,7X4 > 12 = (24) dee 

aversi un prodotto di millesimi (63); ora i mil- 
lesimi si esprimono con tre decimali (73) quan- 
ti ne sono nei due fattori . 

77. Quando il moltiplicando ha dei decima- 
li e il moltiplicatore è 10,100,1000 ec., ba- 
sta ritirar la virgola a destra per tanti numeri 
quanti sono zeri nel moltiplicatore: così 45,3289 X 
100 = 4532,89. -.0,007854 X 10000 = 78,54. 

78. Se i diie fattori hanno un gran numero di decimali © 
non bisogna un risultato esatto , opero così . Suppongo che do- 
vendo moltiplicare 45,625957 per 28,635 » m » basti un prodot- 
to con tre soli decimali. Scrivo i due numeri come qui sotto, 
cioè roversciato 1’ ordine delF uno , lo scrivo sotto l’ altro facen- 
do risponder la cifra delle sue unità sotto il decimale imme- 
diatamente inferior di due gradi a quello a cui vo- 
glio limitaré il prodotto . Quindi moltiplico, e tra- 
scuro nel moltiplicando tutte le cifre a destra di 
quella per cui moltiplico , e a misura che muto cifra 
nel moltiplicatore , scrivo sempre la prima cifra del 
nuovo prodotto sotto la prima del passato . Fatta 
la somma di tutti questi prodotti , sopprimo le 
due ultime cifre osservando d’aumentar d’ un’uni- 
tà 1’ ultima di quelle che restano se le due sòppres- 

se passan 50: dopo ciò pongo la virgola avanti ai 130649913 
decimali che mi proposi d’avere, e trovo 1306,499. < ^ 

2 9. Se nel moltiplicando non fossero tanti decimali quanti 
la regola vuole perchè la cifra dell’ unità del moltiplicatore 
corrisponda ove è piescritto , si supplirebbe con degli zeri . E’ 
facile di rendersi ragione delle differenti parti del metodo, 
che per altro non ha luogo in due casi assai rari : I®. quando gli 
^interi uniti ai decimali soni numeri molto grandi: 2“. quando 
i decimati sou moltissimi ed espressi Con le cifre massime 8, f . 

Se, IV. La divisione dei decimali si fa al so- 
lito, ma si separano nel quoziente tante cifre a 
destra quanti decimali ha il dividendo piu del divisore. 


s 

2,6 

2,44 

2,3115-6,9345 

3,22-8.445 

20,074-49,10000 


2 005 

89520 


. ' . . n 

92240 

* 

. . •« 

1 *94+ 


45^2595 1 

_5368j 

91261914 

36500760 

2732554 

>36875 

22810 
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81 Infatti da 8,445 : 3,22 = —-^: — dee a ver- 

o» IOOO I00 

si un quoziente di decimi (67) : ora i decimi si 
esprimono con un decimale, come il dividendo 
ne ha uno più del divisore. 

82. Se il divisore ha più decimali del di- 
videndo ( vedete il 3 0 . esempio) si aggiungono da- 
gli zeri al dividendo finche superi in decima- 
li il divisore, onde averne nel quoziente: e 
volendo considerare i resti di quesrc divisioni , 
si aggiungono nuovi zeri; così nel 2 0 . esempio 
aggiunri tre zeri al resto 73, si avrebbe il quo- 
ziente 2,6226 con un resto 228 ec. Gli zeri ag- 
giunti non alterano il valor del numero (73) . 

Si divide un decimale per io, per io o ec. coti 
avanzar la virgola di uno, di due gradi ec. ver- 
so la sinistra; così 124,65 : 100— 1,2465 . 

83. Le divisioni troppo lunghe per i molti decimali del 
dividendo, si abbrevian così. Qualunque sia il divisore 9,351, 
lascio nel dividendo 32, 227348 tanti decimali più uno quanti 
re voglio nel quoziente ( qui ne voglio tre ) c divido al soli- 
to (80.82), distinguendo nel quoziente gl’ 
interi dai decimali (80) . Se vi è un resto lS’ 44^4 

( come qui 4339 ) continuo a dividere per il _ „ . f n<2 2 . 2 „„ 
divisor di prima, soppressa 1’ ultima sua cifra — "i"! 

a destra cioè per 9,35 : poi divido il nuovo re- 
sto per il divisore stesso , soppressa un’ altra 
cifra a destra, cioè per 9.3: e così continuo 
finche sieno nel quoziente tanti decimali più 
uno , quanti ne volli ; quest’ uno si sopprime , 
e se sia maggior di 5 ti aggiunge un’ unità al precedente . 
Qui si ha 3,446. 

Trasformazione e utilità dei Decimali. 

84. I rotti ordinar) posson trasformarsi in 
un’infinità d’altri dello stesso valore. Ciò si fa 
nei decimali col solo aggiungere uno, due, tre 
zeri ec. alla destra del rotto (73); e però 0,4 = 
0,40 =- o , 400 = o , 4000 = ec. 

85. Quindi posson sopprimersi gli zeri f»- 


41743 

4339 

599 

4 » 

5 
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nali di un rotto decimale senza alterarne il ra- 
lore, ma sopprimendo altre cifre , il valore sce- 
merebbe; così 0,683 c 0,68 differiscono di . 

86. Per altro la differenza è tanto meno sen- 
si bi le quante più son lecifre del rotto: così 0,680003 

scema solo di 5 — sopprimendo l’ultima ci- 

1 000000 rr 

fra 3, onde posson trascurarsi dei decimali sen- 
za diminuir sensibilmente il valor del rotto. 

87. Dee però correggersi almeno in parte il 
piccolo errore, aggiungendo un’unità, all’ ultima 
cifra restante, quando quella che si sopprime 
supera 5. Poiché essendo il 5 una mezza unità 
dell’ordine contiguo a sinistra, se la cifra sop- 
pressa è minor di 5 , l’errore sarà men d’ una mez- 
za unità; se è 5, sarà d’una mezza unyà o per 
eccesso aggiungendo 1 , o per difetto non aggiun- 
gendolo; e se supera 5, l’errore sarà più d’una 
mezza unità non aggiungendo j , è assai meno 
aggiungendolo . 

88. Nei calcoli ordinarj raramente bisognano 
più di sei decimali e spesso bastano due o tre: ne 
è dunque superfluo il gran numero quando le cir- 
costanze non esigono grande esattezza ; così posson 
prendersi senza error sensibile 15,3 per 15,3049; 
ma se 15.3 dovesse poi moltiplicarsi per numeri 
molto grandi, come 8476, la soppressione dei de- 
cimali cagionerebbe un errore di circa 42 interi. 

89. Se le prime cifre di due decimali son 
le stesse, il più grande è quello che ha qual- 
che cifra di più, purché non sieno tutte zeri: 
«osi 0,763241 è maggiore di 0,76324, 

90. E se le prime cifre de’ due decimali 
non son le stesse, il più grande è quello che le 
ha maggiori: così 0,54 supera 0,53999, benché 
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a questo secondo si aggiungessero infinite cifre: 
onde 0,539999 è minor di 0,54 e maggior di 
0,53999 ( 8 9 ) 5 e °»539999 2 si accosta più a 0,54 
che 0,539999^ 

91. Di qui la principale utilità dei decima- 
li per accostarsi sempre più al valor rigoroso 
che spesso non può aversi. Tutte le Matemati- 
che offrono esempj di queste approssimazioni ; , 
eccone alcuni cavati dall’Aritmetica. 

92. E' raro che di due numeri presi a ca- 
so 1 ’ uno sia divisibile per l’altro (44.IV) ; così 

dividendo 147475 per 362, il quoziente e 407^ : 

ma la forma di questo rotto è incomoda se si 
tratti di valutarlo. Lo trasformo dunque in un 
altro il cui valor sia lo stesso o vi si accosti 
quanto il Calcolatore vorrà. 

93. Aggiungo uno o più zeri a ogni re- 
sto di divisione, onde continuarla ; e poiché 1* 
aggiunta di uno, due, tre zeri ec. ingrandi- 
sce di io, 100, 1000 voice ec. il dividendo, 
correggo l’errore collocando i quozienti tra i 
decimi, centesimi, millesimi, ec. Aggiunti tre 
zeri al resto 141 , divido 141000 per 362; il 
quoziente è 389 che scrivo^ tra i decimali, tra- 
scurato il resto 182 se tre decimali mi basti- 
no . Perciò 407 ^ = 407,389 che differisce dal 

vero men d un millesimo. 

94. Tutti i rotti ordinari posson trasformarsi 
in decimali o eguali o approssimati quanto si 

vuole : per esempio , ~ si trasforma in 0,5 esat- 
tamente; poiché aggiunto uno zero al numerato- 
le 1 e diviso il io per 3 , si ha 5 , onde = 0,5 . 
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Ma — dà solo un’approssimazione, perchè operan- 
do come prima , il quoziente è sempre 3 in in- 
finito; quindi —=0,3333 ec. Il rotto ~ è nello 

stesso caso ; messo in decimali dà il periodo 
0,142857 142852.142857 ec., onde ripetendolo 
stesso periodo si ha 1’ approssimazione che più 
si vuole, senza bisogno di calcolo. In generale, 
non può esattamente ridursi in decimali un rot- 
to ordinario se le stesse cifre tornino con lo 
stess’ordine. Il denominatore fa conoscere il li- 
mite più lontano del loro ritorno periodico ; per 
esempio, il denominator 2 indica che riducen- 
do j in decimali, le cifre non posson ricom- 
parire nello stess’ordine più tardi del settimo 
luogo, e se ne troverà facilmente la ragione; 
ma ritornano spesso prima del luogo segnato dal 

denominatore, come si vede nel rotto 

« 

Altri Rotti , 

La specie dei rotti è sempre relativa all* 
unità di cui son parte; e poiché nelle Scienze, • 
nell’ Arti e nella Società si impiegano diverse 
sorte d’unità, ecco i nomi 'dei loro rotti più 
comuni . 

95. La Circonferenza del Circolo fu divisa in 
360 jiarti eguali chiamate Gradi ( si preferì il 
numero 360 ad ogn’ altro inferiore, perchè ha ' 
più divisori esatti, e ad ogn’ altro superiore per 
fuggire una maggior quantità di cifre ); onde 

il grado è della circonferenza a cui appar- 
tiene; ma bisognando spesso diverse parti del gra- 
do, si considerò anche lui come un’unità divi- 

fi 
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sa in 60 parti eguali chiamate Minuti-, onde o- 
gni minuto è ~ di grado e perciò di cir- 
conferenza: per aver una misura ancor più pre- 
cisa, s: suddivise il minuto Primo in 60 Secon- 
di, il secondo in 60 Terzi ec., onde la circonfe- 
renza ha 1296000 secondi e '£7760000 terzi, ed 
il grado è 3600 secondi e 216000 terzi. Si son 
dati dei segni a queste diverse parti, ed in vece 
di scrivere 18 gradi, 34 minuti, 53 secondi, 26 
terzi, si scrive 18 . 34. 53 . 26 . 

96. La divisione del tempo in Giorni e an- 
tica quanto il Mondo; ma esigendo la Società, 
una misura più esatta, si divise il giorno in 24 

, parti eguali, numero assolutamente arbitrario con 

cui si formarono l’ore -, l’ora è dunque ^ di gior- 
no e si suddivide come il grado in 60 minuti , 
il minuto in 60 secondi ec. Il giorno è dun- 
que = 1440' = 86400"= 51 84000'" , e il minuto = 
3Ó00'". 

97. Per misurar le Distanze si prese un’uni- 
ta di nota lunghezza e si portò successivamente 
dal principio al fine della distanza da misurarsi. 
Quest’unità tra noi si chiama Braccio, tra i Fran- 
cesi Tesa, misure però diverse fra loro. La te- 
ca si divide in 6 parti eguali che si chiamali 
Piedi, il piede in 12 Pollici, il pollice in 12 Li- 
nee, e la linea in 1* Punti ; onde il piede è ~ 

della tesa , Il pollice ne è ~, la linea ^ e il pun- 
to — . Il braccio ha 20 parti chiamate Soldi ec. 

10368 r ... 

98. I bisogni della Società e del Commercio 
introdussero i Pesi e le Monete. L’unità del pe- 
so si chiamò Libbra , e quella della moneta Lira. 
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La prima si divide tra noi in 12, tra i Francesi, 
in 16 parti eguali dette Onde ; l’oncia è tra noi 
di 24 Denari e tra i Francesi di 8 Grossi ; il 
denaro è di 24 Grani ed il grosso di ^2. Una lib- 
bra pesa dunque tra i Francesi 128 grossi o 
9216 grani, fra noi 288 denari o 6912 grani. 
I Francesi impiegano spesso un altro rotto di 
libbra, il quale ne è la meta, e si chiama Mar- 
co ; il marco dunque contiene 8 oncie. La lira si 
divide in 20 Soldi e il soldo in 12 Denari. Il 
resto delle monete si rapporta ordinariamente a 
lire, soldi e denari. 

99. Posto ciò, per sommar queste diverse 
grandezze, scrivo 1’ une sotto l’altre le parti del- 
lo stesso nome; poi sommo le colonne andando 
da destra a sinistra , e scrivo il resto dopo aver- 
ne tolto, se si può, di che formare una o più 
unità che porto alla colonna seguente. Esempi . 


36°. 25'. 42" 
49- 33- 28 
55* 3 1 * 49 


tese piedi poli. Un. pun, 

9. 3. 11. a. 2 

100. o. o. o. o 

47. 5. 3. 8. o 

1 1. o. io. 8. 4 

168. 4. 1. 6 . 11 


lire soldi den. 

S 25 - 4 

15. 11. 6 
25. 1. 8 

4. io. o 

32 1 » - 


100. Le stesse specie scritte 1 * una sotto P 
altra si sottraggono al solito, e se alcuna delle infe- 
rioriori supera la corrispondente, si toglie un’ uni- . 
tà dalla colonna che segue nel numero superio- 
re, per decomporla in tante unità del genere di 
quelle da sottrarsi. Esempi. 



lese pi. po. 1. p. 

lire col. den. 

4 $\ 16'. 12" 

IOO. 0. 0. 0. 0 

ó 55 * 3 - 4 

24. 23. 12 

12. 4 * 5 - ll - 8 

30. 6 . 8 

2 3 °* 53 * 5 " 

82. 1. 6 . 0. 4 

Ó24. 16. 8 
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ioi. La moltiplicazione si fa nella manie- 
seguente. Si cerchi per esempio, il prezzo 
: j il Braccio. 


ra w 

di Braccia 246 di Stoffa a 6 
Moltiplico le date lire ec. 
per io e scrivo il prodotto 678. 15 — X2 

di sopra; moltiplico nuova- 67. 17.6X4 

mente per io questo prodot- B. 246 a ^ 6 . 15 .9X6 
to, e ciò tante volte quante 10.- 

bisogna per distribuir le cifre 271. io.- 

del moltiplicatore come nell’ 
esempio. E' chiaro che mol 


271. 

40. 


14. 6 
14. 6 


tiplicando la quantità supe- Som. ^1669 
riore (centupla della data) 

per 2, avrò il valor di 200 braccia ; moltiplicando 
la quantità che segue ( decupla della data ) per 4, 
avrò il valor di 40 braccia; e finalmente moltiplican- 
do per 6 la data» avrò il valor di 6 bracciali quali 
valori raccolti mi danno il prezzo di braccia 246. 

Se poi anche il moltiplicatore contenga di- 
verse specie , e si cerchi , per esempio , il prezzo di 

42. leie 5. ,ie, 4 po1 ’ a li" 

re 18. 6. 8. la tesa, 


moltiplico le lire 
come sopra per io 
ec., e poiché i pie- 
di sono-^ della tesa, 

divido le lire date 
per 6 ; indi divido 
il quoziente trova- 
to per 12, perchè i 

pollici sono ^ del 

piede. Fatto ciò, di- 
stribuisco il molti- 


tese pie. poi. 183. 

42. 5. 4 a 3 18* 


6 . 8 . 

6 . 8 . 


X 4 

X 2 


X 


12 


I.I3X5 

5* 1 ^ x 4 


733- 68 

3 6 - ! 3-4 

6 — 
3 


i5- 5* 


1. 


0.4 — 
T 9 


Som. <3,786. 5 


1 1— 

Q 


* 


4 * 37 - 4 * 


plica tote come'neH’ esempio, e -moltiplico per cia- 
scuna cifra la quantica corrispondente: il primo 
e secondo prodotto danno il valore delle diecine 
e dell’unità degl’interi: il terzo c quarto dan- 
no i sesti ed i dodicesimi di un sesto; onde la 
somma di tutto è il prezzo cercato. 

Se in vece di moltiplicar le lire moltiplicassi 
le tese, avrei il prodotto in tese e non già in li- 
re (come talvolta può bisognare); e questo pro- 
dotto sarebbe 786'. i pi . 9P 01 — , un poco diverso 

• ' 3 - 

da quel di sopra nelle frazioni ; per altro 5'. 1 \ d — 
rispetto alle lire, son precisamente lo stesso che 
iP ‘.y po1 — riguardo alle tese, cioè—. 


Osservate 1*. che per prender la decima 
parte di un numero di lire, basta raddoppiar la 
cifra delle unità e valutarla per soldi , facendo 


lire dell’ altre cifre a sinistra; così lire^=li- 

10 

re 34. 14: 2*. che il rotto di una quantità si 
risolve nelle sue specie inferiori col moltiplicar- 
lo per il loro numero caratteristico; così per 


sciogliere ^ di lira in soldi e denari , si dirà : 

— X 20 = 1 1 — soldi , e poi -- X 1 2 = 8 denari ; on- 

1* y 3 3 

de 1 1.8 : 3 0 . che all’opposto le specie 

inferiori si riducono a* rotti della specie superio- 
re col dividerle per il loro numero caratteristi- 
co; così z 2. 3. 4. = 2. 3 — 2.3 — ._=2 — — = 
o? ° T 0 12 0 3 3x20 

2-^-. La ragione è chiara. Ecco altri esempj. 


I. Una libbra di tabacco costa lire 3 * 4 - — ? quanto coste- 
ranno 19 libbre e 13 oncie ? ( presa la libbra alla Francese ). 
Risp. lir. 63. 8 . — . IL La tesa corrente di un muro , di cui 
son date la grossezza e l’altezza, costa lire 37. io. che ca- 
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aa cestetan*» 9 f . 51”. U po di questo muro?. Risp. lir 374. 9. v. 
III. Si è convenuto di pagare un cerchio diviso in gradi , mi- 
nuti e secondi a ragione di lire 7. 8. — per grado . L’ artefice 
incaricato di questa graduazione ha già divisi 258°. 48'. Ili": 
di qual somma saia egli creditore al presente ? Risp. di lir. 

. 18 

*915. «o — . 

I02« In vece del metodo già spiegato (101), può trasfor- 
marsi il moltiplicando e il moltiplicatore in parti della più 
piccola specie, e moltiplicarsi insieme le quantità. frazionarie 
che ne risultano , e che poi si riducono ali’ espressione lor pro- 
pria. Così nell’esempio di sopra, le 42'e se .5Fi. 4P 01 ( che sono 

42 •+ 4- -4- — di tesa ) si ridurranno a di tesa : le lire 
o 72 9 

6 8 |- ? 

18. 6. 8. ( che sono 18 •+ 1 di lira ) si ridurranno a — ; 

20 240 3 

• ^ 2I2 n o & 

• moltiplicando questi due rotti, si avranno ^f-==786 — , 

27 27 

cioè lire 786. 5. 1 1 — , o tese 786. IP'*. j>pol — come sopra . 

103. Quanto alla divisione, si voglia veri- 
ficare il primo esempio di sopra, .cioè si debban 
dividere lire 1669. 14. 6 per 246. Divido pri- 
mieramente le lire, cd ho per quo^ienre 6 e per 
avanzo 193 che ridu-r 

co a soldi, moltipli- 1 1 5 - 9 - 

candolo per 20 , cd os- pcr 246-3 1669. 14. 6 

4frrrtnH/T«Ha OO 

X 20 


1 93 


3 8 74 

1414 
184 x 1 a 


servando di aggiungere 
al prodotto i soldi del- 
la quantità proposta . 

Proseguo al solito la 
divisione che mi dà 
15 per quoziente e 
184 per resto, il quale 
moltiplico per 12 che 
coll’aggiunta de’6 rf ,mi dà per prodotto 2214 e 
per quoziente 9 senza resto . L’ intero quozien- 
te è dunque lire 6 . 15. 9 come doveva essere. 
Se l’avanzo moltiplicato per il numero respetti- 


2214 

00 
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vo fosse più piccolo del divisore, passerei a "mol- 
tiplicarlo per il numero caratteristico della spe- 
cie seguente, scrivendo zero al quoziente: così 
dividendo lire 526.-5 per 35 , ho lire 15. — 7. 

Quando il divisore contiene auch’esso di- 
verse specie , ecco la regola . Si vuol dividere - 


786. 5. 1 c — per 42"" 5? ie . 4 po1 in riprova del cal- 
colo del secondo 


tese pie. poi. 


18. 6 . 8 


4"-- S- 4 -^, 785. 
5 66 i 3- 


42 X6 
257X12 
3088 


5 X 7 * 

6 . 8 


25733 

1029X20 


esempio ( 101 ) . 

Riduco il diviso- 
re alla specie in- 
feriore ultima , 
come qui le tese 
ai pollici ; cioè 
moltiplico 42X6, 
aggiungendo al 
prodotto (cheson 
le tese ridotte in 
piedi) i 5 piedi 
del divisore, ed 
ho 257; moltiplico questo 257X12, e al pro- 
dotto ( che son le tese e i piedi ridotti in polli- 

ci ) aggiungo 4 cd ho 3088 pollici o sia — — di 
tesa. Dipoi moltiplico per 72 le lire 786. 5. 1 1 • 


20586 

2058x12 


24704 

00 


( E’ chiaro in fatti che per dividere questa quan- 
tità. per una frazione, dee cominciarsi dal mol- 
tiplicarla per il suo denominatore (67)). Final- 
mente divido il prodotto, che è lire 5661 3. 6. 8 
per 3088 come nell’ esempio premesso, e trovo 
il cercato quoziente 18. 6. 8. 

.. Dovendo divider ^786. 5. 11 per^i8.6.8 

prezzo di una tesa , per avere il quoziente in 
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tese , ‘riduco le specie inferiori a rotto della spe- 
cie superiore, ed ho^i8. 6. 8 = i8y = y 

5- 1, 7 = ? 8<s | i onde 1 s6 Si : f = *35 8 f : 55 = 
tes. 42 —■ ~ 42. 5. 4. 

I04. Per ridurre un numero tu' di monete d’ una specie 
qualunque ad un numero m di monete d’ un’ altra e reciproca- 
mente, osservo che una moneta d’ ambedue le specie essendo 
un numero q' , q di monete omogenee di specie infima come 
di Quattrini , dovrà aversi qm = q'm' , formula generale della 
riduzione quando son dati q,q' , ed tu o m' . Così se m sieno 
Lire Toscane ( alle quali ordinariamente si riducon tra nc: tut- 
te l’altre monete ) ed tu' sieno I*. Paoli , avremo q — 60 , q' — 40 
e 6o« = 4óot' cioè 3»» = 2 «*'•, 2®. P /spetti, avremo q’ — \6 e 
* 6 om—i 6m' cioè I $m — igm' ; 3 0 . Pezze, avremo q’ = 345 e 
6oa» = 34517#' cioè 4»» = 23«i' ec. ec. 

(Queste son le regole principali dell’ Aritme- 
tica . Per insegnare in un modo più generale la 
Formazion delle Potenze, /’ Estrazion delle Radi- 
ci, la Regola del Tre ec., premetteremo i prin- 
cipi del Calcolo Algebrico . 


ELEMENTI D' ALGEBRA 

!/ Algebra è una specie d’ Aritmetica univer- 
sale, i cui principali vantaggi sono 1*. di far 
vedere in un modo generale ciò che l’Aritmeti- 
ca dimostra per casi particolari : 2 0 . di condur 
prontamente a risultati che rare volte l’ Arit- 
metica ottiene senza lunghe ed incerte opera- 
zioni: 3 0 . di esprimere con singoiar laconismo 
questi stessi risultati che l’Aritmetica esprime 
con molte parole: 4 0 . di risolvere un’infinità di 
Problemi che l’Aritmetica non potrebbe: 5*. di 
dare all’Aritmetica stessa in operazioni compli- 
cate molti metodi che diminuiscon la fatica. 
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Nozioni Preliminari. 

Ogni Scienza ha il suo linguaggio; l’AIge- 
l)ra ha il suo, e più singolare dell’ altre; onde 
convien cominciare dal rendersi familiari f espres- 
sioni di cui ella si serve. 

105. Tutte le cifre hanno un valor deter- 
minato per convenzione: così benché la cifra 3 
possa significare egualmente 3 pollici, 3 tese, 
3 leghe cc. , non si può farle significar cento 
o mille; onde le cifre non son segni assai gene- 
rali per rappresentar tutte le quantità possibili ; 
perciò si pensò a sostituir loro altri segni il cui 
valore non essendo fissato , potesse variare ad ar- 
bitrio del Calcolatore. Questi segni son le lettere 
dell* Alfabeto volgare e greco, le quali di più 
hanno talora un piccolo apice come a ,b" e si leg- 
ge a prima, b seconda ec. ; ciascuno le conosce 
c con la loro generalità son suscettibili di qua- 
lunque valore, che dato loro in principio si con- 
serva poi sino al fine dell’ operazione . 

106. Posto ciò, si chiama Espressione Al- 
gebrica tutto ciò che è notato con lettere , e si 
è convenuto di rappresentar con certi altri se- 
gni le diverse operazioni che posson farsi éu 
queste espressioni; così per sommare a,b, si 
scrive a (14); per sottrarre c da d, si scrive 
à-c(ii); per esprimer b maggiore di a, si scri- 
ve &>a, e per esprimerlo minore, si fa b<\a. 
La moltiplicazione di x per y si indica con xXy 
o con x.y (26), anzi si stima fatta quando una 
lettera è seguita da una o più altre senza in- 
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tcrruzione di segni: così xy=xXy, ahc — a XbXc. 
La divisione di a per b si accenna con y o con 

a : b ( 37 ) • 

, 107. Si chiama Monomio o Termine ogni 

quantica che non è unita ad alcun’altra coi se- 
gni -4-,-. Dalle letrere componenti il mono- 
mio risultano le sue dimensioni > ed ogni lettera 
forma una dimensione: così a è un monomio 
d’una dimensione, mn lo è di due, bed di tre, 

— di una , P- di niuna , nel qual caso il raono- 

P . p * 

mio si riduce a semplice numero : tutto ciò si 
intenderà meglio nella Geometrìa . Si chiama 
Binomio, Trinomio ec. la riunione di due, tre 
ec. termini, e in generale più termini riuniti 
diconsi Polinomio, che sarà omogeneo se tutti i 
suoi termini abbiano lo stesso numero di di- 
mensioni . 

108. I termini sono o Positivi o Negativi ; 
quelli son preceduti dal segno-t-, questi dal-, 
con che si indica che gli uni sono opposti agli 
altri nel loro modo di esistere; così se un cre- 
dito si nota col -+, un debito dovrà notarsi col-; 
se una linea che comincia da un punto e va a 
tteStra o all’ insù, si esprime col -+ , un’ altra che 
cominci dal punto stesso e vada a sinistra o all* 
ingiù, dovrà esprimersi col-. Or poiché un cre- 
dito si annulla da un egual debito, è manifesto 
che lo zero sta in mezzo tra i termini positivi 
e i negativi; ed un termine si dirà positivo o ne- 
gativo secondo che sarà maggiore o minor di zero . 
Del resto quando il primo termine d’ un poli- 
nomio non ha segno, si ha per positivo.. 

iop. Spesso dovrebbero scriversi i termini 
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Stessi in una stessa quantità, come fl-tan-a- 
b-b-+d : si è immaginato perciò di scrivergli 
una sola volta , segnando con una cifra a sini- 
stra quante volte dovrebbero ripetersi. Quindi 
a-+a-+ a - b-b-’rd diventa 3<z- 2 b-+ d , e la cifra 
3,2 che precede i termini, si chiama Coefficiente ; 
se ella manchi, il coefficiente è 1; così nell’e- 
sempio precedente, la lettera d è un’ espression 
compendiosa di ti, ed fh-pq = ifh - ipq ec. 

rio. Spesso accade che ana quantità è mol- 
tiplicata per se stessa, e allora o si scrive due, 
tre ec. volte di seguito senza interruzion di se- 
gno (106) come aa prodotto di a per a, aaa. 
prodotto di aa per a ec. , o con una cifra a de- 
stra ed in alto si indica quante volte meno una 
Ja quantità dee moltiplicarsi in se stessa: così 
a è un’ espression compendiosa di aa, a? — aaa > 
a*=aaaa ec. Queste cifre in alto diconsi Espo- 
nenti, e bisogna guardarsi dal confonderle col 
coefficienti,- i coefficienti indicano l’addizione, 
e gli esponenti la moltiplicazione ; così $a~ a -+• 
a -i- a, mentre cl’ — aaa, e se a = 5, viene 3 a — 
15 ed a 5 = 125 . . 

ni. Ogni lettera ha il suo esponente par- 
ticolare : ma se questo è 1’ unità, si sottincen- 
de : così bc, è lo stesso che b l c , xxxyyz — 
x\y 2 z' . Per distinguer poi un esponente nume- 
rico n da un numero n d’apici (105), quest’ 

ultimo si scrive (n): così a” esprime a moltipli- 
cata n-i volte per se stessa, ma significa a 
con un numero n d’apici ", ", ec. 

1 12. Non debbon mai riunirsi sotto uno stes- 
so coefficiente se ncn i termini simili cioè for- 
mati con le stesse lettere affette respettivamentc da- 
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gli stessi esponenti in ciascun termine. Così a-4- 
3a-+4a son termini simili, poiché la stessa 
quantità a è presa una, rre, quattro volte ; si 
posson dunque riunire sotto uno stesso coefficien- 
te e scrivere 8a. 

113. Se in luogo di -4- 3*1 si abbia -3*1; la 
stessa quantità a sarà sottratta tre volte : dun- 
que dalle due quantità positive a-+±a=-$a bi- 
sognerà sottrar 3a c il resto sarà 2 J; e «e si 
abbia a -t-3<z-4a, le quantità positive distrug- 
geranno le negative. Queste Riduzioni debbon 
farsi ogni volta che han luogo, e son frequen- 
tissime . Eccone la regola : 

1 14. Quando un espressione algebrica ha dei 

termini simili, bisogna ridurgli ad un sol termine 
o scancellarli . Si scancellano se con coefficienti 
eguali hanno segni contrari : così 2a-+b~2a~b 
va a o. Si riducono ad un sol termine i°. se 
sono affetti dallo stesso segno; allora la somma, 
dei loro coefficienti è il coefficiente del nuovo 
termine ; così rr-t-ga -+4a~8a , ys - a -t- 5 '/fi = òrfi- 
ca , / 5 - 3 af- 4 - 4 / l - 8 ar= 5 / 1 — 1 ix : 2 0 . se hanno se- 
gni contrari; allora la differenza dei loro coef- 
ficienti è il coefficiente del nuovo termine pre- 
ceduto dal segno del maggiore: così I2m-^n' — 
8/;j-h4nn = 4 m~/i t ,^ cr-+ 15 13P . 

11 5. E’ uso nei calcoli algebrici di osser- 
var l’ordine alfabetico nelle lettere di ciascun 
termine: così si scrive piuttosto abe che eba , 
piuttosto rr che 7rr: quest’uso contribuisce su 
far meglio conoscere i termini simili. 

Somma Algebrica . 

11 6. Per sommar le quantità algebriche ba- 
sta scriverle V une dopo l’ altre coi segni che 
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hanno» e farne in seguirò la riduzione se ha 
luogo; così la somma di cdn , 4 m* è cdn-t-^.m’ 1 ; 
quella di xj/-+z s , u-t~z ì è xy-bu-r, quella 

di 2/71-+3/J-5, 5-2/71-371 è zero; edi + ^ . 

Sottrazione Algebrica . 

1 17. Per sottrarre una quantità, intera o rotta 
da un’altra le cangio i segni e la scrivo allato 
all’altra, facendo la riduzione se ha luogo: così 
sottraggo p da r scrivendo r-p ; sottraggo m 1 - 
ri* — g da^z-u 1 , scrivendo x 3 z~u z - m 3 -bri*-*-*, • 

per sottrarre ~ da— scrivo 

1 1 8. Questa mutazìon di segni nella quan- 
tità da sottrarsi è chiara quando si muta -+ in-, 
poiché per indicar la sottrazione d’ una quanti- 
tà positiva p bisogna darle la forma negativa -p 
(108): ma non par sì chiaro che per sottrarre 
una quantità negativa -p, bisogni scriver -+p. 

119. Rammentiamoci però che la quantità 
sottratta dee col resto della sottrazione render la 
quantità da cui si sottrasse (22): or questa non 
si riavrebbe senza mutare i segni alia quanti- 
tà da sottrarsi; per esempio, se-# fu sottratto 
da c, il resto sarà c-*-#, perchè sommando c-h# 
con-#, torna c. 

120. Si osservi che per indicar la differen- 
za positiva di due quantità a,b, qualunque di 
esse sia la maggiore, si adopra il particolar se- 
gno 00 e si seri ve a co 6, il che vuol dire ntl tem- 
po stesso a-b se a>b r e b-a se a <6. 

Moltiplicazione Algebrica . 

Ogni termine algebrico è composto di quat- 
tro parti: del Segno che lo precede, del Coef- : 
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fidente da cui è affetto, delle Lettere che con- 
tiene , e degli Esponenti respettivi di esse. Ora. 
la moltiplicazione di due termini algebrici esige 
delle regole per tutte queste parti . 

la i. Regola per i Segni. I fattori con segni 
simili danno il prodotto col-+, con segni diversi lo 
danno col-: così aXb = ab,-aX-b — ab,aX-b = 
— ab ,-aXb=~ab . Infatti molciplicar per esem- 
P10-4X6, significa sommar sei volte il nume- 
ro*~4, ciò che manifestamente dà- 24 (116); e 
moltiplicar-5 x-6 significa negare o sottrar sei 
volte da zero il numero-5, ciò che con pari 
evidenza dk -+ 30 ( 1 1 7) . E’ però assurdo il dire che 
-+ X -+ da -+ , che -+X- dk ~ec. , perchè si mol- 
tiplicano le quantità * non i segni: ma l’uso au- 
torizza tali locuzioni . 

122 Regola per i Coefficienti - 7 coefficienti 
si moltiplicano insieme come nell' Aritmetica , e il 
loro prodotto è il coefficiente del prodotto algebrico : 

così 3a X 96 = v.'iab . . . . . . § c X £ p = * cp = LL . 

123. Regola per le Lettere- Le lettere, co- 
me si è detto (106), intendonsi moltiplicate quan- 
do sono scritte di seguito senza segno intermedio : 
così l zx X $y = 60 xy ; 6oxyX$ az = iSoaarjz . 

124. Regola per gli Esponenti. Quando una 
lettera con esponente dee moltiplicarsi per la lettera 
stessa pur con esponente, bisogna scriverla con un 
esponente eguale alla somma dei due primitivi: così 
8 ] a* b 3 X4<i s b = 32a 7 b* . Questa regola viene dalla 
passata ; poiché Ba^Xqa* b — 8 aabb bx 4 aaaaab = 
32.aaaaaaabbbb=32a 7 b* (1 io). Ciò supposto 

125. La moltiplicazione dei polinomi si fa 
moltiplicando ciascun termine d’un fattore per 
ciascun termine dell’ altro, e in fine si riduce 
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se occorra . Debba moltiplicarsi «-4-3C-Ì per 
2a-d; moltiplico primieramente « per 2 a (il 
prodotto è 2 a z )- } 


quindi -+ 3 c per 
2a> (-4-óac); poi 
-d per 2 a, (-2ud). 
Passo al « secon- 
do termine del 
moltiplicatore e 
moltiplico a per 


3 c ~d 
2 a-d 


Somma 

ridotta 


2 a 2 6ac~2ad 

. -ad - 3 cd -4- d* 

2a* -+ óac - 3 ad - $cd ■+ d* 


-d, {---ad); poi -4 30 per -d, (-3 cd); infine -d 
per -d, (H-d 1 ). Sommo tutti questi prodotti e 
/atra la riduzione, ho per prodotto totale2a*-4 
6ac- $ad- ^cd-bd* . Ecco degli altri esempi 
a-hx a z ~h2ac-bc 

a- x a-b 


a -+ax 
— ax-x 2 


a 3 -+ 2a 2 c-abc 
— a 2 b — 2 ab<; -4- b*$ 


a -x 1 a 1 -a 1 b~i- 2 a l c-^abf~¥b*-c 

I rotti algebrici si moltiplicano come i nu- 
merici: così 4-X — = — 

y z yz d t-t- 1 dp -+• da 

J — x J -4- x l —x* ' 

Talvolta la moltiplicazione s’ indica sola- 
mente , e si coprono i fattori con una linea o 
si chiudon tra parentesi: così il prodotto di <1-4 

2>d-d 2 per b 2 - 6 d 2 si scrive a-+^d-d 2 X b 2 ~ 6 d . 2 
ovvero (a-+ ^d-^ d 2 ) (b 2 - 6 d 2 ) . Se occorra effet- 
tuar l’operazione quando i fattori son molti, si 
moltiplicano i primi due, poi il lor prodot- 
to si moltiplica per il terzo, e così di rnano in 
mano. Per esempio in vece di 4a*6c-iQa J c*-t- 
$axy- ioax 2 .y’ - oa 2 c - i$a 2 xy , si può scrivere 
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\h- 3 *c-2 )4a*c -+( i - 2 xy z -$a ) $ a *y : e * n luo- 
go di s*-ps t -+qs* -s , si scrive (s*-pt*-+qs - i )s. 

Divisione Algebrica . 

Anche nella divisione debbonsi osservare al- 
itine regole per i Segni, per i Coefficienti, per 
le Lettere e per gli Esponenti . 

126. Regola per i Segni. Si è dimostrato 

(iai)che -4x6 =-24; dunque (35)^?i=6,e— = 

-4, cioè anche nella divisione le quantità con 
segni simili danno il quoziente col -+, e con segni 
diversi lo danno col-, 

1*27. Regola per i Coefficienti. I Coefficienti 
si dividono come nell ’ Aritmetica scrivendone il quo- 
ziente esatto se son divisibili senza resto, o for- 
mandone un rotto se non lo sono . 

128. Regola perle Lettere. Poiché aXb = ab 

(12 1), sarà (35) ~ ~ a ovvero ~ = b, cioè dalle 

Q di 

Lettere del dividendo si scancellan quelle del divi- 
sore, e ciò che resta è il quoziente-, così se si 
chieda quante volte m entri in mpr? si rispon- 
derà che vi entra pr volte, poiché scancellando 
m da mpr resta pr per quoziente . Non trovan- 
dosi nel dividendo le lettere stesse del divisore, se 
ne forma un rotto come nei numeri . 

129- Regola per gli Esponenti . Quando una. 
lettera con esponente dee dividersi per la stessa let- 
tera pur con esponente, bisogna scriverla nel quo- 
ziente con un esponente eguale alla diffierenza dei 
due primitivi : così dividendo 6a 4 i> J per ab 1 , il 
quoziente sarà 6 a*~'b 3 ~ z = 6 a ì b •. Questa regola 
vien dalla passata ; poiché se dal dividendo 
óaaaabbb si scancelli il divisore abb , resta il 
quoziente stesso 6 a 3 b. 
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Esempj. Per dividere 4 ac'’ de* per -zbtPc^f, 
io dico:-+-4 diviso per — 2=— 2 che scrivo nel 
quoziente: passo alle lettere e scancello nel di- 
videndo quelle del divisore formando un rotto 

dell’ altre; quindi il quoziente cercato 

1 — 4 ^ __ 3 «* i2*òd _ 

vU51 — . — I •••11 * ! ’ — Jà in* — - 1 ••••““ - — — 

3abc 2bd 5 ac 5 c 3 4 

-4 bd....^ a ~=a~ b ec. 

130. Queste regole si applicano ai rotti de’ 
polinomj quando una stessa quantità è in tutti 
i termini del dividendo e del divisore : così 

mx ~—^=z - , scancellando àx in tutti i termi- 

ni e mettendo i in suo luogo ove è sola (109). 

FM mri — __L_ ■ 4* % *'-+3'>'l>'x __4 ** 

p a'x-a'bx * 

1 3 1. Si dividono anche i polinomj come 
nell* Aritmetica , e per risparmiar fatica si or- 
dinano i termini in modo che in ambedue sia 
quello il primo, in cui una lettera qualunque, 
purché comune ad ambedue, ha il massimo e- 
sponente; che il secondo abbia la lettera stessa 
coll’ esponente prossimamente minore ec. Ecco 
un dividendo e un divisore ordinati per a: 

a‘ -+ 2ab -+ b* a* -+ b -+ 6 a~ b x -’r^ab’ -*• b* . Si 
sarebbe anche potuto ordinarli per b: ma tal- 
volta è più comodo di preferir la lertera che 
non trovasi collo stesso esponente in più termii* 
dì; per esempio, abbiamo preferita la lettera 
x a b e c nella divisione che riportiamo per disteso 
J - 3jr 3 -4 -ex 

— ^bx* •+ tfcx 9 b 2 x i — 3 b' c* 4 — 3 b~ ex’ -4- b* c 1 x 1 

— 96 1 x* -+ $b z ex* -*• §b* ex* - ò 2 c 3 x* 

0000 

G 
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dico dunque, = - 3^ , che pongo al quo- 

ziente : moltiplico il divisore per questo termi- 
ne c sottraggo il prodotto 96’**- 3 oc* 4 dal di- 
videndo . Continuo la divisione, e dico; 

h- ex , che pongo al quoziente; moltiplico il di- 
visore per questo nuovo termine e sottraggo il 
prodotto ~3& 1 c,v 3 -4- b'-c'x* dal dividendo , e nul- 
la resta; dunque il quoziente esatto è -3*’ 
Moltiplicandolo per il divisore, ritrovo il divi- 
dendo; dunque l’operazione è buona. 

132. Serviranpo d’esercizio espressioni simi- 
li a questa — — , che fanno nascere ;de’ nuovi 
* a — h tu 

termini nel dividendo, a misura che si prosegui 
la divisione, come 

a* — am-¥m % 


a -+m 


* a - 
— a 3 


nv 


— a* m 


Primo Resto o-*-m 5 -a s /7i 

h- a* m -+ arri* 


2 °. R°, -+m 3 o -+am* 

~ m i —ani* 

, - - - 1 ~ — 

o o 

Il quoziente è dunque a' — am-+ni *. Divi- 
dendo 1— x ' 2 per i-ar, il quoziente è ih- a* -+ 

H- .V* -+■ A? 4 -+ X* ^ X 6 -+X 7 •+ X -+ X • 


Così si trova che == 1 *+.v -t-.*; 1 3 -+ec. all 

infinito; e che -—= 1 ^ 4 -^-+x s -ec.- 4 *ec. 
I -rX 

in infinito. 

133. La divisione dei rotti algebrici per 
inceri o per 'altri rotti , o d’ uà intero per nn 
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roito, non ha difficolta (67): così si divide — 
per scrivendo — ; si divide-^- per 4 m scri- 
vendo— - ( si fa più lunga la linea che 
• 4 et» r 0 

4® 

separa il dividendo dal divisore per indicare 
che dee dividersi — • per 4 m, e non b per -^-)j 

si divide * per — scrivendo — — . 

q 

134. Questi rotti sì riducon poi all’espres. 
sion più semplice con ordinar le' due quantità. 
(131), e quindi o risolverle nei loro fattori (125) 
o carcame il massimo comun divisore come nei 
_ numeri (5Ó); così poiché x' L -+px=x(.x-+p ) , e 

bmx-’rbmp — bm (x -+ p ) , sarà 7^—.— =*— Y — — = 
* r btiix-+bmp btu K x-\-p) 

parimente giacché dividendo a 2 -* 1 per a-t - x 
si trova un quoziente esatto, sarà, a-t-x il mas- 
simo comun divisor di . Per altro non 

a — x a—x 

sempre si conoscon sì presto gli elementi 0 fat- 
tori delle quantità algebriche, nè sempre è lo- 
< ro applicabile il nudo metodo del massimo comun 
divisore . 

I35. In generale (379^ per avere i fattori delle quantità * 4 — a 4 
ed — z*x } , 1°. pongo * 4 —s*=:o, onde .v 4 =; 4 ed dun- 

que i fattori di at 4 — * 4 sono x 3 -+z 3 ed x 3 — z 3 = (.¥-+• si) ( x—z) : 
2*. pongo ** — ** x * = o, cioè riducendo , x 3 — 0= (a; -t- z) 

x 4 —z+ (Ar*-+z*) (ac-^-s) (x-z) 


( x — z ) » Dal che si ha 


x'-z 3 x* 


X } ( X -t- : 


z)(x-z) 

x'-+z 3 T , , , Ì3X* — lZxy !■?*— 3> 

— . — . Lo stesso metodo darà 7-. — 7— r = 7—.— * • 

x l 6x ì -6xy-^ixy 3 — , iy ì 6ir- r 2y 

T36. Parimente per aver (56) il massimo comun diviso- 
re, avverto che delle due quantità proposte posso dividere 
o moltiplicar 1’ una per qualunque quantità che non ab- 
bia alcun diviscr comune coll’ altra : ciò non altera il divisor 
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«ercato, che per ipotesi deve esser comune ad ambedue. Ri- 
• -, (A) iK.r 1 — ie,xy H-gj 1 ' 0 , 

piglio il rotto 7 — - x ed osservo 1°. che 

r ° (B) 6 jc* — 6 x'y -+■ •2xy l — 2y ì 

A può dividersi per 3 ma non B , e B per 2 ma non A ; divi- 

(C) 4'* - 5 *y 


do dunque , e viene 


(DI 


— r 1 — r—'i — r : 3 °' che P« 
o r i — qv j» -+- xy — y* 


poter dividere D per C giusta il metodo (56) , bisognerebbe 
moltiplicar D per 4, e ciò può farsi giacché 4 non ha alcun 
divisor comune con C ; moltiplico dunque , e poi dividendo D 
per C , resta (E) 19r> 1 — Ifty’ : 3 0 . che E può dividersi per 
I9jr i, ma non C ; divido dunque, cd E diventa (F) x — y per 
cui dividendo C , nulla avanza ; dunque F è il massimo comun 

divisore di A , B da cui si ha 7-.- --p . 

ox -+■ 2jr 


Formazione delle Potenze . 

137. Il prodotto d’una quantità per se stes- 
sa dicesi Potenza, e gli esponenti nc distinguo- 
no i gradi: così a 1 è la seconda potenza di a, 

la terza è a’, e in generale la potenza ni uma di 

a è a m , qualunque sia m; onde anche a°, ed a’ 
posson dirsi la potenza zero e la potenza pri - 
ma di a. La quantità a è la Radice di queste 
diverse potenze, e il nome di essa dipende dal- 
le potenze corrispondenti. Si vedrà nella Geo- 
metrìa perchè la prima potenza di una quanti- 
tà b si chiama anche Potenza Lineare di essa , 
la seconda b'~ Quadrato , la terza ò 5 Cubo : le 
potenze superiori b*,b 5 ec. diconsila quatta, quin- 
ta ec. potenza di b . 

138. Reciprocamente la Radice seconda o qua- 
dra di c 1 è c, la terza o cuba di a ì è a , la quar- 
ta di x* è x ec. Ora poiché la prima potenza 
di a è az=a l , la seconda è a' = a.a, la terza è 
a J =d.j.d ec. , si ha questa regola generale: 

139. ^ er elevare una quantità a una potenza 
data , bisogna moltiplicarla per se stessa unte voi- 
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tè meno una , quante unità contiene V esponente del- 
la potenza : così per elevar 9 alla terza potenza 
si dice: 9.9.9=729: così il quadrato di 

i = il suo cubo è = ec. ; il quadrato 

di 77; è 777 , il suo cubo è tzò» ec. : onde il valor 
d’ un rotto diminuisce alzandolo a più sublimi 
potenze, e la diminuzione cresce a misura che 
il denominatore è più grande del numeratore. 

140. Quanto all’ epressioni algebriche , I*. 
ad ogni lettera d’ un monomio si dà T esponen- 
te della potenza proposta: così la quinta poten- 
za di abc è a s b s c s : la potenza rii di ~ è -J^r i e 
se il monomio ha un coefficiente, si alza an- 


che questo alla potenza data: il cubo di 


1 : se son Sia nel monomio altri espo- 

nenti, si moltiplican tutti per quello della po- 
tenza proposta: così la quarta potenza di a y b~ 

è a 11 /) 8 ; e in generale la potenza m di ^.-.è 


lab 

ifi 


*!rjìr ( J 39)* IH*, per un polimonio, basta talo- 
ra indicar la potenza a cui vuole alzarsi chiu- 
dendolo tra due parentesi: così (uh- b) m indica 

la potenza m ,ma del binomio a-fè . 

141. Dunque i°. se m — 2, il binomio a-\-b 
che rappresenta tutti i binomj possibili, dee 
moltiplicarsi una volta in se stesso, e si trova 
(a -+b) (a-t- b ) = a 4 H- 2ab-*- b % ; dunque il qua- 
drato di un binomio contiene il quadrato a* del 
primo termine , il doppio prodotto 2ab del primo 
nel secondo, e il quadrato b 1 del secondo. Questa 
regola non ha eccezione; così l’Algebra dà ri- 
sultati adatto generali , mentre 1 ’ Aritmetica vi 
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giunge per analogìa. I segni del quadrato son 
tutti positivi quando i termini del binomio han- 
no lo stesso segno : se lo hanno diverso , il dop- 
pio prodotto è negativo: così (smn-qm* )* = 

pm’rt* “24/71’n -4- 1Ó772 4 . 

Alzando a quadrato il trinomio a-hb-*-c, si 
ha a* -f iiab-+ b' -»* 2 ac -t*2&c-t-c* , ove è il qua- 
drato di ciascun termine coi doppj prodotti dei 
termini a 2 as. Perciò ( Zx zc — jy ) a = -+- 4 ^c 

4c’-2èy- 4 CJ-+J/ 1 . 

142. Osservate che per compire il quadrato 
di un binomio, quando se ne hanno già i due 
primi termini, basta aggiungergli il quadrato 
ideila metà, del Coefficiente totale del secondo (chia- 
mo così tutto ciò che o in cifre o in lettere 
va unito in questo secondo alla lettera per cui 
c ordinata la quantità.): così per compire il qua- 
drato a ,s -+ 2 ax prendo a, meta di sa coefficien- 
te totale del secondo termine 2 ax , e aggiun- 
go il suo quadrato a 3 ai due dati termini x z -+■ 
2 ax , il che mi dà il quadrato perfetto 2 a.v-+ 
a 1 : così il quadrato completo di x* - 4 - ax è x' 

ax-+- ^-.Questa osservazione verrà spesso a bisogno. 

, In generale sieno m ovvero m -+■ » ec. i termini ignoti del 
binomio, trinomio ec. di cui vuol compirsi il quadrato, e si 
debba compire x z -\-ax : fatta x-+m la sua radice , sarà. ixm = ax 


ed m — , onde l’intero quadrato — )’ = *’ -+ ax -+* ~ 

jti j -e ^ 

come sopra . Debba compirsi H 1- c ; posta - -+■ m -+ n 

X X X ^ 

la sua radice , Mia. ss — e — =c, onde m— r ed » =: 
xxx 2 f 


ex 1 , f . l> ex f ' b 

~z.: perciò 1 intero quadrato ( v~ -+ H 

2/ 1 ^ x if ' x* x 

bcx C* X* 

*+ c "+ *+ ^yr • Facendo 2 tnv = e , s* avrebbe un 

verso quadrate. 



di- 
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Con questa metodo può anche eliminatsi un dato termina 
d’ un quadrato , salva la sua integrità . Aggiungo i= r ( preso il 
segno contrario a quello del termine da eliminarsi ) alla radica 

disopra f- -+ -t- C -^k , e pongo— = al termina da eliminato 

x ef 2 / * x 

l x , . 3 fr b* . b'x . , f 

si , come : sarà dunque - — = —f. ed r = D ; onde ( — m* 

4 f x 4 f 8/ 3 x 

b ex b*X. k /* b bcx c'x ' b’x b'ex* _ 

£^jr, » quadrato in cui più non è il termine ~ t . 

143. Dunque 2 0 . se ^1 = 3(140), il binomio 
a-+b dovrà molciplicarsi due volte per se stesso, 
o il suo quadrato per la prima potenza, e si tro- 
va (a -^by (a-+-ò)=a 3 ■+ b -b $ab' -+ b' ; dun- 
que il cubo <T un binomio contiene i cubi de suoi due 
termini e il triplo prodotto del quadrato di ciascun di 
essi per l' altro. I segni son tutti positivi o negati- 
vi quando lo son quelli del binomio; così (-m- 
2 n ) 3 ovvero- (m-t- 2 n)‘ =-( m 1 -+6nm* -+ i2n l m -+• 
Su’ ) ove il segno -r precedente la parentesi , mostra 
che debbon cangiarsi tutti i segai compresi in 
essa: ma se un de’ termini del binomio è ne- 


gativo, quelli del cubo lo sono nelle potenze im- 
pari del termine negativo : così [r-p-i-q)' ==-p 5 -+ 

3P l <I-3P3 , - 4 V- . 

Se bisogni compire un cubo y ì ±zpy , posto m il ter^ 
mine ignoto della sua radice , sarà essa^ ±= m ; dunque m =z 

fy, Perciò se 

sia ji±=t = everrà {} ±? ) 3 (jp =p ~ ) =j' ±= 

#’ =FpAf. 

» 45 - Dunque g°. se m= 4 (140), 31 avr ^ ( a ~ h 
b ) + = a + -+- 4a } ò -+ 6a*b' -4- 406’ ■+ b 4 : e così dell’ 
altre potenze, che hanno tutte tanti termini più 
uno, quante sono unità nei loro esponenti . Ma il 
passar per le potenze intermedie prima di giungere 
alia cercata, rende il calcolo assai lungo e setn- 
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pre indiretto. Perciò i Geometri de! passato seco- 
lo vollero un metodo che direttamente gli gui- 
dasse allo scopo. Il metodo fu trovato, e Newton 
ebbe la gloria di generalizzarlo. Ecco la formu- 
la che trovò e che dal suo nome è detta la Forma - 
la del Binomio di Newton : 


(«■*)■ = 


a" db X 

+ l 2 -fc3-) a m -*b'^t ec. , 

3.3.4. 

e così di seguito (poiché la legge con 
cui procedono i termini è manifestissi- 
ma ) fino al termine ultimo che sarà. 

m{ w — !)(*» — a) 3.1 jm __ b m 

1.2.3 

146. Infatti alzare il binomio a±zb alla potenza m c un 
moltiplicarlo tn — I volte per se medesimo, onde questa poten- 
za è il prodotto di un numero w»di fattori eguali ; dunque se si* 
b — o, ciò che si sa d’ un’ equazione del grado m (3?o) 


di 


: b . Quindi il primo 
m-l 


ter- 


avra luogo per la potenza m 

mine sava a” (366). Il secondo sari a" * con un coefficiente 
eguale alia somma delle radici b prese m volte con segni 
.. , . . . . m—l , T . s tn -' 2 

contrari (370Ì , cioè sarà ±= ma b . Il terzo sara a con 

un coefficiente eguale alla somma dei prodotti b 1 delle radici 

, ...... m(m— 1 ) m— 3 ,, 

prese a 2 a 2 coi loro segni (370) , cioè sarà a b 


r 

( 337 )- Il quarto sarà a 0 con un coefficiente' eguale all* 
somma dei prodotti b ì delle radici =+b prese a 3 a 3 con 

, . l)(w — 2 ) w— 3,2 

segi 1 contrari (370), cioè sara ±= * — — » 

(3371 ec. E’ facile di vedere ( 12.99?, 5 °- ) che la formula è 
la stessa quando pur 1’ esponente razionale m divenisse irrazio- 
nale o trascendente. 

147. Risulta da questa formula che per tro- 
vare il coefficiente d’ un termine basta moltipli- 
car quello del termine che precede per l’espo- 
nente ivi dato ad a, e dividere il prodotto per 
il numero dei termini precedenti : così fatto m = 2 > 
il primo termine di Xa-^-bf sarà a* =u 7 ; il sccon- 


I 
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do b = ~- a 6 b— ia 6 b ; il terzo — 

=s 2 | aV = 3i«V S il quarto a w “V 
a 4 /> s = 35^ 4 i> 3 , dopo il qual termine che 

r///j0 

è 1’ e perciò uno dei due medj o massimi 

della potenza ( se la potenza fosse pari il me- 

sirno 

dìo o massimo sarebbe il solo — ~ ) non vi è 

bisogno di calcolare i coefficienti dei termini 
che seguono, poiché tornano con ordine inverso 
i già trovati, e sono -4-35u 5 ó 4 -f2iaV-4*2ai) (S -4-/) 7 . 
Si vede che il numero intero m nella formula 
va sempre scemando, giacché successivamente 
diviene m- i , m -2 , m-3 ec. , onde infine si ri- 
duce a zero e allora la potenza è compita. Non 
così quando m è rotto. 

148. Del resto, se in luogo d’un binomio 
si abbia un polinomio n -+ p-t- q, fatto p -+ q — b , 
si alzerà alla richiesta potenza il binomio n -+b, 
e quindi vi si sostituirà il valor di b. 

149. La formula può anche esprimersi in 
un modo più semplice; poiché essendo (Ph- 

PQ)” 1 = 1 ?” ■+ mP” Q P-Q%ee.,ie si rap- 

presenti con A il primo termine P ,w , con B il 
secondo ec. , si avrà (P-+PQ) w = P w -t-mQA-+ 
— QB •+— — QC- 4 -ec.: e se l’esponente della 

potenza cercata si supponga — , si avrà più gene- 

** m 

Talmente (P-+ PQ) " =P " -+~ QA -+2^2- QB + 

H* 
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^**QC-»-ec. Così se si voglia ( 2*^32 ) 4 , sarà» 
m = 4, n= 1 , P = 2a, PQ= 32 onde Q = ^ , e a- 

m 

vrerao P" = i6a 4 ,~ QA = 4.i6a 4 .55=:o6a J * > ^' X 

QB 5= f . 9 6a'z . g = 2 1 6a V , !?T 3 i QC=sf . 2 1 6a V. 

5 ? =2 i< 5 as* , — 3 * QD = | . 2i6az } .55 = 8 iz 4 . 

3* 4* x 4 2tf 

150. Si *a (370) che nell’ equaxion* x™ — Ax m 1 -l* 

fff—~ ^ ^ 

I* — ec. =e la somma Jelle radici è A, quella dei lot 
prodotti a2a 2 è B , ec.; dunque se S 1 sia la somma dei qua- 
drati di ciascuna radico, sarà (141) S* -+■ 2B = A* ed S* jb 
A 2 — 2ll , o ( se la data equazione manchi del secondo termi- 
ne ) S* = — 2B. La somma dei cubi, dell* quarte potenze ec. 
*i avrà con un simile raziocinio. 

Modo di esprimere e di calcolare ogni sorta 
di Potenze per mezzo dei loro Esponenti. 

La Teorìa degli Esponenti è una deHle pi «l 
importanti dell’Algebra elementare: ma i*. ella, 
ha luogo per le sole potenze che hanno le stes- 
se lettere: 2*. non riguarda la somma e la sot- 
trazione, e solo comincia dalla moltiplicazione. 
Ora si è veduto altrove (124,129) come si trat- 
tano gli esponenti d’ una lettera che dee molti- 
plicarsi o dividersi per se stessa; così a*Xa*=s 

a i ~ +6 — a* e generalmente k "Xv'=c" + 'i del pari* 8 : 

a*=za 9 ~ x — a 6 e generalmente c m : c* 

1 5 1 . Posto ciò. si scriverà secondo la rego- 
gola precedente, a* : a* = a" 3 ~ s =a~ 2 potenza ne- 
gativa: ma a , :a* = ^ s ; dunque a~* = ~ . 

152. Sostituendo n,n-+m in luogo degli e- 

sponenti 3,5, si avrà , espressici» ge* 
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iterale di tutte le potenze negative di qualsia!* 
quantità; dunque ( e questa regola è di grani’ 
uso ) ogni quantità con esponente negativo equiva- 
le all ’ unità divisa per quesra medesima quantità 
coll’esponente stesso ma positivo. 

1 53. Quindi mutati i segni agli esponenti, 
si fan passar nel numeratore le quantità del de- 
nominatore e reciprocamente, salvo il valor del 

rotto : così ±'=a-‘, y=cf' , =^ r ,^p^mnp~ a <f* 
tp C?!LZÌ . 

154. Sia ori la quantità a . Scm>n,l 
•Sponente è positivo, il che non ha difficoltà: 
se m<*n, l’esponente è negativo, il cui signi- 
ficato già si spiegò. Ma se m — n , viene m-n=o: 
or la potenza o di a non « o ma l , poiché a =x 

__ 

* 4- ~ 1 * 


155. Dunque una quantità alzata alla po- 
tenza. o eguaglia sempre l’unità : così a° = b° =* 

(cir=(^)-=Cp^g)°=o*=i. 

156. Infine se m-n è un rotto, si rifletta 
(140) che per alzare a qualche potenza una quan- 
tità, bisogna moltiplicarne l’esponente per quel- 
lo della potenza data: così per alzar b alla po- 
tenza 2, si fa b t,% — b*,c per alzar <p 3 alla poten- 
za 4, si fa p' } '+=cp lx . 

157. Dunque all’opposto per estrar qualche 
radice da una quantità, converrà dividerne L’espo- 
nente per quello della radice-, onde T esponente rot- 
to indica estrazion di radice: perciò la radice 

a 

quadra di b 1 è b* — b, la radice quarta di (p 11 « 
p. + e la radice m imé di « 3w cc” =<*. 
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15R. In questi esempj si hanno radici esat- 
te perchè la divisione riesce esacra : ma se vi 
sia un resto, bisogna contentarsi della semplice 
indicazione, e ciò ha introdotti nel calcolo gli 

esponenti rotti. Così la radice quadra di 6 è 

x 

b 2, , ed ~ è irriducibile; onde la potenza |,^ec. 
d’ una quantità è la sua radice quadra , cuba se. 

159. In generale il grado della radice da estrarr- 
si e sempre eguale al denominator del rotto : così 

a" ,b~ son le radici n s,me di a e di b m . 

160. Anche la lettera iniziale r della pa- 
rola radice indica un’estrazion di radice: ma 
per distinguer meglio questo Segno Radicale , se 

n’ è alterata la forma e si scrive \/> cosicché 
2 3 

y/ c, y/ c ec. è la radice quadra , cuba ec. di c; 
a 1 3 ì 

dunque y/c=c z , ^/c=c 3 ec., scrivendo sul se- 
gno radicale la cifra che mostra il grado del- 
la radice , eccettuato il radicale qnadrato che 
per convenzione non ha cifra alcuna: anzi alla 
sola radice quadra si dà il semplice nome di 
radice , e all’ altre si aggiungono i nomi di ter- 
za, quarta ec. che le distinguono. 

161. Si trasforma dunque un radicale in po- 
tenza rotta dividendo per V esponente del radi- 
cale quello della quantità sotto il segno y/ : così 

V(fg*)=c* g* =cg*....V (b 6 q 9 )=b s qz = b* q* 

5 ì a 3 

. . . . y/ ( ab*q l ) = a s b s q & , ec. 

162. Ne’due primi esempj la divisione è 
serìza resto, e la radice esatta che ne nasce, 
dicesi razionale o commensurabile . Ma nel terzo 
esempio la divisione non riesce, e la radice. 
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che può solo ottenersi per approssimazione , 
chiamasi irrazionale , incommensurabile , e anche 
. sorda . 

163. Per trasformare all” incontro potenze 
rotte in radicali, si dà per esponente al radica- 
le il denominator del rotto, e si mette sotto il 

segno la data quantità col numeratore peresponen- 
£ £ 4 

te: così (3C1)* =y/ .... (x 1 ~ y'y = y/ (x z -y z ) .. . 

± 1 s ■ , 

c 5 p 3 =zy/ c 4 p. Anche una potenza intera si tra- 
sforma in radicale d'un dato esponente riducen- 
do a rotto finterò (5 1 ).: così per trasformare 
ab z in un radicale quadratico, cubico ec., si fa- 
rà ab z = a* b ' 1 a b*,ab x = a 3 b 3 = y/ a 3 b 6 ec. , e 

a 3 

perciò ancora 2^3 = 2 a y/$=y/<2. .X=\/ y/z — 

5-3 3 3 

5 3 V 2 = v / 2.5 , =V' 250 ec. 

Spesso accade che le quantità delle quali si 
vuol la radice, sono affette da coefficienti nu- 
merici r allora bisogna sapere come si estragga 
dai numeri qualunque radice. 

Estrazione della Radice quadra, - 

164. E’ facile di aver la radice delle quan- 
tità algebriche commensurabili, e se ne è dato 
il metodo per i monom;; resta a darlo per i 
polinomj , 

165. Sia a z - 2 ax- , fx' di cui si cerca la ra- 
dice quadra. Se questa quantità è un quadrato 
perfetto, la sua radice sarà un binomio (141) , 
il primo termine sarà il quadrato della prima 
parte del binomio, e la troverò prendendo la 
radice quadra di a*. Ora ^a 1 — a; scrivo dun- 
que a in radice. Sottratto il suo quadrato a‘ 
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Quad. a 1 - 2 ax-t-x* 


— a 


C - 2ùX -+ X 
S'' ■+ 2iJX - *•* 


<+*• 6t ■ 

dalla quantità proposta, mi 
Testa - 2 ax- 4 -x*. Ór poiché | Rad. te 

2ax dee essere il doppio pro- 
dorto della prima parte a 
della radice nella seconda 
{141), conoscerò questa af- 
fonda dividendo 2 ax per il 
doppio di a cioè per 2a sa-# 

(35); il quoziente è-* che 
scrivo in radice, e accanto al divisor 2a : e se-jf 
è la seconda parte della radice, moltiplicando -k 
per tutta la quantità 2a-.r e sottraendo il pro- 
dotto dal primo avanzo- zax -4- x * , non dee es- 
servi resto. Infarti così avviene, onde a-x è 
Ja radice cercata: ma potrebbe esser anche-a-f- jr , 
perchè anche (-a-ì-x')(-a-bx)=^a* — 2ax-+x : '. 

1 66. E questa ( sia detto di passaggio) è 
l’origine dell ’ ambiguità del radicale quadrato, il 
quale, come si vede, è suscettibile e del segno 
-4-, e del segno- cioè del doppio segno =±,ch« 
si pronunzia più o meno, e che sempre è sot- 
tinteso quando non si scrive: così y/ c 1 equivale 
a=±V^*> c *°è vale egualmente 4 c e-c, senza 
che possa prendersi l’un valore piuttosto che I* 
altro, seppur lo stato della questione non esclu- 
da 1’ uno dei due,* e lo escluderà infatti , se 
si sappia che il quadrato c 4 è nato da-+X-+-,o 
da-x-, poiché in tal caso la radice sarà sola- 
mente 4CO -C. 

rÓ7. Quando le quantità son semplici come 
« 4 -2 ax-^x't un’occhiata fa vedere se hanno 
ona radice esatta o no: in altro caso si ordini 
la quantità e si osservi se abbia termini incorri - 
patibili con un quadrato perfetto; non è difficile 
conoscerli dai coefficienti, dagli esponenti. 


J S wl 
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dai segni ec. (141): così ta* -+ *ab-+b * . .. 
2c*J*-d + ..../wi’- m'n*-¥ t , non son quadraci 
cd è superfluo cercarne la radice esatta. 

iótf. Osservata almeno la possibilità dell’e* 
strazione richiesta, si procederà come sopra (165) 
ripetendo le medesime operazioni quante volte 
bisognerà. Ecco per disteso due altri esempi . 

Radice J 2p* -4-43* 

- Quadrato 4p e H* ióp^-4- xóq* 

“ 4 P 6 s‘ • 

o-+ 1 lóq* . 

Divisore 4p 3 -+42* - i 6 p 1 q* - i 6 q* ' 

■- 

o • 


Radice j 


Quadrato a + -2a’à* -+-6 4 -a*V-4'2uV -+,#* 
- a 4 


X. Dìv. a 


o- 2 a*Z>*-4-& 4 
- 4 - 2 a’ 6 * - à + 


II. Div. 2a*-2i*-c* 


0-2 a*c» -+ et'c 1 -+c # 
-V2a*c j - aù’c’ - c 6 . 


o 


169. Fatto ora a = 20, b~ 6 , sarà (<j-4-6)*=» 

«* -+■ 2a6 -4- />* = ( 20 6 )* = 400 -+ 240 -4-36= 076 ~ 

26X26; dunque i quadraci e delle quantità al- 
gebriche e dei numeri eontengon le stesse parti , 

• però son soggetti alle stesse regole d’estrazione, 

170. Le differenze accidentali tra le lettere 

• i numeri nascon dalla confusione che sofFron 
le cifre 400-4-240-4-36 quando si riuniscono in 

* an sei numero 676, eoa che i quadrati delle 


v 


Digitized by Google 



parti e i loro doppj prodotti non posson più ri- 
conoscersi . Perciò il numero di cui si vuol la ra- 
dice , si divide in membra di due cifre cominciando 
da destra, cosicché se le cifre sono in numero impa- 
ri, r ultimo membro a sinistra e d' una sola cifra. 

171 Infatti moltiplicando per se stesso an 
numero terminato in uno, due, tre zeri ec. , si 
ha un prodotto che termina in due, quattro, 
sei zeri ec. (29), e però uno zero occupa fino 
alle diecine del prodotto , due zeri fino alle mi- 
gliaia ec. ; dunque a più forte ragione moltipli- 
cando per se stesso un numero terminato in ci- 
fre significative, la prima di queste occuperà, al- 
meno le unità col suo quadrato e le diecine 
co’ suoi doppj prodotti (141), la seconda occu- 
perà almeno le centinaia e le miglia)* ec. ec.: 
la sola ultima cifra non occuperà che un solo 
juogo quando il quadrato di essa che è l’ulti- 
mo a formarsi, non supererà la diecina anche 
con le u;iita che vi si portano. Di qui la divi- 
sione del quadrato in membri di due cifre , 1’ 
ultimo >dei quali può essere di una sola. 

172. Ma perchè una cifra della radice può 
occupar talora più di due luoghi del quadrato, 
bisogna cominciar /’ estrazione a sinistra , con che 
gli eccessi delle cifre si riportano ai loro luo- 
ghi come nella divisione (40). In queste due 
sole avvertenze l’estrazione numerica differisce 
dall’algebrica . 

1 73. Vogliasi la radice quadra di 7873636. 
Diviso in membra (170) il dato numero, i°. pren- 
do la radice del maggior quadrato contenuto nel 
primo membro a sinistra ( 165.172 ); ella è 2 
che pongo in radice, e sottratto il suo quadra- 
to da 1 (165), resca 3: 2 0 . unisco a questo re-» 
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sto il secondo membro 
87 onde ho 387 , e come 
in 8 ovvero ( computato 


Rad. 


2806 


Quadrato 7.87.36,36 


il resto 3 ) in 38 dee I. Div. 48/ 3 8 2 
contenersi il doppio prò- n. Div. c 6 / 33^3^ 

dotto della prima nella ' * 0 o 00 00 

seconda parte della ra- UI*Div. 5006 

dice, così nel 7 dee trovarsi il quadrato della 
seconda (17 1); raddoppio dunque la prima par- 
te 2 (165) e fatto un punto sotto il 7 per esclu- 
derlo dalla divisione che son per fare, divido 38 
per 4; il quoziente sarebbe 9 che dovrei scrive- 
re e in radice e accanto al divisor 4 (165): ma 
poiché 9X49 >387 onde non potrei far la sot- 
trazione, scemo al solito il quoziente d’ un’ unita, 
e scrivo 8 e in radice e accanto al divisor 4; 


tolto 8X48 da 387 (165), resta 3.* 3*. unisco a 
questo resto il terzo membro 36 e fatto un pun- 
to sotto 6 , raddoppio la radice 28 , e per 56 do- 
vrei partir 33; ma la divisione non è possibile, 
onde scrivo o in radice e abbasso l’ultimo mem- 
bro 36 accanto al resto 336: 4 0 . fatto un punto 
sotto l’ ultimo 6 , raddoppio la radice 280 e per 
560 divido 3363; il quoziente è 6 che scrivo 
e in radice e accanto a 560, e poiché tolto 
6x5606 da 33636, nulla resta, la radice esatta 
del dato numero è 2806, che si verifica toglien- 
do il 9 da 2806, 2806, fattori del quadrato, 
c da 7873636 che dee esserne il prodotto (30). 

174. Se il dato numero non è quadrato per- 
fetto, si indica l’estrazione col segno radicale 
e si estrae quella parte di radice che si può 
(163): così la radice di 108 è \/io8 = V^ a . 3* = 
2.3 = la radice di 360 è V&6o=V6*. 10= 

t * 
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6 \/ io ec. Quando poi non occorre' moka esat^ 
rezza, si fa l’estrazione al solito e' si trascuri 
il resto : che se questo voglia pur valutarsi , si 
aggiungono successivamente due zeri ad ogni re- 
sto , ed estraendo la radice, si ha in decimali P 
approssimazione che più si vuole (93) . Per e- 
sempio, trovo che 624 
è la radice prossima di 
389489 col resto 113. 

Aggiungo due zeri al 
■ dato numerò e duplico 
al solito 624; indi per 
1248 divido 1 (30 e ho 
per quoziente o, che scrivo nel primo luogo dei 
decimali; aggiungo due altri zeri, duplico 6240, 
e dividendo per 12480 ho per quoziente 9 ec, 

175. Osserv. Riflettendo sui quadrati che 
con altre Potenze sì danno in una Tavola al 
fin di quest’opera si vedrà i°. che essi rermi- 
nan sempre in 1,4,5,6,9,05 2°. ette la penul- 
tima cifra dei terminati in 1,4,9 è un numero 
pari, dei terminati in 6 è un numero impari, 
dei terminati in 5 è sempre 2, e dei terminati 
ih o è sempre o; 3 0 . che la terzultima cifra dei 
terminati in 5 è 0,2,6. Quando dunque tra 
molti numeri dovrà scegliersi un quadrato, po- 
tranno escludersi come inabili tutti quelli che 
mancano di queste proprietà. 

176. Si estrae la radice da un rotto estraen- 
dola da ciascun de’ suoi termini: cosìv/f = f# 
poiché § ■ 3 = y • Ma se i termini del rotto non 
son numeri quadrati, si indica l’estrazione col 
segno radicale, o si riduce il rotto in decimali 
(94). Per estrar da questi la radice quadra bi- 
sogna render pari, §e non lo è> il loro numero 


R. | 624,09 ec. 

Q. 38,94,89(00,00 ec. 
I 13 0000 

1248^" 67 19 ec. 

124809^-^ 
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con degli zeri, che già non ne alterano il va- 
lore (84); quindi si estrae la radice al solito, 
e fatta J’ operaziorte , si separa a destra della ra- 
dice un numero di cifre che sia Ja metà del 
numero dei decimali della quantità data: cosi 
la radice di 21,935, volendo tre decimali, si 
ha con es.trar la radice da 21,935000, ed è 4,683: 
la radice. di 0,0054, pur con tre decimali , è 0,073. 

1 77. Si vede da tutto ciò che l’esrrazion 
delle radici dipende dalla divisione , come la for- 
mazion delle potenze dalla moltiplicazione (170). 


Estrazione della Radice Cuba. 

'178. Vogliasi la radice cuba di a * -1 - 6 a'b-*- - 4 - 8£ } . 

E’ chiaro che ella dee aver due termini (143) il primo dèi 
quali cioè la radice cuba di a* , è a , che scrivo: ne formo il 
cuho, lo sottraggo da a 1 e mi resta 6 a y b -t- -t 86 ’ . Quin- 
di dico : in questo resto dee contenersi il triplo prodotto del 
quadrato del primo termine a trovato , per il secondo che cer- 
co: alzo dunque a al quadrato «* , lo triplico ed ho 30 1 per 

cui divido il resto, dicendo : — r — ma se è il se- 

3 “ 

condo termine della radice, la somma del suo prodotto per 
3» 1 , del prodotto del suo quadrato per 3 a , e del suo cubo , 
dee eguagliare il resto della quantità, come appunto avviene j 
dunque a -+'ìb è la radice cuba cercata. 

179. Per i numeri , ecco i cubi delle cifre semplici: 
flid. Cub. I , 2, 3 » 4 > 5 » 7 » 8 , 9 

Cubi I, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729', 

Sui quali ragionando come sui quadrati (171), si trova che bi- 
sogna dividere il dato cubo in membra di tre cifre . 

Vogliasi la radiee cuba di 74088 . Lo divido in membra , 
ed è chiaro che la radice dovrà aver due cifre . Dico dunque : 
la più vicina radice cuba del primo membro 74 è 4, che scri- 
vo in radice : sottraggo da 74 il cubo di 4 e ho il resto lo , a 
cui unisco la prima cifra o del secondo membro per aver 100 
che divido per 48, triplo del quadrato di 4; il quoziente è 2 , 
che però non scrivo in radice se prima non trovo in lui le qua- 
lità necessarie per esservi , cioè sottratto 2.48 da ico, abbasso 
allato al resto 4 la seconda cifra 8 del secondo membro, e ho 
48 da cui sottraggo 48 , triplo prodotto del quadrato del quo- 
ziente 2 per la prima cifra 4; accanto al resto ( chequi è o) 
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abbasso l’ultima cifra. 8 del secondo membro p i 
ed ho 8 ; e poiché il cubo del quoziente 2 . 
si può sottrarre da 8 nè lascia resto , 2 è la Cubo 
seconda cifra della radice . » 

Altro esempio che facilmente si intende* 48-- 
ih dal precedente 

Rad. | 174 

Cubo 5-3°5.47‘-ì 

43 

a 220 sottro 3. I. 49 

735 sottro 7. 7. 7 

> 3934 

867^ 4567 sottro 3. 17.16 

375 12 sottro 4. 4. 4 

( 37443 ) 

Volendo aver riguardo all’avanzo bisognerebbe cercar dei 
decimali per radice, e questi si trovano aggiungendo al dato 
numero tre zeri tante volte quanti decimali si vogliono , a con- 
tinuando l’estrazione nel modo stesso. 

La radice cuba d’ un rotto si ha con estrarla da ciascun 
3 

dei suoi termini : così «/a ? — '} poiché -J . v — • Ma se i 

V<54 4 _ ..4. 4 4 rt 4 , 

due termini del rotto non son cubi, si indica l’estrazione col 
segno radicale estraendo quella parte di radice che sì può (174) , 
osi riduce il rotto in decimali. Per cavar da questi la radice 
cuba, si riduce il dato numero ad avere 3,6,9 ec. decimali 
col mezzo degli zeri: quindi se ne estrae la radice come se 
non vi fosse virgola , e fatta 1’ operazione , si separa con la 
virgola a destra della radice un numero di cifre che sia il terzo 
del numero dei decimali della quantità data : così per cavar 
la radice cuba da 6,54 volendo tre decimali , cavo la radice 
cuba da 6540000000 che è 1870; ne separo tre cifre, poiché 
si hanno 9 decimali nel cubo, ed ho 1,87 per radice cuba di 
roO troverei che quella di 0,0006, volendo due decima- 
li , è 0,08 . 

Due metodi per estrarre per approssimazione 
le Badici di qualunque grado. 

180. Se si cercasse la radice quadra di c*- 
*•* , è chiaro (1 67) che non potrebbe mai aver- 
si rigorosamente . Allora si ricorre ai meto- 
di d’ approssimazione , che sono applicazioni 
più o meno dirette della Formula del Binomio 
( r 45) - Vogliasi pertanto la radice prossima di c 2 =t 
x' 1 paragono questa quantità, col binomio . (Ph- 


142 

74.088 

ICO 

^48 
= 8 


I 
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PQ)~ (1^9) , e fatto m= 1 , n = 2, P = c* , PQ = 
rt-v’ onde Q = =± sostituisco questi valori nel- 


la formula P « -+ — QA 


m—n 


QB -+ ec. , ed ho 


( C 1 =t V 1 )» = C=t 

2f 


2 » 

- J*L -t - ec 
8c ; 1 6c* I 2 ~ 8 c 7 if> 6 c* 

181. Si sarebbe trovata la stessa serie, benché in modo più 
laborioso , colla semplice regola d’ estrazione , quale l’ abbia- 
mo data (165), come può vedersi per esercizio. 

182. Io luogo di- scrivere i coefficienti ri- 
dotti come ho fatto (180), posso scriverli in di- 
steso, il che fa conoscere la loro legge, e trovo 

• X- C rfc - 35 - 

/.*_ +v >\a_y 2 c 2.4*» 2.4.6** 24.6.8*» 

—* ) ~ ) 3 S-Z*‘° 35 - 7 9 *' * ec 

( 24.6.8. 1 Oc 9 24.6.8. IO. I2f 1 ‘ 


ove si vede che cominciando dal secondo termi- 
ne, i numeri pari entrano nella composizione 
dei denominatori , e gPimpari, cominciando dal 
quarto termine, formano i numeratori.' E' dun- 
que facile il proseguir l’approssimazione a piacere. 

183. Con queste formule si hanno le radici 
approssimate de’ numeri che non ne hanno delle 
esatte. Si voglia la radice quadra di 5; divido 
5 in due parti 4-+-1 ( ciò si fa per aver c 1 qua- 
drato perfetto ) e sara V=4,.* 4 = i» e Vs — 

I 

(4-+ 1 ) a = 2-f 4--/ 4 -t-ec. Fermandosi a’due pri- 
mi termini , si avrebbe $ per V5 » che non è mol- 
to esatta; fermandosi ai tre primi, si avrebbe 
J / 4 u: ,più esatta dell’altra. Calcolando più termi- 
ni si avrebbe una maggiore esattezza senza pe- 
ro poter mai giungere al vero valore di v 5> 
perchè è incommensurabile, cioè niun numero 
intero o rotto moltiplicato- in se stesso può pro- 
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dur 5. £iò è chiara negli interi; cercacene la 
ragione riguardo ai rotti - 

184. L’estrazióne delle radici cube e anche 
delle quarte , quinte ec. si fa con lo stesso me- 
todo: Ja sola differenza è nelle sostituzioni deli’ 

v 3 x X 

esponente. Quindi si troverà vV 3 — = a =± ^ - 
=t Js?- S - ec. , e la radice cuba, quarta, quin- 

ga s 8l« 9 

ta ec. d’ un numero, si avrà con 1’ opportune 
sostituzioni . 

Qual* è la radice cuba di loc? Pongo loo== 125 — 251 on- 
de ie5c=a J , 25 = * ; calcolando i due primi termini della 

formula, sì avrà V 100 = 5 — § = i 3 -} calcolando i primi tre , 

viene Vtoo =5— = -%?- ec. Del resto l’ approssimazioni so- 

no assai più pronte coi logaritmi. 

185. Secondo Metodo . Sia proposto generalmente di estrar- 
re per approssimazióne la radice m d’ una quantità qualunque 
a m ±= h . Posso supporre questa radice rappresentata da a -^d , 
esprimendo a un numero intero e d i decimali da aggiungersi 
a questo numero per aver la radice cercata . Si avrà dunque 

a •+ d=± */a"'±^ b, onde ( a d )" — a" ±= b : dunque a m -H- 
ma m ~ l d*+ a n ~ 1 d* -+.... ec. -i* l , e trascurati 

termini ove d è a una potenza superiore al quadrato, scancel- 
lata ne’ due membri a m , e diviso il resto per m , si avrà a m ~'d-^ 

y ~ 1 a e, ~ 1 d 1 ~ 3 = -- . Risolvendo quest’ equazione del secondo 
■2 nt 


grado , verrà d=-~-+^/ j~~yT *= ’ onde sl 

avrà generalmente per l’ estrazion d’una radice appross im ata qua- 

* m — 2 . / (t~ 2 b 

lunque , a •+ d — 4 **=*==.— \ *= ' 

formula generale che dà le seguenti particolari: 


-Vrj^V) 


ec. ec. ec. 
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Facciamone un’ applicaaione e troviamo la radice qirintv 
di 161900 con 12 decimali. Presane dai logaritmi la radice pros- 
sima li.oia, faccio 11,012=0, onde <* 5 = 161931,378732020728832 
che supera 161900 di 31,328232020728832. Pongo questo eccesso = 

l, ed he a s — 6— 161900, e perciò £)= H- \/(jg — — 

= 8,259 "+ V ( 2.52P0O9 “ 7 ) — 8 . 259 ■+ 

( 2 . 529009 - o , 00234983*8288243 1 59322 1 1 ) = 8 , 259 -+ . . . „ 

V (2. 5266591681 71 175684067289)=: 8, 259-4- . . . 

2,752573190339 =: 1 1,01 1573190339 , radice cercata: d’ onde ri 
vede che si hanno di qui delle approssimazioni che non si ot- 
-terrebbero dalle maggiori Tavole dei Logaritmi. 


APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA 

t 

ALLA RISOLUZIONE DI ALCUNI PROBLEMI f 


1 8<5. O.Ome un Teorema è una verità neces- 
saria da dimostrarsi , cosi un Problema è un 
Quesito da sciogliersi o una specie di enigma 
da indovinare. Ora non è possibile di scioglier 
l’enigma senza qualche cognizione a lui relati- 
va, e senza dei rapporti tra ciò che si sa e cip 
che si cerca. La soluzione dei problemi Mate- 
matici, detta propriamente Analisi, è fondata 
su questi rapporti che chiamansi Condizioni del 
Problema . Si tratta solo di esprimere queste con- 
dizioni in modo da dedurne la notizia di ciò 
che non si sapeva , il che si ottiene col para- 
gone delle quantità note ed ignote. Le prime 
diconsi le Date del Problema, e si usa di espri- 
merle con le prime letterari ,b,e ec. , * ,(2,yec. 
,L’ altre si chiamano le Incognite , e si notano 
con T ultime lettere x ,y ,z ,<p , » ec. Ogni for- 
mula che esprime l’eguaglianza di due o più 
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quantità, si chiama Equazione . Il segno d'egua- 
lità divide l’equazione in due membra, e il si- 
nistro è il primo, il destro è il secondo. 

184. La più alta potenza dell’ incognite de- 
termina il Grado d’ un’ equazione, che dicesi pu- 
ra se l’incognita è solamente al grado m , o af- 
fetta se l’incognita è anche ad altri gradi infe- 
riori m — 1 , m- 2 éc, : così x-a...z~\-b —y - c . . , 
= (c-4-d) 1 ’ sono equazioni del primo grado 
che si chiamano anche lineari. Quando l’ inco- 
gnite hanno due dimensioni, cioè sono alzate 
a quadrato o moltiplicate tra loro , l’ equazione 
è del secondo grado, come xy — b , la pura x'=a, 
e l’affetta x'-t-px — q: so ti poi del terzo se han- 
no l’incognite a tre dimensioni , come x ì =c.... 

x'-t-px* ■+ qx = b vyz=f'.... xy* =g . Ma di 

qualunque grado sieno 1’ equazioni, lo scopo ge- 
nerale della lor risoluzione è di far conoscere 
il valor dell’ incognite che contengono. Un po- 
co d’abito al calcolo basta per risolver quel- 
le del primo e secondo grado. La risoluzione 
di quelle del terzo e del quarto ha delle dif- 
ficoltà: per quelle del quinto, del sesto ec. non 
vi è metodo esatto c generale . 

Equazioni del primo grado . 

188. Riynire in un membro dell’equazione 
tutti i termini noti, e lasciar nell’altro l’inco- 
gnita sola, positiva, senza coefficiente, senza di- 
visore e senza esponente, questo è ciò che si chia- 
ma risolvere un equazione ; poiché una quanti- 
tà eguale a quantità note non è più incognita. 
Ora l’ operazioni che guidano all’intento per un* 
equazione del primo grado, si riducono a tre 
assiomi. 
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189. I. I due membri d' un’ equazione restano 
eguali o vi si aggiungano o se ne tolgano quan- 
tità eguali. Con questo mezzo si ha f incognita 
sola e positiva; poiché se sia a -+ 2b = qc - gv , 
si aggiungerà 3*- ai due membri e se ne toglie- 
rà. a-’rib onde venga a h- 26 -+3.V - a - -26 = 40- 
3*-»- 3* -a -26: riducendo si avrà 3* = 4<;-a-2/>. 
Dunque si trasporta una quantità da un membro 
scrivendola con opposto segno nell'altro. 

190. II. I due membri d' un equazione restano 
eguali o si moltiplichino o si dividano per quantità 
eguali. Con ciò si ha l’incognita senza coefficien- 
te e senza divisore; poiché se sia ~ -+ y -+ m =2 

px -+ ~ -4- n , i°. trasporto (18 9) px-*- — nel pri- 
mo membro ed ni nel secondo , e riducendo vie- 
ne ~ ~ px ~ n ~ m : a 0 . moltiplico i due membri 

per il divisore di x ed ho ax — bpx — bn-bm , 
cioè {a-bp)x-=zbln-m): 3 0 . divido i due mem- 
bri per il coefficiente totale di x e ottengo 

x = • Dunque si toglie un coefficiente o un 

divisore dall ’ un membro col divider respettivamen - 
te 0 moltiplicar per esso l’ altro membro. 

Qui si avverta che da x[m — n)~b(m — n) non può de- 
dursi x=i dividendo i due membri per m — a; poiché alla, 
sussistenza dell’ equazione (* — b )( m — ») = o basta che l’ 
uno o 1’ altro dei due fattori # — £,«—» sia zero (365): on- 
de se si sappia che 1* uno è zero , sarti dubbio se anche 1’ altra 
lo sia-, e se si sappia che l’uno non lo può essere, l’altro lo 
sarà necessariamente . 

191. III. I due membri (T un’ equazione resta- 
no eguali se sì alzitio a potenze eguali intere 0 
rotte. Così si ha l’incognita senza esponente ; 
poiché se sia b=a-\/x, si avrà trasportando 

K 
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(189) at *—a-b, e alzando i due membri alla 
potenza 2, verrà x = (a-bY . 

192. Quasi tutte queste operaiioni si fanno ( ppr dirlo qui 
in breve ) anche nell 'ineguaglianze , cioè in quelle formule che 
hanno tramezzo il segno o ■< . Infatti è chiaro che se i due 
membri d' un ineguaglianza si sommino, si sottraggano , si mol- 
tiplichino o si dividano per quantità eguali , i due membri reste- 
ranno ineguali : onde posto — —t- mn ab -+■ ax *+ m» ,• sara. 

P ». 

A \ * 2 * _ ax > a b : a 0 . — -*> b : 3 °- *x-fx > i/> : 4 °- * > 

In diie cose difreriscon l’ incguaglianre dall' eqiiaz ioni . In 
queste supposto x~a — b, può anche farsi a — b = x , men- 
tre in quelle supposto m$>a — b > non si può fare a b >w > 
ma solamenre a — ovvero b — aì> — m , Inoltre in due 
equazioni x — o — b,y = c~¥d ciascun membro dell una può 
sommarsi , sottrarsi , moltiplicarsi o partirsi per ciascun membro 
dell’ altra, salva 1’ egualità; ma nell’ ineguaglianze anche omo- 
genee, cioè ridotte al segno stesso > o <J , supposto 
»>b, non solo non può combinarsi in alcun modo il primo o 
secondo membro dell’ una col secondo o primo membro dell’ 
altra, salva l’omogeneità dell’ineguaglianza, ma neppur può 
sottrarsi o dividersi il primo e secondo dclf una per il primo 
e secondo dell’altra, essendo solamente lecito di sommarli o 
moltiplicarli: perciò si potrà fare in -+ b ovvero mu > 

.. ma—,., 

ab , ma non già m — n > a — l ovvero - j > — . L ai qui se- 
gue 1°. che non è lecita neppur la moltiplicazione quando in- 
clude una sottrazione (121); così dalle formule m >« — b , 
n-^c — d può bene inferirsi a , nn-rf> c e quindi 

( in b )(»-+■ d )> ac, ma non già mn > ( a — b ) ( c— d ) 
se pur non si sappia d’ altra parte che a>io:> di 2°. che 
molto meno è lecito il fare m — <»>• — b, n — — d e poi 

concludere ( m — a ) ( n — c ) > bd : 3 0 . che l’ inalzamento d* 
un’ ineguaglianza a potenze intere 0 rotte equivalendo alla mol- 
tiplicazione di più ineguaglianze tra loro , non pilb farsi qual- 
che potenza o estrarsi qualche radice da un’ ineguaglianza sen- 
za le stesse cautele. 

193. Con questo piccol numero di principi 
si risolve ogni equazione del primo grado :\ tur- 
ca la difficolta consiste neH’arrivarvi , cioè nell’ 
esaminar le condizioni proposrc e nel combinar- 
le in modo che ne risultino due diverse ed e- 
guali espressioni. Ma non vi son precetti per 
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questo, e solamente il lungo esercizio c gli e- 
sempj posson dar quella facilità e quell’ avve- 
dutezza che conducono all’equazion d’un pro- 
blema . Ecco varj di questi esempj. 

194. I. Un padre ha il sestuplo dell’età del 
suo figlio, e la somma delle loro età è 91 an- 
ni. Qual’ è la 'foro età? 

Mentre l’Aritmetico si perde in tentativi , 1 ’ 
Algebrista dice: sia a* l’età del_ figlio; dunque 
per la condizione del problema, l’età del padre 
è 6 x. Ora queste due età fanno 91 anni; dun- 
que 7^ = 91, ed ecco il problema messo in equa* 
zione ; dunque (190) *=^=±135 perciò il figlio 
ha 13 anni e il padre ne ha 78, poiché 1 3 -t- 
^8 = 91. Così è risoluto il problema e verifica- 
ta la soluzione, poiché ella sodisfà alla condi- 
zione proposta . 

II. Si cerca un numero tale che il suo pro- 
dotto per 4, il suo quoziente per 5 , e il sua 
moltiplicatore facciano lac- 
chiamo x il numero cercato, ed ho <\x -+ 

4=12-; dunque (189) 4* -+**• = 8 ^ , quindi (190) 
2 oah-a , = 4 = e finalmente x — ^-ì — ì-^i 
infatti X 4 -+ j -{- 4 = i2§, condizion del pro- 
blema . Quanti calcoli per indovinar coll’Arit- 
metica questo numero! 

III. Un terremoto abbattè in un giorno la 
metà delle case di una Città, nel giorno dopo 
un terzo, e un duodecimo negli altri giorni, 
dimodoché restano in piedi 63 Case. Quante ne 
avea la Città? 

Sia x il numero che si cerca; ~x saranno 
le Case cadute nel primo giorno, Ix e -fax le ca- 
dute negli altri giorni: e poiché la Città era 
composta delle Case cadute e delle restate, si 


Digitized by Google 


•*+* 76 

•avrà per equazion del problema 
($3 — x • La moltiplico per 12 (190) e sarà óa-+ 
4.vH-A*-f 756— 1 2 a’ e riducendo, .1 i* -1-756= \2x , 
cioè (189) at = 75<5 Case. 

IV. Tre amici, che chiamo B,C,D, gio- 
carono al Lotto. Il gioco di B $ C fa 21 lira; 
quello di B e D ne fa 24; e quello di C e D 
27. Quanto ha messo ciascuno? 

Suppongo <1 = 21, 0 = 24,/= 2 7 ed a* il de- 
naro di B, dunque a-x è quello di C, e c-x 
quello di D che sommati debbon far 27 lire. 
Dunque a - x-+c-x —f, 0(189.1 90) x = £(a-i-c ~f) = 
9, il che dà 12, e 15 lire per C e D. 

195. Al primo aspetto le tre quantità del 
denaro posto parevano tante incognite digeren- 
ti : ma osservando meglio, si vede che determi- 
nata una di esse, restan determinate anche 1* 
altre. Perciò il numero delle incognite uon di- 
pende dal numero delle questioni particolari del 
Problema, ma bensì dalla relazione che è traile 
condizioni di esso. Pur si avrebbe la soluzione 
introducendo più incognite: ma in genera je bi- 
sogna sempre cercar le soluzioni più semplici. 

V. Un padre lascia al figlio maggiore 1000 
scudi e | di ciò che resta; al secondo, 2000 scu- 
di e £ del resto; al terzo, 3000 scudi e § del re- 
sto, e così fino all* ultimo. 1 Fa tre le parti, si 
trova che i figli hanno ereditato per egnal por- 
zione. Si cerca i°. Passe paterno; 2 0 . il nume- 
ro dei figli; 3 0 . la parte di ciascuno. 

Queste tre questioni parrebbero tre inco- 
gnite del Problema: eppure conosciuto Passe pa- 
terno, si conosce tutto. In fatti tolti da esso i 
1000 scudi -t-j-del resto, che vanno al maggio- 
re, Passe diviso per questa parte farà conosce- 
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re il numero delle parti eguali e perciò de’ figli. 
Chiamo dunque l’asse paterno x, e per brevità, 
pongo n=iooo; poi dico: quando il maggiore 
ha presi* 1000 scudi, l’asse resta j r-a; ma di 
questo resto dèe avere dunque la sua parre è 
— f (5 a “•*■*) (5 0 • questa egua- 

glia quella dei fratelli; dunque trovata la parte 
del secondo, si avrà l’equazione. L’asse, detra^ 
fa la parte del maggiore, resta ) = 

£(5* -5.11), di cui il secondo dee a vera 2000 = 24» 
e rimarra f(5A*-5tt)- 2a = ^(5- v “ I 2 a ) » *1 cui 

sesto è ? ^(5Ar- 174): onde la parte del secondo 

« MS x ~ l l «)= aV (55^5^) : dunque £(5*+*) 

= 55 a ~ ¥ S x )' Moltiplicando i due membri 

per 3 6, si ha (190) 304 h- 6* =554 -+ $x ; e (189) 

*• = 254 = 25000; dunque la parte del maggiore 
è 5000 scudi, e sono cinque fratelli. 

VI. A e B postisi al gioco con egual som- 
ma, han perduto. La perdita di A è 12*, quel- 
la di B è 57*, e B ha solamente il quarto 
del denaro che resta ad A. Quanto aveano in ' 
principio? 

Aveano x l ; e poiché A perde 12, gli resta 
*-12, mentre a B che perdè 57 , resta .v-57: 
dunque quadruplicando il resto di B , x- 1*2 = 

4 (*" 52 ) ed x — 7 " ( 189- 19°)* 

VII. Qual è il numero di cui il terzo e il 
quinto differiscono di 8? 

Sia x questo numero; sia 4 = 8, £ = §,£=£; 

dunque— - — = 4, onde x = — ^ = 60, il cui ter- 

zo è 20 , il quinto è 12, e 20-12=8. 

Vili. Diviso un numero x per 6 si è avuto 
un tal quoziente che sommato col divisore è col 
dividendo, da 69. Qual è questo numero? 
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Sia a = 6 , b — 69 , e si avrà — •+ a -+ x = b f 

dunque * = 7-7- = 54- 

IX. Trovar due quantità, di eui è ‘data la 
somma e la differenza. 

Sia a la somma, b la differenza , .via quan- 
tità maggiore, y la minore; dunque x-^y — a cd 
x~y = b. Sommate e poi sottratte quest’ equazio- 
ni (189), si ha <ix=-a-+b e 2 y—a-b, onde x~ 
f(aH-è) ed y = $(a-b). 

1 96. Dunque data la somma e la differenza 
di due quantità , la maggiore è la metà della som- 
ma e della differenza , e la minore è la metà del- 
la somma meno la metà della differenza . 

Applicazioni. Una Casa di due pian: ha 35 
piedi di altezza, e il primo piano è 4 piedi più 
alto del secondo: qual’ è l’altezza de’ due piani ? 
sarà a = 35 , b =4 ; dunque x = 194» e y= 15^. 

Due pietre pesano libbre 2878, e l’una è 
libbre 1 56 meno dell’ altra : quanto pesa ciascu- 
na ? 0 = 2878 ,6=15 6; dunque x= 1517 ,y — 1361. 

197. Le due equazioni x-ì-y = a, x-y =£_ 
possono anche risolversi prendendo da ciascuna 
il valor di x, il che dà x = a -y ,x = b-^y ; e poi- 
ché x—x, sarà anche a-y=b-+y, onde 2 y = a-b 
cd y — %(.a~b), valore che posto nell’equazione 
x = a ~y , la riduce ad *• = a - f (a -t - b ) = £(«•+£) . 
Ma per eliminare un’ incognita onde si conosca 
l’altra, è preferibile il compendio di sopra, che 
con un piccolo artifizio avrà sempre luogo. In- 
fatti sieno le tre equazioni I. zy <\x ~ 2 > z — a > 
II. £); - 7.V h- 42 = £> , III. 6 x- $y-h ijz—c e si vo- 
glia eliminare y. Moltiplico ciascuna equazione 
(190) per il prodotto dei coefficienti di y nell’ 
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altre due e mi viene iV. 30^-4-60.^-452 = 15*1, 
V. 30J-42.VH- 24^ — 6/> , VI. Ó0.Y-30J -+ 502=3 iow: 
dalia IV. tolgo la V. e poi sommo la IV. e VI., 
il che dà le ridotte VII. 34.Y - 232 = 5a - 26 
Vili. 2 4 A’- 4 -z = 3 a- 4 - 2 c, e così è eliminato y. Per 
eliminare z moltiplico 1’ Vili, per il coefficien- 
te 23 di z nella VII. e sommando queste due , ho 

finalmente .v = , valore che posto nell* 

293 ... v • 

Vili, fa conoscere z, e quindi si ha y dalla I. 

Quasi con lo stesso artifizio si eliminano l’ incognite di 
■gradi più alti . Sieno le due equazioni generali I. My* -+ Njr’-t- 
Yy- Qy -+ R = e , IL tny* -+ uy* - 4- py 1 qy rb r = o , ove 
M, «i, N , » , P , p , Q , q , R, r sono espressioni o funzioni qualunque 
di a, e voglia eliminarsi y . Moltiplico la I per rn , la II. per 
M e sottratta 1’ una’ dall’ altra , viene III. ( tim — M» )y l -+• 

( P rn — M l p)y 1 -+• ( Qw» — Mi/ )y -+■ Rw — Mr= o : moltiplico 
nuovamente la I. per r, la li. per R, p sottratta l’una dall* 
altra , viene IV. (Mr— Àm)y ì -+ ( Nr — R» )y*~b (Pr — R^)j r_ +* 
Qr — R^ = o. In tal guisa y è abbassato d' un grado nella IH 
e IV : onde se queste si trattino come le due primitive, y si 
abba sserk d’ un altro grado ec. . finché sparirà interamente . 
Questo metodo però conduce alle volte ad equazioni più alte 
di quel che il problema esigerebbe . 

198. L’ incognite non posson dunque elimi- 
•tarsi se non si abbia un egual numero d’equa- 
zioni, ne! qual caso il problema si chiama deter- 
minalo. Poiché se vogliami due quantità x ,y , di 
cui è data la somma a , l’ unica condizion del pro- 
blema espressa dall’ equazione x -+y = a, insegna 
solo che l’incognita x eguaglia una quantità pa- 
rimente incognita a-y. Questi problemi, ove 
sono più incognite che equazioni, si chiamano 
indeterminati dei quali parleremo in appresso. 
Diconsi all’incontro più che determinati se han- 
no più equazioni che incognite, o se un’equa- 
zione apparentemente diversa, è contenuta nell’ 
altre. Vogiiansi tre numeri x,y,z che sottratti 
a. due a due facciano i numeri dati a,b,c. V 
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equazioni saranno I. x~y=a, II. x-z = b , III. d’- 
arre: ma poiché la seconda è la somma dell' 
altre due, il problema è più che determinato 
ed anche impossibile, se pur non sia 6 = a*+c, 
nel qual caso diventa indeterminato. 

X. Avendo dei gettoni nelle mani, ne passo 
uno dalla destra alla sinistra, e con ciò ne ho 
un egual numero in ambedue: ma se ne passassi 
due dalla sinistra alla destra, questa ne avrebbe 
il doppio dell’altra. Quanti gettoni erano da 
principio in ciascuna mano? 

Sieno x quelli della destra , y quelli della si- 
nistra : si avra per la prima condizione x - i , 

e per la seconda x~* 2 = 2 (y-2). Sottratta la 
prima dalla seconda, si ha jy = 8, onde x — io. 

XI. Un Orefice vende 3 oncie d’oro e 5 
d’argento per 318 lire, e 5 oncie d'oro e 7 d* 
argento per 522 lire; quanto costa l’oncia d* 
oro e d’argento? 

Posti x ey i valori cercati, b— 522,^ = 318, 
si avra 3-v-t- $y—a .... 5-v •+?.) = 6, le quali , ope- 
rando secondo la regola (197), divengono 15X-H* 

~Sy~S a 15* •+ 21^ = 36 da cui si ha 4y=$a- 

3 b; dunque y = 6, valore che sostituito in una 
dell’ equazioni primitive, dà ^ = 96. 

Per generalizzar simili problemi risolviamo le 
due equazioni I. px ^t-qy — a., II. nix -+ny=:b. Mol- 
tiplicando la I. per m e la II. per p, avremo 
III. mpx -+• mqy = am , IV. mpx -+npy = bp, e sot- 
traendo la IV. dalla III. , verrà. mqy~npy=^am - 
bp-, perciò y(mq-np) = *m-bp , e finalmente y = 

• Sostituito questo valore nella I o II , si tro- 
verà x = . Se ora le lettere m,n,p,q abbiano i 

respettivi valori del problema ultimo, x ed y sa- 
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ranno rcspetrivamente 96 e 6 come sopra; e va- 
riando i valori delle quantità date, le semplici 
sostituzioni nelle formule di * e d * y risolveran- 
no tutti i problemi analoghi a questo. Perciò 
le soluzioni generali son preferibili per tutti i 
riguardi alle particolari. 

XII. Comprai tre cavalli: il primo colla 
metà del prezzo degli altri due, vale 25 zec- 
chini; l’altro con un terzo del prezzo degli al- 
tri due, 26; l’ultimo colla metà del prezzo de- 
gli altri due, 29. Qual è il prezzo di ciascuno? 

Chiamando x ,y ,z i tre prezzi cercati, l’equa- 
zioni del problema saranno x~¥%y-+%z = 25...y-+ 
-h = 26... z §7 = 29, le quali, fatti 

sparire i rotti (190), divengono I. 2x-*-y -+z = 50, 
II. 3^-+.v-t-z = 2 8 , III. 2Z-t-* -+^ = 58 . Tolgo la 
I. dalla lì. e viene IV. 2j-.v = 28; moltiplico 
la. II. per 2 e ne tolgo la III., il che mi dà 
V. 5jy -i- A' = 98 : infine sommo la IV. e V. e tro- 
vo y — 18 , valore che sostituito nella IV. dà 
,v = 8, onde posti nella III. i valori di x>y, si 
ha z= 16 . 

1 99. I problemi sono impossibili quando conducono ad un 
risultato assurdo; per esempio: trovare un numero x eguale alta 
sua decima parte : ridotto ii problema in equazione , si ha x — 

~ cioè 10= I , risultato assurdo che dimostra impossibile il 

10 ‘ 

proposto problema . I problemi poi sono in realtà, teoremi quando 
1’ equazion finale è identica e perciò si riduce a o == o ; per 
esempio: trovar tre numeri x , x -+• d , x -+■ ad in continua pro- 
forzione aritmetica onde il prodotto degli estremi col quadrato 
d 1 della differenza eguagli il quadrato dell ’ intermedio : ridotto 

11 problema in equazione, si ha x * -\- 2 dx d* x * 2 dx-h 

d l cioè o = o, risultato vero , da cui essendo svanito x , si im- 
para che il problema è un teorema, e che comunque si pren- 
da x, la proprietà ricercata avrà sempre luogo. Così l’Algebra 
risponde a tutte le dimande : scioglie i problemi se son possi- 
bili , e fa conoscer» se sono impossibili o se degenerano in 
teoremi . • 

L 
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Equazioni del secondo grado. 

200. Ogni equazione del secondo grado può 
rappresentarsi con la formula x'-i-px = q in cui 
p e q son quantità note. Trovata dunque la ri- 
soiuzion di questa, saran risolute generalmente 
tutte l’ equazioni del secondo grado. Ora è evi- 
dente 1°. che per avere in tal caso il valor di x , 
bisogna estrar la radice quadra dall’equazione x z ~+- 
px = q; 2°. che se p = o, quest’equazione diven- 
ta x*—q, onde (191) x—^ty/q, e sostituendo il 
valor di q, si avrà per x un numero intero, o 
un rotto approssimato quanto si vuole (176). Il 
radicale è affetto dal doppio segno a cagion del 
doppio valor dell’incognita (16Ó) . 

*201. Ma se p è quantità reale bisogna com- 
pire il quadrato del primo membro (142), e ag- 
giungere al secondo la stessa quantità (189); 
dunque x* -4-px-t- Ap* = q -+ Ap J , e perciò (1 91) + 

Ap = =fc\/(tf-^p 2 ): cd X'--±p=tV(q + Ìp'')- 

202. I due valori di x indicati dal segno , 

chiamatisi radici-, onde ogni equazione del secon- 
do grado ha due radici, cioè y/{ q -+■ ^p 1 ) i 

ed x = - Ap - y'f 9 h- Ap* ) . 

203. Quando q è positivo lo è anche il ra- 
dicale, poiché Ap 1 è positivo (121): onde o il 
valor di q-^lp" forma un quadrato (nel qual ca- 
so il radicale è commensurabile ) o non lo for- 
ma, e il radicale è sordo ma reale e può aversi 
per approssimazione. 

204. Ma se q è negativo, posson darsi tre 
casi; i°. ?<^p i ; allora il positivo supera il ne- 
gativo, e il resto è reale: 2°. q = $p % i allora il 
radicale sparisce, e il doppio valor di x si ri- 
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dace a — £p, cioè le due radici dell’equazione 
x 1 -*-px=q sono eguali: 3 0 . q > ~p l ; allora il ne- 
gativo superando il positivo, il resto è negati- 
vo, ed il radicale contiene una quantità, nega- 
tiva. Or la radice quadra d’ una quantità nega- 
tiva è immaginaria , cioè non può trovarsi una 
quantità che moltiplicata in se stessa dia un 
prodotto negativo. Infatti o la quantità sia po- 
sitiva o negativa , il suo quadrato è sempre po- 
sitivo (12 1). Onde y/ ~ 1 , \/ -b * , A-f Bv^- 1 ec. 
son quantità chimeriche o immaginarie. 

205. Riguardo agl’ immaginar'] si noti 1°. che se si abbia 
a •+ b\/ -l = A-+ Bv* — 1 ( a , A , b , B son quantità reali ) sa- 
r'a ìj = A e i = B , poiché se fosse a — A t m , verrebbe A 
m by/ — 1 = A - 4 - B\/ — 1 e±=»j = (B — b)y/ — \ , cioè il 
reale eguale all’immaginario, il che è assurdo: 2". che perciò 
se una quantità composta di reali e d’ immaginar) sia zero, 
tutti i reali da se , e tutti gl’ immaginari da se saranno zero: 
3°. che qualunque quantità immaginaria può ridursi alla forma 
A -+■ B \/ — I ; poiché se si abbia a-*-b yj — I ±z c ±z g y/ — I, 
basterà fare 4tf = A, 4 t'=Bi e si sa che quanto si av- 
vera della somma e sottrazione , dee generalmente aver luogo 
nelle varie combinazioni di queste due operazioni fondamen- 
tali (13I; infatti dimostrano gli Algebristi il teorema per tut- 
ti i casi particolari della moltiplicazione , divisione ec. , sul 
che non possiamo noi trattenerci: 4 0 . che in conseguenza anche 
le radici immaginarie d' un equazione ti riducono alla forma A -H 
By/ — 1 ; così nel supposto caso di , fatto q — «*» 

verrà x = — ±p t m V — I • 

206. Probl. I. Trovare un numero tale che 
il suo sectuplo col suo quadrato dia 144. Chia- 
mo x questo numero; dunque il suo quadrato 
è x 1 , e si ha l’equazione x' -1- 2 X — 144 * Com- 
piendo il quadrato, avrò jv'-b - L x -+*/= 144-+^, 
ed estraendo la radice e trasponendo, verrà = 
-|=fcV(i44-b^) = -|=tVfiaA: m a V /fi | 5 =¥'. 
dunque .¥ = - 3 ¥ • H segnon-dà x = ~ £-+■ ¥ = 9 » 
il segno - dà x=-r |-¥=~ !<$• Infatti il qua- 
drato di p( = 8i) con setee volte 9 ( = 63), co- 


DigiJized by Google 


... 84 **• 

tf.s pure il quadrato di — iò ( = 256) con sette vol- 
te- 16 (=- 1 12 ) dà 144. Ecco un esempio della 
doppia soluzione di cui l’ equazioni dei secon- 
do grado son suscettibili. 

207. Si può anche paragonar T equazione 
x --4-1x= 144 con l’equazion generale (200) x'-t- 
px~q, e si ha p = ?, = H4 i onde sostituiti 

questi valori nelle formule (202 ) - ip 4P') », 
viene A' — 9 ed at = — 1 <5 - 

li. Trovare un numero tale che sottraendo 
2 dal suo quadrato, il resto sia 1. Chiamo x 
il numero, e avremo jr-2=i; trasponendo, 
a-' = 3> estraendo la radice, x==^V 3 : dunque 
la radice di 3 presa o in -+■ o in -, soddisfa al 
problema: ma essendo ella inassegnabile, biso- 
gna contentarsi d’ un’ approssimazione . 

III. Dividere il numero io in due parti tali 
che il lor prodotto sia 100. Fatto a — 10,6== 
100, ed x una delle parti cercate, l’altra sara 
a-x, e il loro prodotto ax — x' ; onde 1 equa- 
zione è ax—x'^b. L rasponondo i due mentbii 
per render positivo x ~ , si avra a* — $x = ~b. 
La formula (200) dà. p=—a, q——b, onde x — 
•|ar±V(-'^K) = 5=±^(-iooH : -^ p -) = 57 i: v'- 
*2^. Ora la radice d' una quantità negativa e 
immaginaria (205); dunque il problema è assur- 
do, nè si può divider io in due parti che mol- 
tiplicate faccian 100. 

IV. Un numero x di persone debbon^paga- 
re per egual porzione la somma di 342 . T re 
non pagando , suppliscon 1 altre, il che importa 
a ciascuna 19* di piu. Qual e il numero at? Si 
dirà : la parte di ciascuno se tutti avessero pa- 
gato, sarebbe ; tre non pagando, la parte 
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dei rimanenti è ~r : ma questa supera l’altra 

di U) -, dunque 19 • Fatte le opera- 

zioni, si trova x~ — 3* = 54,6 paragonando con 
Ja formula, si ha p — -3» <7 = 54, onde x = §r± 

Vi 54 -+ $ ) = I =*= V (-|- ) =| =*¥ = 9 ovvero - 6 . 
La prima soluzione è quella che si cerca ,• la 
seconda è relativa a un’altra csposizion del pro- 
blema. Eran dunque 9 i Viaggiatori, 6 dei qua- 
li pagando 57' per uno, hanno formata la som- 
ma di 342'. 

La radice negativa — 6 serve al problema inverso, cioè: 
'Un numero x di persone debbon pagare per egual porzione la 
somma di 34'j/ : sopraggiungon tre altri che pagando la loro 
parte, diminuiscon di I{/ la porzione dei primi. Qual è il nu- 
mero x ? Risolvendo il problema , si trovan le radici H- 6 e — 9 . 


V. Un Generale vorrebbe disporre una Trup- 
pa in battaglion quadrato; ma nella sua prima 
disposizione avanzano 124 uomini , e aggiun- 
gendo un uomo ad ogni fila, ne mancano 129. 
Quanra è la Truppa? Pongo a — 124, 6—129, 
x il numero dei Soldati che formano una filli 
nella prima disposizione; sari jr'-+ 1 il loro nu- 
mero nella seconda: "e poiché la doppia dispo- 
sizione fu fatta con lo stesso numero di Trup- 
pe, questo numero sarà espresso in due manie- 
re, dalle quali risulterà l’equazione x'-ya = x 2 -t- 
zx-+i-b. Sembra questo un problema del se- 
condo grado: ma trasponendo (189), resta x~ 

= 1 26 , onde * a = 1587(5, e per conseguen- 


za x 2 -+a o sia 15876-1-124—16000, Truppa 
cercata . 

VI. Si cercano due numeri tali , che il doppio della lor som- 
ma sia triplo del loro prodotto , supponendo che questo triplo 
eguagli la differenza de’ lor quadrati . Sia x il più grande de’ 
due numeri , y il minore . Per la prima condizione , 2 ( x -+■ y ) 
= 3*)'; per la seconda, 2 xy — x*—y 2 , onde 2 -4- y ) = 
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x * — y* . Da questa equazione si deduce *=jr-t-2; il che 
cangia la precedente in 41/ -+ 4 = 3J 1 -J- 6 y , d’onde viene (201) 
y = — h ±= ì ^13 , ed x = | ±= A V 13 • 

VII. Il numero degli scudi di A,B è tale che la lor som- 
ma sottrarrà dai lor quadrati fa 78, ma unita al lor prodotto 
fa 39. Quali son questi numeri ? Gli chiamo x , y e operando 
nei modi soliti, il problema che è del secondo grado , compa- 
risce del quarto. In tali casi potrà farsi così . Sia 2* la somma 
dei due numeri , 2 y la lor diffeienza; dunque (196) il maggiore 
sara x -+ y , il minore x —y . Si avrà perciò I*. ( x -t- jr )* -+■ 
(* — y )* — 2* = 78 , cioè 39 = x 1 ’+y 1 — x -, II 1 . ( x -+ y ) ( x — 
y ) -+■ ‘ìx= 39 — x* — ^*- 4 - 2*. Sommando le due equazioni , 
verrà 2* 1 -+ x = 78, che risoluta dà x = — ~ -+ —6 , on- 

de y* =39 -+ x — x* =• 9, y = 3 , e i numeri cercati x -h y =: 
9 - x-y — 3. . . 

208. Dee qui osservarsi per ultimo che 1 ’ equazioni di que- 
sta forma x lm H- f>x m — q si risolvono come quelle del secondo 
grado ; poiché fatta x m =y, si riducono ad j» 2 - 4 - py = q onde 

y = — lP ±= che dà x= ±= Vi - ±= V(^>* H- 1 ) ] - 


RAGIONI E PROPORZIONI. 

200. Date due quantità , si può sottrar 1’ una 
dall’ altra per trovarne la differenza, e si può divi- 
der 1 ’ una per l’altra per averne il quoziente . La- 
differenza delle due quantità, si chiama il loro 
Rapporto o Ragione Aritmetica : il quoziente d’ 
una di esse divisa per l’altra, si chiama il loro 
Rapporto o Ragion Geometrica ( denominazioni 
poco felici, mà consacrate da un uso antico). 
Paragonando pertanto 39 e 13 per averne la 
differenza, scrivo 39- 13 = 26, e la ragione arit- 
metica di 39 a 13 è 26: ma paragonando 39 e 
13 per averne il quoziente, scrivo f -?■ — 3 , e la 
ragion geometrica di 39 a 13 è 3. Se si fosse 
diviso 13 per 39, il quoziente sarebbe stato ^ (54); 
ma si avverta una volta per sempre , che valu- 
teremo i rapporti geometrici dividendo la maggior 
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quantità per la minore: la maggiore si chiame-, 
ia Antecedente, la minore Conseguente . 

2 io. Quando due quantità hanno la differenza 
stessa di due altre, i quattro termini sono in 
proporzione aritmetica. I numeri 7 e 4 per esem- 
pio, differiscon di 3 come i numeri 8 e 5; dun- 
que questi numeri sono in proporzione, e per 
indicarlo si è convenuto di scrivere 7:4*.’ 8: 5, 
il che significa: 7 sta aritmeticamente a 4 come 
805. Perciò due ragioni aritmetiche eguali formano 
una proporzione aritmetica : così 24: 12 V 60: 48.... 
1002 : 1000 V 2:o. 

21 1. Quando due quantità hanno il quo- 
ziente medesimo di due altre, queste quattro 
quantità sono in proporzione geometrica . Se si 
divide 12 per 6 e 18 per 9, il quoziente è 2; 
dunque i numeri 6, 12, 9, 18 formano una 
proporzion geometrica che si nota così... 6: 12:: 
9:18, oppure 6:12 = 9:18, e si pronunzia ; 6 
sta a 12 come 9 a 18 . Perciò due ragioni geor 
metriche eguali formano una proporzion geometrica'. 
così 2:6;.: 5 1 5 ... 7 : 63 : : 1:9. 

212. Un’altra specie di proporzione poco 
usata dai Matematici, si chiama armonica, e 
consiste in quattro termini, il primo dei quali 
sta all’ ultimo come la differenza tra il primo 
ed il secondo alla differenza tra il terzo ed il quar- 
to: così 6, 8, 14, 21 sono in proporzione ar- 
monica , perchè 6; 21 :: 8-6: 21- 14: :2:7 . 

213 11 primo e l’ultimo termine di una 
proporzione si chiamano estremi, il secondo e 
terzo intermedj : e finche il primo antecedente 
sta al suo conseguente come il secondo antece- 
dente al suo, i due ultimi termini diconsi in 
ragion diretta de’ due primi: ma se il primo ao- 1 
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antecedente stia al suo conseguente come il se- 
condo conseguente al suo antecedente, i due 
ultimi termini sono in ragione inversa de’ due 
primi; come 13 : 26.. .. 14: 7 

214. Si chiamano proporzioni continue quelle , 
ove il conseguente della prima ragione serve d’ 
antecedente alla seconda; così nelle aritmetiche 
io : 1 8'.* 1 8 : 26, e si scrive più in breve-:- io: 18 : 2(5 
e nelle geometriche 6 : 24:; 24 : 96, e si scrive più 
in breve vr 6 : 24: 96 . 11 secondo termine si chia- 
ma il medio proporzionale o aritmetico o geometri- 
co , secondo la qualità della proporzione. 

215. Da più ragioni eguali si ha un nume-, 
ro di quantità proporzionali, e se le proporzio- 
ni sieno continue, la serie di queste ragioni egua- 
li forma una Progressione , la cui specie si de- 

, termina dalla natura delle ragioni che la com- 
pongono. Ecco una progressione aritmetica 
1 •• 3 3 : 5 *•’ 5 : 2 v y -9 ec - Si scrive -r- 1 : 3 : 5 : 7 : 9, CC. 

Ecco una progression geometrica 
1 :2 :: 2: 4 :: 4 : 8 :: 8 : ló :: cc. Siscrive -Ir 1:2:4:8:16: ec. 

Proporzioni Aritmetiche . 

216. Trovata una formula generale della 
proporzione aritmetica, cioè 1* espression gene- 
ia!c di due ragioni aritmetiche eguali (210), 
le proprietà di essa si stenderanno a tutti i casi 
particolari . 

217. Sia a:h la ragione, d la differenza; 
dunque a -b = ^d, secondo che a sarà maggio- 
re o minor di b-, dunque b = a=td,e posto nella 
ragione il valor di b, ella diverrà a:a=*d. Sia 
c :/un’ altra ragione e la differenza stessa d ; si avrà 
come prima f=c=pd, eia ragione diverrà c:c=+d ; 
dunque le due ragioni a:a=fd e c:c=rd, aven- 
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do la differenza stessa d, sono eguali, e perciò 
Ja formula cercata per tutte le proporzioni arit- 
metiche è a:a=td\' c:c=id. 

218. Dunque i°. in qualunque ragione arit- 
metica 1* antecedente diminuito o accresciuto del- 
la differenza, eguaglia il conseguente. 

219. - Dunque 2 0 . in ogni proporzione aritme- 
tica la somma degli estremi eguaglia la somma dei 
medj-, poiché gli estremi della formula preceden- 
te sono a-+c=fd, e tali son pure i medj. Questa 
è la più utile proprietà delle proporzioni arit- 
metiche: onde ogni volta che si avrà a:b\ m c:d , 
se ne inferirà a-\-d= b-+c. 

220. Dunque 3 0 . in una proporzione arit- 
metica si troverà subito il valore d’ un termine 
ignoto: così volendo il quarto termine della pro- 
porzione 17: 29V 13 :x , si ha (219) 17-+*:= 29-M3, 
onde ,*• = 29 -t- 1 3 — 17 = 25. 

221. Dunque 4 0 . in ogni proporzione arit- 
metica continua, la somma degli estremi è dop- 
pia del medio, poiché allora a:b'.’c:d si can- 
gia in a:b\’b:d, onde a-+d = 2 b. 

222. Dunque 5 0 . per trovare il medio pro- 
porzionale aritmetico x tra due termini a, b, si 
scriverà a: x\‘ x : b onde i(a-t-6) = x, cioè il 
medio proporzionale aritmetico tra due quantità da- 
te , eguaglia la metà della somma di esse. 

223. Dunque 6°. la progressione aritmetica 
si esprimerà con la formula seguente, ove ogni 
termine differisce egualmente da quello che lo 
precede ( 2 1 5 ) -4 a : a =p d : a 2 d : a =f 3 <i : a =j= ^d : 

5Ì, ec. ,- il ''segno - è per le Progressioni de- 
crescenti, il -+ per le crescenti . 

224. Dunque 7 0 . nella progressione aritme- 
tica la somma dei termini egualmente distanti 

M 
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dagli estremi è sempre costante, cioè eguaglia, 
la somma degli estremi o la somma dei medj 
o il doppio del medio, se il numero de’ termi- 
ni è impari: così il secondo termine a=fd e il 
penultimo a^-^d sommati, danno 2a=+5i, som- 
ma evidentemente eguale a quella degli estremi 
I mcdj sono a=+ 2 d e a=r-3<i, la cui 
somma è parimente 2a=?5i. Si verifichino que- 
sti risultati nella progressione -j- 7: 12 : 17 : 22 : 
27 : 3' 2 : 32 : 4 2 : 47 • 

225. Dunque 8°. un termine qualunque « d* 
una progressione eguaglia la somma del primo 
a e del prodotto della differenza comune d nel 
numero dei termini n-i che lo precedono: si a- 
rrà dunque w =a=+d(n — 1). 

226. Dunque 9 0 . poiché la somma degli 
estremi è a - 4 - w e di queste somme ve ne è in 
una progressione un numero eguale alla metà 
del numero n dei termini (224) cioè un nume- 
ro £, chiamata s la somma dei termini, si avrà 

227. Dopo ciò non si troverà difficoltà nel 
risolvere i due seguenti Problemi. 

—I. Dati due termini a ed u, inserir fra lo- 
ro un numero m di medj proporzionali onde ne 
risulti una progressione aritmetica. Da a, 0 ed 
n ( = m -t- 2 ) si ha (225 ) w-a = <f(/ 7 z-i-i),- dun- 
que ~ — d , differenza della progressione cercata. 

* 228. Esempj . Per intercalar sei termini fra 

4 e 32 fate a = 4, u — 32, m — 6 , ed avrete — — = 

3 7 - = 4 = d : dunque la progressione cercata è 
-r 4? 8: 12: 16:20: 24:28:32. Per inserir quattro 
termini fra 13 e 7, faccio 13 , a = 7, m — <\ y 


Digitized by Google 


9 1 

ed ho 3~2 — ma poiché la progressione c 
decrescente, sottraggo da ciascun termine la dif- 
ferenza comune, e la progressione è -ri3:ii§: 

I0 J 

229. II. Sia a il primo termine d’ una pro- 
gressione aritmetica, l’ultimo co, la differenza 
d, il numero de’ termini n , e la loro somma s: 
trovar delle formule che faccian conoscere il 
valor di due qualunque'di queste quantità , da- 
te l’ altre tre. Dall’equazione co = a-bd{n- 1) 
(225) si ottiene I a . a = co-d(n- 1); dall’altra 

s = (a-t-« ) - (22Ó) si ha li*. a= — -co, e se i va- 

n 

lori di n,co presi dall’ una si sostituiranno nell* 
altra, troveremo ITI 1 . a = ^i=±v/((w-4-^d) 1 -2Ìs)» 

IV*. a = ■— - — : infine due qualunque di que- 
ste quattro danno la V*. co- — =-^. Or cia- 

scuna delle cinque formule ha quattro lettere ; 
presi dunque i lor valori, avremo venti formule 
che sciolgono il problema e posson disporsi così: 



Date 

Si ha 

FORMULE 

23°. 

co ,d ,n 


a = 

w — d ( n— i ). 

231. 

co ,n , s 


j = 


232. 

6) j cl ) S 

a 

a — 

|d =fc V( ( « •+ 4 )* “ ads ) . 

2 33* 

d,n, s 


a = 

f d( n — I ) 
n 2 

2 34* 

a,d,n 


co = 

a-t-d (n- i ). 

2 35- 

a,n, s 


CO = 

2» 

a . 

23 6. 

a,d , s 

co 

co = 

- §d =fc V (ads-F (a - 4 )') • 

23 i-- 

d,n, s 


co — 

£ </(» — !) 




» 2 
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Date 

Si ha 

F O R M U L E 

138. 

a, c», n 


d = —~. 

» — I 

, 2 (s — ao) 

d ~ »(»-!) 

239 - 

a,n, s 


240. 

il , CO , s 

^ d 

1 

J 2 S — a — w 


«• 



. 2 ( w» — s ) 

241. 

Ci) > TI y S 


j =vur--rr 





u — a 

242. , 

a,v,d 






1 ! 

243 - 

a, co, s 


a — t* <*> . 

■ = K^Ì7 + (7-» )*)• 

5 ). 

244. 

a,d, s 

n 

245 - 

co > d y s 


246. 

a ,ù,n 


s = -5 ( a -+■ a ) . 

242 * 

a,d,n 


s = n(a-+d( -=l ) ) . 

248. 

a,d,co 

s 

/w — F <j\ / u — <j\ 

s = (— )( 1H -“)’ 

240. 

co ,d r n 


s = n(u-d( 2=1 ) ) . 


Applicazioni. I. Si sa dopo Galileo che ca- 
dendo un corpo per solo impulso di gravita, 
scorre nel primo minuto-secondo 15 piedi in cir- 
ca, 45 nel minuto'" che segue, e così successi- 
vamente in progressione aritmetica : quanto spa- 
zio ha » scorso dopo 6 secondi? Basta trovar la 
somma d’ una progressione il cui primo termi- 
ne a =15, la differenza d = 30 e il numero dei 

termini ri — 6 : dunque (247) s—n (a -+ — ) 

x=6( 15 -*--f--) = 54o> piedi scorsi in 6 ". 

II. Un Viaggiatore per arrivare in 4 giorni 
al suo destino accelera ogni giorno di 3 leghe, 
e nell’ultimo giorno fa leghe 29^: quante ne fc- 
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ce nel primo? Qui si ha. w — 29* , ^=3,0 = 4, 
e però (230) a=w-d (n - 1 )= 2of , leghe del pri- 
mo giorno. Si troverebbe anche (249) che tut- 
to il viaggio dei 4 giorni è di leghe 100 — s. 
Ma se si cerchi in quanti giorni il Viaggiato- 
re farà le 100 leghe, facendone 2o-£ nel primo 
e 3 di più ogni giorno, la formula che dà n 
quando son note a,d,s , fa trovare n— 4 (244). 

' III. Uno multato per più mesi ha pagate o 
nel primo mese e 102* nell’ ultimo ; ogni mese la 
multa cresceva di 12': per quanti mesi pagò? Qui 

a —£>, w — 102, d—i 2 e si cerca (242 )n= 1 1 -+■ 

i °?-4 = p f mesi di multa. 

IV. In una massa di palle da cannone di- 
sposte in progressione aritmetica crescente, so- 
no 18 ordini, ciascun de’ quali ha 2 palle più 
del vicino, e sono in tutto 360 palle: quante 
ne son nell’ultimo ordine? Dalle date d,n,s si 

ha (237) « = --*- — ' =ao-M 7 = 32 . Ma quan- 
te palle son nel prim* ordine? a==-j^-— a — = 20- 
r 2 = 3 (233) . 

250. Succede talvolta che cercando», il risultato è un rot- 
to o un intero unito a rotto ; esamineremo questo caso diste- 
samente dopo le applicazioni alle progressioni geometriche . 


Proporzioni Geometriche . 

251* Sia a:b una ragion geometrica, q il 
quoziente} dunque — q, onde b = aqi dunque 

posto nella ragione il valor di b, ella diverrà a :aq . 
Sia c:f un’altra ragione e il quoziente stesso g; 
si avrà come prima f=cq, e la ragione diverrà c:cq; 


Digitized by Google 



<**• 94 * 4 * 

dunque le due ragioni a:aq e c:cq , avendo lo 
stesso quoziente q , sono eguali; e perciò la for- 
mula per tutte le proporzioni geometriche è 

a : àqi: c: cq . 

252. Dunque i°. in ogni proporzion geome- 
trica il prodotto degli estremi eguaglia quello de * 
medj : poiché nella formula precedente il pro- 
dotto degli estremi, come quello dei medj, è acq. 

253. Dunque 2°. dati tre termini d’ una pro- 
porzione è facile di trovar l’altro x; poiché se 

a:b::c:x, si avrà ax — bc, onde x — — ;e se a.xr. 


c:d , si avrà ad = cx, onde x±=~. 

C 


254. Ma se la ragione di a:b sia inversa a 
quella di c:x, avremo (213) a:b::x:c , ovvero 

a:b::—:^~, onde —~—,cdx = ~. 

ex X C b 


255. Dunque 3 0 . ogni proporzion geometri- 
ca a;.b::c:d , dà un’equazione ad — bc. 

25 6. E reciprocamente un equazion qualun- 
que dà una proporzione : così mn=pq dà ài: p:: 
q:n\ a* — x'~ ~ b* - y 1 dà (134) a-¥x:b-¥y::b—yz 
a-x; e xy=i dà x:l::i:y, proporzion conti- 
nua (214) . 

257. In tutte le proporzioni di questa spe- 
cie il prodotto degli estremi è uguale al quadrato 
del medio ; poiché se nella proporzion generale 
a :b : : c: d si suppone b= c , si ha la proporzion 
continua a:b::b:d, ed ad=b*: onde per inseri- 
re un medio proporzionai geometrico x tra due 
quantità date a,d, bisogna estrar la radice qua- 
dra dal loro prodotto: così per trovare il medio 
proporzionale tra 3 e 12, si fa -^3:*: 12, onde 
x ~ ~ 36, ed x~ 6 . 

258. Dunque 4®. in quattro grandezze pro- 
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porzionali posson mettersi gli esrremi in luogo 
de’ medj (inversione che si esprime da alcuni con 
Ja parola invertendo)-, si può mettere un medio o 
un estremo in luogo dell’altro ( e ciò si dice al- 
ternando)-, e in generale tutte le mutazioni che 
non distruggono 1’ eguaglianza del prodotto degli 
estremi e de’ medj, lasciano intatta la proporzio- 
ne. Se per esempio si ha a:b::c:d, ni una del- 
le seguenti mutazioni turba la proporzione: 
b : a:: d:C b :d: : a: c d:b : :c : a 
a :c ::b:d c : a::d:b c:d::a:b 
perchè si ha in tutte ad = bc: anzi può farsene un* 
infinità d’altre sommando, sottraendo, molti- 
plicando , dividendo ec. , purché si salvi l’egua- 
glianza de’ due prodotti; così se a:b::c:d , sarà 
• a b: b : : c d:d a:a=±6::C:c=td 
a^±b : a b :: c =t d : c i na :b::nc :d 

ed anche a":b m ::c m :d m ...a* :b” ::c n :d n , poiché 

ad = cb dà (ad) m — (cb) m ed (ad) n =(cb) H 

259. In generale le potenze omogenee delle 
quantità proporzionali son proporzionali . 

260. Dunque 5 0 . date due proporzioni a-.aq :: 
c:cq c g: gp : : h : hp , i lor prodotti e i lor quo- 
zienti a termine per termine, son proporziona- 
li: così ag: agpq: :ch:chpq. 

261. Dunque 6 °. in una serie di ragioni geo- 
metriche eguali, la somma degli antecedenti è a 
quella de' conseguenti , come un antecedente al suo 
conseguente , o come un qualunque numero d’ante- 
cedenti al numero stesso dei lor conseguenti . Poi- 
ché nella serie dei termini proporzionali a-.aq:: 
c :cq::e:eq: : g:gq regna un quoziente stesso q 
tra la somma degli antecedenti a -4 - ch- e -4-^ e la 
somma dei conseguenti ( a- 4 -c-+e-hg)q, come 
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tra un antecedente qualunque a e il suo conse- 
guente aq , o tra un qualunque numero d’ ante- 
cedenti e il numero stesso di conseguenti . 

262. Qui osserveremo i*. che data una ra- 

gion geometrica, si può col moltiplicare o di- 
videre i suoi due termini per una stessa quan- 
tità formarne una serie d’ altre che le sieno per- 
fettamente eguali ; poiché sia a:aq la ragion da- 
ta ed m il moltiplicator de’suoi due termini: si 
avranno i prodotti am, amq che visibilmente 
hanno tra loro il rapporto stesso q de’ due a e 
aq : dividendo per n questi due termini, i quo- 
zienti hanno similmente lo stesso rappor- 

to q ; onde una ragion geometrica non cangia valore 
o si moltiplichino o si dividano i suoi due termi- 
ni per una stessa quantità : e poiché ogni rotto 
è una ragion geometrica, resta nuovamente di- 
mostrato ciò che già insegnammo (49). Onde 
due quantità hanno tra loro lo stesso rapporto che 
le loro metà, i loro terzi ec. e tutte le lor parti 

simili : così si ha sempre a :b: : : fa : \b . 

263. Osserveremo 2 0 . che si chiama ragion 
composta il rapporto de prodotti di due o più 
ragioni geometriche moltiplicate antecedente per 
antecedente e conseguente per conseguente; co- 
sì mnpiqrs è una ragion composta di tre ragio- 
ni semplici , m:q,n:r,p:s, che possono mettersi 

anche sotto questa forma — , — . Una ragion 

composta di due ragioni eguali dicesi ragion du ■» 
pltcata ; cosi la ragione di ab : abqq è ragion du- 
plicata delle ragioni eguali aiaq e b:bq. Quan- 
do vi son tre ragioni eguali , il rapporto dei 
prodotti respettivi chiamasi ragion triplicata cc. 
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*l 6\. Ora la ragion duplicata, triplicata ec. 
di due altre, di tre ec. è eguale a quella del 
quadrato, del cubo ec. di quelle ragioni . In fat- 
ti nelle due ragioni eguali a:aqe b:bq la ragion 
duplicata ab:abq z è espressa dal quoziente q- co- 
me quella ilei quadrato a 1 : a q 1 della prima » o b~i 
b'q della seconda. 

265. Prima di passare alle progressioni geo- 
metriche facciamo qui qualche riflessione sull’ 
Infinito , il cui carattere o segno è 00 . Già si ve- 
de che supposte in , r ,b quantità finite e b mag- 
giore dell’unità, sarà m r un finito, b w un infini- 
to , ed ~ un infinitesimo . 

2 66. Presi ora i due termini co , m si avrà 

(253) =0 — : ma il primo termine e per 

ipotesi infinito riguardo al secondo,- dunque lo 
sarà anche il terzo riguardo ai quarto: ma il ter- 
zo è realmente finito; dunque il quarto -^-sarà 

infinitesimo. Ora m* è una quantità qualunque 
finita; dunque in generale un rotto il cui nume- 
ratore e finito e il denominatore infinito , esprìme un 
infinitesimo . 

Segue da ciò 1®. che ~ X b — ~ , cioè l' infinitesimo mol- 
tiplicato per ti» finito dà un infinitesimo : 2°. che ~ X 00 = a , 
cioè l' infinitesimo moltiplicato per l'infinito dà un finito: 3°- so 

la proporzione 00 : marni si innalzi alla potenza r e si di- 
co r m T m r m 3r . . 

vida tutta per £°° , verrh ^ '■ fin " £55 •' ■ ° ra 1 tre ul " 

timi termini sono infinitesimi (265)’-, dunque lo è anche il 
primo, cioè un infinito alzato a potenza finita e diviso per un 
finito alzato a potenza infinita , esprime C infinite timo . 

267. Ora poiché il valor d’ un rotto è tan- 
to più piccolo quanto è più grande il suo deno- 

N 
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minatore (48), se questo divenga infinito, il va- 
Jor del rotto diverrà nullo e si avrà — =0, cioè 
V infinitesimo equivale a zero . 

268. E poiché -^- = o,sarà m rt = m cioè 

una quantità finita non cresce nè scema aggiungen- 
dole o togliendole una quantità infinitesima . 

Essendosi però veduto che il prodotto dell’ infinitesimo 

( 1 \ 02 - 

per l’ infinito da un finito , non dovrà farsi f I *+ — J = I 02 
— I. Infatti sviluppando il binomio e posto co — I = oo — 2 

creo — 3 ec. =oo , sx ha ^1 -+ — ) =I-4-l-4-— — H- ec. 

269. Giacché 00 — % sarà (258) 00 =tm: 

m :: m=t — : — ;ma m =t — = m (268); dunque 

00 co co 

oc rt m = 00 , cioè l* infinito non cresce nè scema ag- 
giungendogli 0 togliendogli una quantità finita. E qui 
. *" « \ - . 00 m co iv 

si avverta che non può farsi a =a , perone 
la somma'diHèrenza degli esponenti esprime molti- 
plicazione o divisione delle quantità (124. 129) ^ 

270. Essendo 00 :m: :m: = o ( 267 ), sarà 

00 = — , cioè un rotto che ha zero per denomina- 
ta 

tore , esprime V infinito. 

m co 1 

Dunque 1°. avendosi — = o (267), sarà “ — ~ — 50 » e 

{ 3 ° 

per la stessa ragione cioè ? infinito diviso per un fini- 

to esprime l' infinito : 2°. supposto c > b ovvero e = b -+ m , sa- 

00 2 i 00 

ta f® = ( b -+ m )°° = i 22 -1- ai 00 -" 1 m H “ b ec. , 

. I . i°° 

e perciò c cc > coi 00 ”*'; dunque c 00 i > co Z>°° , e “ r co 9 

cioè «» rotto proprio alzato a potenza infinita esprime P infini- 
tesimo . 

271. Sarà parimente ^ ma ” ~o (267); 
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dunque “ = ©> cioè un rollo che ha zero per nu- 
meratore, esprime zero. 

272. Moltiplico ora i due primi termini 

della proporzione co : ni: :m:~ per ex’” 1 eviene 
co r : m oc’ -1 : : m: —— ed co* z± oo r *: oo’"" 1 :: mc± — : 

OO CO 

^ : ma mc±~ = 772(268) ; dunque oo r =t oc r ” 1 = co r , 

cioè un infinito cT ordine inferiore svanisce in con- 
fronto deli 1 infinito d'ordine superiore. 

273. Divido infine i due primi termini della 

proporzione stessa per ex’ 1 e viene ? : — ' : : 
dunque per la ragione stessa di sopra, 
- r± —?—r — —7 , cioè un rotto che ha per deno~ 

co r <X, r ^-' oo r r 

minatore un infinito d'ordine superiore, svanisce in 
confronto di quello che per denominatore ne ha uno 
d ' ordine inferiore . 

274. Cerchiamo ora le proprietà, della pro- 

gression geometrica. Ella si esprimerà cón la 
seguente formula, ove ogni termine diviso per 
quello che lo precede, dà lo stesso quoziente 
(215) a : aq:aq * ; aq 3 : aq* :aq s : aq 6 . aq m . 

275. Qui gli esponenti di q sono in pro- 
gressione aritmetica, poiché a cagione di q°— 1 
(154), si può scrivere ~ aq° : aq 1 : aq' : aq* : aq* : 
aq s :aq 6 : ...,aq n . Facendo a— 1, quest’ ultima 
formula diventa -~q°:q 1 :q* : q 1 : q* : . q" cd e- 
sprime la serie della potenze intere d’ una quan- 
tità qualunque q -, onde le potenze successive c 
intere d’una stessa quantità forman sempre una 
progression geometrica . Non così le potenze 
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successive e frazionarie , perchè i loro espo- 
nenti ec. non sono in progressione arit- 

metica: onde se . gli esponenti di diverse potenze 
d’ nna medesima quantità sono in progressione arit- 
metica , quelle potenze sono in progressione geome- 
trica: così si avrà —q 1 : q* :q s :q" ec. ~rb l : b l : b s : 
'b 7 : ec. in generale aq m : nq m ~ > J :aq m ** d laq"* 14 : ec. 

276. Nella formula generale ~a:aq:aq :aq’ : 
aq * ec. il prodotto di due termini egualmente? 
lontani dagli estremi è sempre eguale a quello 
di essi estremi, che similmente è eguale al pro- 
dotto degl’ intermedj se il numero de’ termini è 
pari, o al quadrato del medio, se è impari. In 
fatti aqXaq* =a.aq* = aq' Xaq 1 . 

277. Di più il primo termine della formu- 
la sta al terzo come il quadrato del primo al 
quadrato del secondo; poiché si ha a:aq*::a~i 
a'q ; parimente aiaq 1 ;; a’ ; a 3 q’ ec. In generale 
due termini qualunque stanno fra loro come il 
primo al secondo alzati alla potenza indicata 
dall’intervallo che separa i due termini. 

278. Si vede anche dalla stessa formula che 
qualunque termine è eguale al prodotto del pri- 
mo per il quoziente elevato a una- potenza in- 
dicata dal numero dei termini precedenti; il 
sesto termine per esempio, aq s , è il prodotto del 
primo a per il quoziente q elevato alla quinta 
potenza. Chiamando dunque w un termine, ed 
n il numero dei termini fino ad «, si avrà gene- 
ralmente Ci! = aq"~‘ . 

279. In fine sia s la somma dei termini d* 
una progression geometrica qualunque di cui co- 
noscasi il primo termine a, l’ultimo u, e il 
quoziente q- t ed essendo tutti i termini d’ una 
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progressione, a riserva dell’ultimo, antecedenti, 
si può rappresentar la somma degli antecedenti 
per s-vi essendo similmente tutti i termini del- 
la progression medesima, a riserva dei primo, 
conseguenti, la somma de’ conseguenti si potrà, 
esprimere per $-a; dunque (261) 

*:aa; d’onde si deduce s~ — , formula che 

con la precedente risolve un problema analogo 
a quello già. risoluto (229) nelle progressioni 
aritmetiche. Noi ne diamo qui la soluzione \ 
ma per ben intenderne tutti i risultati bisogna 
aver letta la Teoria dei logaritmi , e quella dell* 
equazioni dei gradi superiori . 

280. Date in una progression geometrica tre 
delle quantità seguenti, a primo termine, co ul- 
timo, n numero dei termini, s loro somma, q 1 
loro quoziente, trovar 1 ’ altre due. Già si han- 
no (278.279) 1’ equazioni 1*. co = aq ~' > 11\ co = 

), e se i valori di a,q presi dall’ una 
'si sostituiranno nell’altra, troveremo III a . u = 
— Z 'qnZ~> IV». ( s-w ) = (s-a) e poi- 

ché due qualunque di queste quattro danno la 
V*. aq~ l =zs~ ) , avremo al solito (229) ven- 
ti formule così disposte : 



Date 

Si ha 

FORMULE 




_i_ -A- 

• 

00 

« 

<0 ,s ,n 


(s-a)a*~ l =(s-v)u n ~ i 

282. 

co ,q » n 

a 

u 

a = — —, 
*7 1 

283. 

eo ,q t s 


a = u q-sq-t-s 

284. 

q,n,s\ 


a=s (^ì) _ 
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F O R M U L E 


ft— I 

w=aq 

(s- oc) co "- 1 =z(s- a) a~~ T 
00= s - — — 


q"-—q - 4 - — - I — o 

1 a 1 a 

t—a 

l 2 # — u * 

cj" o*" 1 -+— — = o 

1 x — u>* x — u) 


_ . Z'a> — La 

fi — I ~F ^ . 

Lq 

_ , Zw — £« 

77—1 

L( ta — s - 4 - a) — La 

n = — - -, 

• LtJ 

, Lu> -L(uq — sq-f- s) 

n ~ i - + ~ Z 7 


x — I x— I 

« — a 


, «— i «—i 

a) — a 


tcq — a 

S ~T - 1 

q”~ l \a — i) 


» 


Applicazioni. I. Si prese in 5 volte del vino in 
progression geometrica crescente il cui ultimo ter- 
mine è 243 fiaschi ed il quoziente è 3 : quanti fia- 
schi si presero la prima volta? Si ha 01=243, 5 = 3 * 
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n = $> onde (282) a = ~~=^ = ^=3, fiaschi 
presi la prima volta. 

II. Uno giocando raddoppia sempre la sua 
posta e perde dieci volte; la prima volta giocò 
3: quanto perde dopo la decima? Si ha a= 3, 
g = 2 , n = io ; dunque (285) u — aq~' = 3.2* = 
3.512 = 1536. 

III. La popolazione d’ un Paese ben costu- 
mato, libero ed abbondante, è cresciuta uni- 
formemente ogn’anno di tanto, che 10000 ani- 
me son giunte a 14641 dopo 4 anni: con qual 
progressione si è fatto l’aumento? Dunque a = 
10000, («>=14641,11 = 5 (perchè al principiar 
dei 4 anni già si ha il primo termine 10000),' 

*— i c 4 

e (2 89)5=^ — = V Hofo = ri » quoziente della pro- 


gressione, onde le 10000 anime divennero sul 
fine del prim’ anno 11000, e perciò l’aumento 
annuale fu di 

IV. Un litigante ha spese in varie liti 
i 2 1 ooof . La prima gli costa iooo 7 , l’ultima 
81000* e le spese dell’ altre liti sono in progres- 
sione tra questi due estremi : quante liti ha per- 
dute? a=iooo, co = 8iooo, $=121000; dunque 

, Lu> — La jLSiooo — Liooo 

94 ) n ih- — 2,(i— wj 1 L 120000 — 140000 


I - f ^L = I ^4Ì3 =5> 
l 3 Z-3 0 

V. Un Dissipatore consumò in 5 mesi il 
suo asse, quadruplicando in ogni mese la spesa 
che nel primo fu di 300 zecchini : cerco il suo as- 
se. (1 = 300, 5=4, n=5, onde (298) s = a (^fy)= 


300 (— — ) = 100. 1023 — 102300*. 

^ O 

301. VI. Inserire un numero m di medj geo- 
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metrici tra a,w. Da a, e» ed n(=m-4-2) si ti» 
(289) q — y/ — =V--i dunque la progressione « 

m - 4- 1 *- t - 1 «-*- 1 

ra:V Così per 

inserir 4 medj proporzionali tra a e &>, basta 

s s , . 

fare m = 4 e Viene 4 r a : • V <*■’»' : Va*'» 5 : 

s 

yav 4 :v. 

302. VII. Tra i termini consecutivi d’ una 
progression gomcrrica inserire un. numero p di 
medj proporzionali. Sia la progressione -K - aq :aq l : 
aq~:aq , :aq 4 ec. : se inserirò tra gli esponenti 
consecutivi de’ suoi termini un numero p di me- 
dj proporzionali aritmetici , i termini che avranno, 
per esponenti questi medj aritmetici , saranno i 

medj geometrici cercati (2VO : onde se P = 5 , verrà 

r. » a 4 .» 2 8 . 

•tf aq° : aq 6 : aq° : aq ó : aq ù : aq* : aq : aq 6 : aq 6 cc.,spc- 
cie d’ interpolazione che servì probabilmente ai 
primi Calcolatori de’ logaritmi . 

Finiremo con la soluzione di due problemi relativi alle 
due specie di progressioni spiegate finora, e parleremo del 
caso di » numero rotto, o intero unito a rotto (250). 

303- I. Un Vascello insegue una Nave ; questa fa nel pri- 
mo giorno 13 leghe , nel secondo 15 ec. , quello nel primo.gior- 
no fa 6 leghe, nel secondo li ec. , ambedue in progressio- 
ne o aritmetica o geometrica: cerco se i due Legni si rag- 
giungeranno e quando e dove . E’ahiaro che andando i Legni 
in progressione , non potranno raggiungersi se ciascuno non 
faccia in egual tempo un egual viaggio ; dunque le leghe fatte 
dai Legni o le somme t ,s‘ delle progressioni ', e i giorni im- 
piegativi o i numeri » , n‘ dei loro termini dorranno essere 
eguali . Posto ciò \ < 

I*. Sia 13 — a, 6— a' primi termini delle progressioni, 
aritmetiche; sia 2 — d, 5 — d' loro differenze, e si avrà (247! 

s = »(* -+ ~ 2 — ) , s'-n' («'-*• — ) » e poiché t =s< 
s< ed tt — n ' , sarà, a - 4 * — — ^ = a' -V- — onde 

2 2 T." 

9 * - 4 - d' — 2 a* — d 

’f Z. 4 — — = 6 } » valore che sostituito nell’ una o neH* 
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altra equazione di sopra , dà / = /' = Ico^ ; dunque il Vascello 
raggiunge la Nave ne’ | del sesto giorno in distanza di leghe loo l - 
dal porto . 

2*. Sia ora « = 13, 0' = 6, q = j-, q< = ii, quozienti 

delle progressioni geometriche , e si troverà (298) a ^ = 

q — 1 

I) •.* q' n — l . ... . . 

I *{q—\) q n — 1 0 

vere con la doppia falsa posizione ; e perciò fatto 1» =3 , » = 4, 
ottengo la prima approssimazione n — 3,57 da cui vien la se- 
conda » = 3,61 e quindi la terza «=■ 3,616 , onde *=57,25!; 
dunque il Vascello raggiunge la Nave a J4 ,r ',42' del quarto 
giorno in distanza di leghe 57,251 dal porto . 

304. II. Un Vascello e una Nave partono nel tempo stesso 
da due luoghi opposti in distanza di leghe 136^ -, questa nel 
primo giorno fa 4 leghe , nel secondo 6 ec. , quello nel primo 
giorno fa 6 leghe, nel secondo 8 ec. , ambedue in progressione 

0 aritmetica o geometrica : cerco quando i due Legni 5’ incon- 
treranno e dove. E’ chiaro che andando i Legni in progressio- 
ne, s’incontreranno dopo un viaggio in cui ciascuno avrà spesa 
un’ egual quantità di giorni , e nell’ istante dell’ incontro avran- 
no scorsa tra tutti e due la distanza de’ due luoghi opposti ; 
dunque le leghe fatte dai Legni o la somma *-*■»' dovrà 
eguagliar la distanza de’ due luoghi, e i giorni impiegativi o 

1 numeri a , n l dei termini dovranno essere eguali . Posto ciò 

1°. Sia 4=0 , 6 = a' primi termini delle progressioni arit- 
metiche ; sia 2 = d ,2, — d' lor differenze -, e le leghe 136^ = b , 
Essendo ed a = a', si avrà (247) a ( 0 -+ d -+ 

0\ , . , , . ' . (la+ia'-d-d') , 

tt'l a'-+d — — )=£, e risolvendo si ottiene »=-*- -7 — «+■ 

V 2 ' . W 

* / r/20 ■+ 20' — d ~ 4 ' \» ' 2i 1 . 1 , , 

V L( — = 6 Y’ v » 10 " ch ' 

tuito , ci dà « = »(*-+■</ fel! ) = 6iJ >/' = »'( 0' </' fiLrJJ ) 

= 74? , ed * -+ *' = b = 136^ ; dunque i due Legni s’ incontra- 
no nella metà del settimo giorno quando la Nave ha fatte le- 
ghe 61^ e il Vascello leghe 74| . 

2°. Sia ora 0 = 4 , 0 ' = 6 , 7 = : f >^ ,= =f C ^=13^2- A " 
vrerr.o 1 -+ j' = - ■ tSi Il — b cioè £ ( q — 1 ) 

( 9 ' - I ) = « ( q ’ — l ) ( q" — I ) <*' ( q — I ) ( q ,n — I ) » i" «ui 

posta h = 5 , 0 = 6, si ha la prima approssimazione n = 5,47 e 
di qui la seconda «=5,513, onde * = 66,796, *' = £ —s = 
69,704; dunque i Legni s’ incontrano a l'Z ,r ' , 19' del sesto gior- 
no quando la Nave ha fatte leghe 66,796 e il Vascello 69,704. 

305. Ma come trovare una progressione di a termini quando 

o 
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si ha per. esempio « = /-»- nulla di più facile , supposto il 

seguente teorema che presto può dimostrarsi : se i termini <T 
mia data progressione che ha d per differenza o q per quoziente , 
si sommino a due a due , a tre a tre o in generale ad m ad m , 
ne nascerà una nuova progressione omogenea che avrà dm 1 per 
differenza o q” per quoziente . Osservo dunque che i g termini 
interi della nostra progressione debbono essere in progressione col 

rotto — , e ciò non può avvenire se ciascuno degli interi non 
m 

si divida in m parti tali , che con le parti h dell’ intero seguen- 
te formino una progressione continuata ; cioè con la progres- 
sione di jg- - 4 - — termini , si tratta di formare una nuova prò- 
tn 

gressione di gm •+ h termini , eguale alla data . Poste dunque 
d ,d" o q , q" le differenze o i quozienti della data e della cer- 
cata , essendo ogni termine della data la somma di m termini 
della cercata, sarà, per l’esposto teorema, <S‘m' la sua diffe- 
renza o q" m il suo quoziente ; ma questi erano anche d, q\ dun- 
que <f'm x — d,q" m — q, e perciò </" = — differenza della 

tn 

m 

progressione cercata se è aritmetica, q"~^q suo quoziente 
se è geometrica; e perchè si ha inoltre la somma s—a , e il 
numero dei termini n — m , come si è detto , si avrà subito il 


primo termine a" = 


2am -t ■ d — dm 


per 1’ aritmetica , ed a"— 


2W 1 

i « 

••ffq—a , 

— per la geometrica. 

. 

Esempi. 1°. Sia la progressione -4- 3,5 ec. ,ove a = 3 , d =z 
2, e sia » = s|, onde r = 2o£, w = 3; sarà = |,«" = Z. 
e si avrà-f i|, i|, ilj 3 ì,3 1,2|| 2 £,3 = 2oZ = ,. 

2*. Sia la progressione -”-3,21 ec. , qve a =.3, q — X , e 

v 3 

• 3 ’l’J’l * — I 1 3 

sia n — 1 — , onde s = — , m = 3; sarà q" — ^ 1 . a" ma 

3 3 2 

— ^ — • e si avrà 

ì-ii* I 7 V 7-7 7V2'-W2 _ ìl/V — * 

a ' 2 * 2 | 2 * ' a 2 

~s; e nei due esempi s > vede che i primi tre termini delle 
nuove progressioni eguagliano il primo della data e così di segui- 
to, c i due ultimi sono i 'i del termine che nella data non è compite. 
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REGOLE DEL TRE 
di Falsa Posizioni e d’ Interesse . 

306. Dati tre termini, si ha spesso biso- 
gno di conoscerne un quarto che sia loro pro- 
porzional-geometrico, e si sa (253) che è faci- 
le di trovarlo. La regola or diretta ed ora in- 
versa (254) che si adopra , si chiama Regola del 
Tre , semplice applicazione della proprietà fon- 
damentale delle proporzioni geometriche (252). 

307. Dei tre dati termini , due sono omoge- 
nei o della medesima specie, l’altro è solitario 
o di specie diversa a cui poi viene omogeneo 
il quajrto cercato; e dei due omogenei l’uno è 
con interrogazione, l’altro è senza. Or per fis- 
sare un metodo costante i tre termini si dispon- 
gon sempre in modo che V omogeneo senza inter- 
rogazione occupi il primo luogo a sinistra, quindi 
segua il solitario, e in fine V altro omogeneo: av- 
vertendo che se la regola sia inversa, il solitario 
t il suo omogeneo cercato dovranno esser denomi- 
natori dell* unità (254.258). Dopo ciò, si opera 
al solito (253). , v 

Esempj. Quanto costano lib. 25 d’argento 
supposto che lib. 1 costi 52' ? Qui il termine 
solitario è 52*, l’omogeneo con interrogazione 
è lib. 25, l’altro è lib. I; dunque I : 552 : : 25 ; 

= 1300*. Volendo il prezzo di lib. 70 
supposto che lib. 14 costino 714', si farebbe 
14 : 2 14: : 70:* 35 76'. Ma se si pro- 

ponesse questo quesito... 52 artefici fanno una 
cere’ opera in 5 giorni, in quanti la faranno 19 
artefici ? la regola sarebbe inversa , perchè quan- 
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to c minore il numero dei lavoranti, tanto è 
maggiore il tempo necessario a terminare un la- 
voro; dunque S1 : s ::l 9 : x -* 1 = “i » 2 = 1 5 giorni . 

308. Osservate 1 *. che se il primo dei tre 

termini abbia un fattor comune con uno o con 
ambedue gli altri, si può render più semplice 
il calcolo sopprimendo il comun fattore (262) : 
così invece di calcolar 66: 14:: 121 :x, divisi 
per 2 i primi due termini e per n il primo e 
il terzo, si calcola 3:7 :: 1 1 11°. che le 

Regole del Tre sono inverse allorché parago- 
nando insieme i termini omogenei si trova che 
quanto gli uni son maggior: tanto gli altri deb- 
bono esser minori o reciprocamente. 

309. Diamo altri esempj di queste regole, 

1". 6 squadroni hanno consumato un magazzino 
in 54 giorni; in quanti giorni 1* avrebbero con- 
sumato 9 squadroni ? Quanto è maggiore il nu- 
mero degli squadroni, tanto minor tempo ci vuo- 
le per il consumo medesimo. La regola è dun- 
que inversa (308); perciò 6 : : : 9 : ^ ; dunque 

x = =? 36*. 

11 °. Sono state date 36* per distribuirsi a 
32 poveri ; quante ce ne vorrebbero per 72 po- 
veri a cui si volesse dar la stessa elemosina ? 
Si ha 32:36: 172: x che ridotta diviene 8:9:: 
72:^, e quindi I .9 : : 9 : x — 8 1 . 

III". Sapendosi che la lunghezza del Brac- 
cio Fiorentino è a quella del Piede Parigino:: 
2580,454:1440, si cerca a quanti piedi a- cor- 
rispondono br a . 25 e 11 soldi = 25, 55. Quanto 
è minore il numero delle parti eguali contenute 
nella misura Francese, tanto è maggiore il nu- 
mero dei Piedi in cui si cangia la Fiorentina; 
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dunque 2580, 454:—^—:: 1440: J, ed * = 45-9. 

Tale è là regola per ridur le misurò. 

310. Si proponga ora questo quesito: 20 
uomini hanno fatte \6o tese di lavoro in 15 
giorni, quante ne farebbero in 12 giorni 30 
uomini? Questa si chiama Regola del Tre com- 
posta, perchè i termini omogenei son ragioni 
composre. Infatti il lavoro risulta e dalla ra- 
gione 20:30 degli uomini, è dall’altra 15: 12 dei 
giorni. Perciò componendo le ragioni (263), i 
termini omogenei sono 20X15 e 30X12» e si 
ha 20X 15 : ióo::3oX 12:*'= 192. 

31 1. Ma sia proposto quest’altro quesito: 

20 uomini scavando un Canale debbono asciu- 
gar giornalmente 6 piedi d'acqua per fare in 
un certo tempo 160 tese di lavoro: quanto ne 
faranno nel tempo stesso 30 uomini asciugando 
giornalmente 8 piedi d’acqua? Ad un maggior 
numero di Lavoranti corrisponde un maggior 
lavoro, e la regola per questa parte è diretta; 
ma ad un maggiore impedimento, qual è asciu- 
gar l’acqua, corrisponde un lavoro minore, e la 
regola per l’altra pàrte è inversa (308). Quindi 
i due lavori sono iq ragion diretta 20:30 de- 
gli uomini, e in ragione inversa dei piedi 
d’acqua; componerido dunque le ragioni, si ha, 
-/ : 1 60 : : : x — 1 80 . 

La regola del Tre semplice e composta è di 
grandissimo uso in tutte le parti delle Matema- 
tiche; è facile applicarla alle Regole di Compa- 
gnia e d’ Alligazione , sopra le quali proporremo 
qualche problema per esercizio al fine dell’Al- 
gebra. Qui parleremo piuttosto delle Regole di 
falsa posizione e d’interesse. 


Digitized by Google 


Ilo 

312. La Regola di falsa posizione fa tro- 

vare un numero incognito per mezzo d’ un nu- 
mero supposto. Vogliasi per esempio, I*. un nu- 
mero x di cui la metà, il quarto e il quin- 
to facciano 456. Suppongo 20 il numero cerca- 
to : ma ■+ — • -+ -/ = 1 9 ,• dunque la supposizione 

è falsa . Per altro giacché 20: x : : : %x : : '• \x : : 

*£■ : ±x (262) , sarà (26 1) -+ *p-«- a / ( = 1 9 ) : \x 

( = 456):: 20: ^=480, valore che si sa- 
rebbe anche avuto risolvendo- l’equazione 
ìx-+jx= 4 $ 6 . 

II. Tre Negozianti hanno perdute in società. 
3400' da ripartirsi a proporzion dei capitali ; 
quello del primo eguaglia i due altri, e quello 
del secondo è doppio di quello del terzo: cer- 
eo la perdita di ciascuno. Suppongo 3* il capi- 
tale del terzo; dunque quello del secondo è o, 
e quello del primo o ‘ , e però 

C3.X- 400 

18:2400 ovvero 3 : 400:: < 6: x— 800 

#p:*=1200 

ed altri infiniti numeri formati come 18, avreb- 
bero dato lo stesso risultato. 

III. Quanto tempo vi vorrà a riempire una va- 
sca aprendo a un tempo stesso quattro orifizj , 
il primo dei quali la riempie da se solo in 2 
ore, il secondo in 3 , il terzo in 5, il quarto 
in 6? suppongo che vi voglia 1 ora; dunque il 
primo orifizio ne empirebbe in questo tempo 

ii secondo , il terzo e il quarto ora 
e perciò f: 1 : : 1 : *=?£ = 50'. 

313. Ma certi problemi esigono due sup- 
posizioni, e di qui la Regola di doppia falsa 
posizione . ' 
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Esempio. Si prometton 3 lire il giorno ad 
un Artefice, con che perda del suo 24 soldi il 
giorno se non lavora: dopo 15 giorni riceve 24*: 
quanti giorni lavorò? Suppongo 6 giorni: ma in 
tal caso avrebbe ricevute 7 1 . 4", mentre ha ri- 
cevute 24.'; dunque io sono in errore di ió'.ió', 
o di 16,8' in meno; onde l’ Artefice lavorò più 
che 6 giorni. Suppongo dunque 12 giorni: ma 
allora avrebbe ricevute 32*. 8', mentre ha rice- 
vute 24 i dunque l’errore è di 8* .8' o di 8,4* 
in più. Dispongo così i numeri supposti e i 
corrispondenti errori 

Pos. 1 . 6* Pos. IL 12* 

Er. - 16, 8 Er. •+ * 8, 4 
e moltiplico la prima posizione per il secondo 
errore, la seconda per il primo. Sommo i pro- 
dotti 50,4 e 201,6, divido la somma 252 per 
la somma degli errori 25,2 ( i segni -+,- non 
si attendono ) e ho io, numero cercato. Se i 
numeri supposti avessero dati due errori con lo 
stesso segno, avrei divisa la differenza dei pro- 
dotti per quella degli errori: così supposti non 
più 12 giorni ma 9, l’errore in meno sarà di 
4>2 # ; dunque 9X 16,8=151,2 e 6x4,2 = 25,2; e • 
poi 151,2 - 25,2 = 126 .... 16,8-4,2 = 12,6, ed in- 
fine f|, fi ó -= io , come sopra. 

314. Dunque la regola consiste nel suppor- 
re un numero in cui si sperimentano le condi- 
zioni del problema, e se vi soddisfà, il proble- 
ma è risoluto. Ma se non vi soddisfà, si nota 
Terrore o positivo o negativo, e si suppone un 
altro numero di cui pur si nota, con l’ordine 
stesso di prima, l’errore. Quindi si moltiplica 
la prima posizione per il secondo errore, e la 
seconda per il primo: se i segni son diversi. 
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la somma de’ prodorti si divide per quella degli 
errori i se i segni son gli stessi, si divide la 
differenza de’ prodotti per quella degli errori: il 
quoziente è il numero cercato. 

Altro Esempio. Un Giocatore scommette 
12 contro 8 ad ogni partita. Dopo averne fat- 
te dieci, l’altro gli paga 20; quante partite ha 
vinte? Sieno 6; l’altro dunque ne ha guadagna- 
te 4, e sarebbero pari ; il primo errore è perciò 
-20. Ma sieno 8; l’altro dunque gli sarebbe de- 
bitor di 40 , e il secondo errore sarà -+■ 20 Dal che 
si vede senza calcolo che ne ha vinte 7. Infatti la 
somma dei prodotti è 280, quella degli errori 
e 40 > e ~ 4 c r — 7 * 

315. Si può applicar questa Regola a mol- 
ti di quei problemi che abbiamo già risoluti 
(194): alcuni credono anche di abbreviarla con 
un preteso compendio che per nostro avviso non 
merita questo nome, onde non ne parliamo. 

316. La Regola di doppia falsa posizione 
consiste, dunqqe nell’ andar tentando; ma questo 
tentare è prezioso, ed è qualche volta necessa- 
rio ricorrervi nell’ equazioni della Geometria su- 
blime, nei calcoli Astronomici ec. Per dimo- 
strarla basta scioglier questo problema: date le 
condizioni per trovare un certo numero, dati due 
numeri o posizioni che non le adempiono, e dati 
gli errori risultanti dalle ppsizioni , trovare il numero. 

Sia x questo numero, gx—c l’equazione e- 
sprimeqte le condizioni per trovarlo, a , b le due 
posizioni, ed m,n i due errori con diverso se- 
gno; dunque gx = c si cangierà in ga~c -=£ni , 
gb = c=vn, equazioni che moltiplicate 1’ una per 
n, l’altra per m e sommate, divengono g(an-t- 

bm) = c(n-+m), onde — = jr = — — — , come pre- 

£ n •+ in 1 
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scrìve la regola (314)- Se gli errori abbiano il 
segno stesso, l’ equazioni saranno ag—c^±m, 
gb = c=^n, che moltiplicate l’ una per n, l’altra 
per m e sottratte, danno g(an-bm) = c(n-m); 

onde — =x = , come pur prescrive la re- 

£ n — tn f f 

gola (314). 

317. Del resto ella può estendersi ai pro- 
blemi di un grado qualunque r quando almeno 
le Ior condizioni son riducibili a un’*cquazionc 
pura gx r =Ci ma non suole usarsi oltre i pro- 
blemi del primo grado, e questi ancora se con- 
tengano più di due condizioni, riescou sì fasti- 
diosi a risolversi per suo mezzo , che gli stessi 
Aritmetici vi han rinunziato. Convien dunque 
mostrare come ciò si accordi con quanto si è 
detto or ora (316) sull’uso di questa regola nell’ 
equazioni di Geometrìa sublime ec. 

L’equazione **•+ 1 5 = 1 ox si sa risolvere (20 ! ) 
e presto si trova che una sua radice è prossi- 
mamente x — 1,8377: serva dunque essa di mo- 
dello per la risoluzion di tant’ altre che senza 
la nostra regola sarebbero affatto intrattabili. 
Poste in un membro le quantità note , e nell’ 
altro l’incognite, onde si abbia 15=^ ( io-*) , 
suppongo <v — 1 , x — 2 t e sostituendo, trovo gli 
errori 1 : opero al solito (314) e viene la 

prima approssimazione x=. 1,857 da cui deduco 
che .r sarà forse tra 1,8 e 1,9. Stabilisco perciò 
due altre posizioni x= 1,8, x= 1,9 e sostituendo 
come prima, ottengo gli errori -0,24,-4-0,39 e 
la seconda approssimazione ^=1,838, onde x 
può stimarsi tra 1,83 e 1,84. Da queste due 
nuove posizioni ho gli errori - 0,0489, -4-0,0144 
e la terza approssimazione *—1,837725, onde 
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x può stimarsi tra 1.837 e 1*838. Infatti quest’ 
altre due posizioni danno gli errori -0,004569 , -+ 
0.00 1 756 e !a quarta approssimazione x-± 1 ,837 7:* 2 5 
che a vendo le stesse quattro o cinque prime de- 
cimali della passata , da sicuramente x~ 1.8377. 

Questa maniera di applicar la regola è la 
più breve di quante ne sono in uso, e laddove 
con l’ altre non si sa nè si conosce il valore 
esatto dejl’ incognita se mai vi sia, questa ha 
il vantaggio di farvi imbattere il Calcolatore 
come può vedersi nell’equazione 16 = x ( io — x ) , 
prese per esempio, le posizioni *' = 3, * = 4 o 1’ 
altre * = 9 , .x = io . Ma si avverta che la regola 
suppone possibili le condizioni per trovar x, e 
perciò guiderebbe ad assurdo in caso di x im- 
maginario : così avviene nell’equazione 10 = 
•*•(4-.*:) , prese per esempio , le posizioni x=i,x= 4 . 

318. La Regola d.' Interesse o Frutto fissa la 
somma dovuta per il denaro impiegato con cer- 
te condizioni. Essa può variarsi all’infinito, il 
che rende in molti casi il calcolo complicato 
assai. Noi ci limiteremo ai più comuni. 

i°. Un Usurajo ha date 15600* a 8 per 100 
l’anno: qual somma gli si deve in 5 anni per 
rimborsarlo c pagarli il frutto? Sia p — 15600 
che si chiama Principale, Sorte, Fondo o Capita- 
le ; sia Iz=l 5 anni, tempo in cui corre il flutto; 
sia r il frutto di i* in un anno o nel tempo 
che ioo* ne fruttano 8 ( si trova r dicendo: se 
iOo* danno 8 , che darà F ) 100:8:: 1 :r = o, 08 ) ; 
sia finalmente s la somma dovuta per fondo e 
interessi. Or se 1 lira in 1 anno frutta r ,p lire 
in t anni frutteranno prt (310) che col capitale 
p fanno la somma s-p-t-prt-, d’onde si ricava 
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p= — — . . . r = . . . i — s —^~ . Sostituiti i va- 

f rt-t-l pt pr 

Jori , viene s ~ 1 5600 -+ 1 5600 X 0,08 .X 5 = *2 1 840/. 
Proponendo Ja questione così: in capo a 5 aci- 
ni è stata pagata per sorte e frutti a 8 per cen- 
to la somma di 21840*; qual era il fondo? bi- 
sogna sostituir questi valori nella formula p== 

che da 15600*: così trovasi il tempo o il 

frutto, date le altre tre cose. 

319. c 0 . Un negoziante dee pagar 1000 li- 
re l’anno; ma per bisogno di denaro chiede di 
ritenerle per pagar poi gli arretrati coi frutti a 
5 per 100: che dovrà dopo 8 anni? Sia a la 
Rendita, Annuita o Pensione da pagarsi ogni an- 
no; sia r il frutto d’ una lira in un anno, t il 
tempo dopo cui saran pagati i frutti e gli ar- 
retrati, s la loro somma, e dico: la rendita si 
paga al fin dell’anno, onde il Negoziante per 
il prim’anno non deve alcun frutto. Ma al fine 
del second’anno dovrà ar , al fin del terzo 2<zr, 
e così di seguico sino al fin dell’ ultimo , in cui 
dovrà ar (t-i). Or questi frutti formano una 
progressione aritmetica il cui primo termine è 
«ero, l’ultimo è ar(t-i) e il numero determi- 
ni è t. La loro somma sarà dunque (246) £(a/rU-0), 
che unita alla rendita ar , dee formar la somma 
degli arretrati e de’frutti ; dunque s = %at (2— »-r(r— 1 )); 
d’onde si hanno a,r,t. Sostituendo i valori, si 
trova s = 4000 ( 2 -+-0,35 ) = 9400 . 

320. Questi quesiti appartengono alla Rego- 
la d’ interesse semplice. 1 due seguenti esigon 
quella d’interesse composto : si chiama così il 
frutto del capitale e dei frutti di esso . 

3 0 . Si impiegano 20000* al 5 per 100, e 
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dopo un anno questa somma è resa col frutto 
pattuito: ma trovatone subito l’impiego allo 
stesso frutto,* si forma un nuovo capitale delle 
2oooc/ je del frutto d’ un anno: così sono im- 
piegati al fin del terz’ anno il fondo e i frutti 
del seeondo, e così per 6 anni: qual’ è la som- 
ma di tutto? Sia p = 20000*, r = 6 anni, s = al!a 
somma cercata, r = 0,05 frutto semplice d’ una 
lira, q — i / -+r = ad una lira col suo frutto e per- 
ciò q— 1,05(318). Or se i* sorte produce q sor- 
te e frutto in un anno, q sorte produrrà q 1 sor- 
te e frutto nel secondo, poiché i:q::q.q *; on- 
de la somma dovuta per 1' e per il suo frutto 
in 2 anni sarà q' ; così sarà q ì per 3 anni, e 
q per t anni. Ma poiché 1* produce q' in uu 
tempo r, anche p produrranno pq * nel tempo 
medesimo; e perciòs=pg'= 20000X 1,05* = 20000X 
1,3401=26802' meno quattro o cinque soldi. 

La formula s — pq* d \ pz=~,q — ^ —■ o Lq = — , 

t = — — — . I logaritmi abbreviati questi calcoli . 

L l 

321. 4. Un Banchiere riscnote nel 1776 li- 
na rendita di 2400* che impiega a 4 per 100 
nel 1777, onde al fin di quest’anno riceve 2400* 
della rendita e 96* del frutto; e così impiega 
ogn’anno fino al 1784 la rendita dell’anno pre- 
cedente coi frutti degli altri anni: quanto ri- 
scuoterà al fin del 1783? Sta a = 2400, r = 8 an- 
ni, r=o,04» frutto annuo di 1', q— 1 -+r = 1,04 . 
Sarà a il credito del Banchiere nel 1776, 2a 
-+■ ai'( = a -+ aq) il suo credito nel i777>aH-a-!- 
aq •+ ar - 4 - arq{ — 24 aq - 4 * aq 2 ) il suo credito nel 
1778, e così successi vamenre fino al suo credi- 
to dopo t anni, espresso da a -+aq-i-aq 11 . .. -+aq t ~\ 
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Or la somma di questa progressione 0(298)5=: 
a - /l - — ' , credito dopo un numero t d’anni che da 

qui s = X 2400= 2211 4 1 con piccolissimo 

errore. 


rt 


(7-') 


- 


Ella dk ancora a— . — ,t— . 

q<- I Lq 

= 0 sostituendo q — i in luogo di r, e quest* equazio- 

a 

ne dark almeno un valore approssimato per q , se non ha di- 
visor co mmjen su rubile : si potrà dunque dedurne il valer dir. 


ALCUNE NOZIONI SULLE SERIE . 

322. 30 lcesi Serie un aggregato di termini che 
crescono o scemano con certa legge come le 
progressioni aritmetiche e geometriche: è finita 
quando ha un numero finito di termini, ed in- 
finita quando si suppone continuata all’ infi- 
nito : è divergente o convergente secondo che i 
suoi termini crescono o scemano di valore; e 
diverge o converge tanto più rapidamenté quan- 
to più il valore di ciascun termine cresce o sce- 
ma riguardo a quello che lo precede. 

Diconsi prime differenze d’ una serie i resi- 
dui della, sottrazione di due contigui termini di 
essa ; seconde differenze i residui della sottrazione 
di due contigui termini delle prime ec. 

Sia la serie 21 , 34 , 55 , 89 , 144 ec. 

13 , 21 , 34 , 55 prime differenze 


H , 13 , 21 


seconde differenze 
, 8 terze differenze ec. ec. 

Serie algebriche del prini ordine son quelle in 
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cui tutti i termini son costanti ; del secondo , 
terzo e in generale dell’ m‘ tm * ordine son quelle 
che hanno costanti le prime o le seconde o le 
(m- i)"** differenze : tali sono le serie d ,d,d ec., 
a ,'a -+ d , a -t* zd ec.; a 1 , (a-+d) s ,(a-t-2d) 4 ec. e 
in generale a" , (a-+d) m , (a-+ id) m em 

323. Le serie algebriche sono dei numeri 
figurali , o dei numeri poligoni o delle potenze 
dei numeri. , 

I. Le serie dei numeri figurati cqmihcìan così 


^ ^Costanti .....1,1, 1 , 1 , 1 , 1 ec. 

c J Naturali 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ec. 


5 j Triangolari . . . , 1 , 3 , 6 , io , 1 5 , 2 1 ec. 
2 - £ Piramidali . .• . * • 1 , 4 , io , 20 , 35 , 56 ec. 

E' legge di queste serie che ciascuno dei 
loro termini sia la somma dei termini corrispon- 
denti della serie precedente: così la seconda è 
formata, dalla continua somma dell’ unita, la ter- 
za dalla somma continua dei termini della seconda, 
poiché i-+2 = 3 ,It 4 - 2 - 4-3 = 6, 1 *+' 2 ■+ 3 -+'4= 10 
ec. : onde queste serie hanno costanti successi- 
vamente i termini, le prime differenze, le se- 
conde ec. 

II. Le serie dei numeri poligoni son la som- 
ma dei termini consecutivi di una progressione 
aritmetica che comincia da 1 ; e questi numeri 
diconsi triangolari , quadrali, pentagoni ec. secon- 
do che la differenza delle progressioni è 1,2,3 ec * 
onde queste serie hanno costanti le seconde dif* 
ftrenze : 

Progr. Arit. Nani. Polig. 

I ,2,3 , 4 , 5 oc. T'iff: 1 1,3, 6 , lo ,”15 ec. Triangolari 

1 , 3 , 5 , 7 , 9 ec. Diff 2 . . . I , 4 , 9 , 16 , 25 ec. Quadrati 

J , 4 , 2 , lo , 13 ec. Diff 3. : .. . 1 , 5 , 12 , 22 , 35 ec. Pentagoni 

1 , 5 > 9 , *3 > * Z ec - Diff. 4 1 , 6 , 15,28,45 ec. Esagoni 
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Si chiaman Poligoni perchè eiprimo'no i diversi tYUmeri le cui 
unita posson disporsi in triangolo, inquadrato o in qualche al* 
tro poligono : così può darsi una forma triangolare alle unità. 
1,3,6 ec: quadrata alle unità I ,4,9 ec. , come può vedersi 
nella fig. 69. 

III. Le serie delle potenze nascono dalle di- 
verse potenzi dei numeri naturali 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ec.: 
onde queste, come quelle- dei numeri figurati, 
hanno successivamente cosranti i termini, le. 
prime differenze, le seconde ec. 

324. La principale operazione su queste 
tre specie di serie consiste nel sommarle, e ve- 
dremo tra poco come ciò si faccia. Osserviamo 
intanto un metodo assai noto ai Geometri , il 
Metodo dei Coefficienti Indeterminati , per mezzo 
del quale non solo si ha la serie in cui può ri- 
solversi un’espressione qualunque, ma si calcola- 
no anche le serie algebriche, di cut abbiam par- 
lato, e un’ infinità d’altre. Egli è mirabile per 
la sua utilità e per lo spirito d’invenzione che 
vi regna , e se si usi con una certa avvertenza , noia 
è raen pregevole per la brevità che per la si- 
curezza . Suppongo dunque che voglia ridursi in 

serie il rotto — — : ciò può farsi con la divi- 

sione, con la formula del binomio, e con questo 
metodo. Sieno A,B,C,D,E ec. delle quantità 

.tali che si abbia l’equazione = A -t- B# -+■ 

0^-t-D.v 5 h-E* 4 ec.; tal supposizione c permes- 
sa, poiché A,B,C ec. posson ricever qualunque 
valore esiga il calcolo , ed x è alzata a tutte le 
sue potenze. Moltiplicando l’equazione per p-t-Ar 
e ordinando, si ha 

_ ( A p h* Bp* -+ C px* -4- Dp.v 5 -+ E px 4 h- ec. 

^ ~ ( h* Ax -t-B* 1 h-C* 1 -+D* 4 -t-ec. 
e trasponendo p . . . . * . 
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_ ( Ap-4-BpAr-+C/\x- 1 -t-Dfx* -+-Ep^ 4 -4-cc. 

° “ (-<p-4- A* -+Bx z -+C.v 5 -+Da’ 4 ^-cc. 

Or poiché il secondo membro è zero, suppongo 
A,B,C ec. tali che ciascuna colonna sia zero, 
con che ho tante equazioni quanti 6ono i coef- 
ficienti indeterminati A,B,C ec., che così si 
determinano: dunque i°. Ap-<p = o: 2°. Bpx ■+ 
Ax—o: 3 0 . Cpx* *+ B-v* = o ; 4°* Cp-v 5 -4- G.v 5 =o : 
5°. Epx 4 -hDx*=o ec. La prima equazione dà A=; 

~ , valore che posto nella seconda , dà B = - p ; po- 
sto il valor di B nella terza, si trova C=^ec.; 

onde mettendo per A,B,C ec. i lor valori neil* 

. . . . . • P <p px 

equazion primitiva, s* ottiene =y ~ yr* -*• 
ec. , e la legge della serie è manifesta. Dun- 
que — - =— r? i-ec., il che si avver- 

H x”(p-+x) px n p'x n - 1 * 

ta per sempre . 

a % 

Debba ridursi in serie ; posto... 

A B* -+ Cx~ ■+ ec. , si avra a* = ( a* •+ 

2 ax~x*) ( A *+ B# -4- G** H-ec.), ovvero moltipli- 
cando attualmente e trasponendo a ' , 

C a A -+ a 1 B* -+ a 2 C* 4 •+ a' Dx 3 -+ ec. 

0 = * -a -+■ 2aAA’-i- 2aB*’ 1 -+2aC.v 5 H-ec. 

^ - A.v 4 - Ba’ 5 -ec. 

onde A“ i ,B = '-y-,C = yf ,D — ec. dal che 

2X 5 ^ _ 12 »» 


v,ene 7^iS=? 


I--4 !i T T -+ ec. 

a a a* 

• • • I * 1 

Voglia ridursi in serie Supposto i 


2* = ( i - x - a: 1 ) ( A •+ B* ' h- Gr* -+ ec. ) , fatta la 
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moltiplicazione e trasposto il primo membro, si 

troverà A = i , B = 3 ec., onde 

4* 1 -4- n*x % ■+ HA 4 ec. , serie che dicesi Ricorrente , 
perchè per formare il coefficiente di ciascun termi- 
ne convien ricorrere alla somma dei due che lo 
precedono. 

325. Con questo metodo può estraisi la ra- 
dice quadra di a*-x 2 già trovata di sopra (180). 
Pongo \/ ( a z ~x 2 ) = A -+ Bx 1 -!- C* 4 -+ D*' 5 ec., il che dà 


0 = 


A 1 -+ 2 AB* 3 -+ B 1 * 4 h- 2AD* 6 -+cc. 

-a' -+ x 1 -+2 AC* 4 -+ 2BC# 6 -+ec. 


onde A = a , B = -~ ,C = --g^,D=~^r^ec.;cosic- 

chè si ha V - x 2 )=a- x --~y^ ec. Da que- 
sto esempio può raccogliersi l’ avvertenza concili 
convien far uso del metodo. Si osservi dunque 
che mentre di sopra si è preso sempre A-+B.Y-4- 
C* s -+• D.V 3 ec. , qui si è preso A -+ Ba’ 1 -+ C.v 4 -+ 
~Dx 6 ec. : ciò vuol dire che giova, talora, e talora 
è necessario di aver prima compresa la legge o for- 
ma dominatrice della serie ; ne vedremo in segui- 
to degli esempj : il valersi del metodo senza tal 
cautela, è un esporsi ad errori gravissimi. 

Somma delle Serie. 


32 6. Si posson far sulle Serie tutte le ope- 
razioni dell’ Aritmetica : ma la più utile e più 
difficile è di sommare o ridurre in una sola e- 
spressione alcuni o tutti i loro termini. Da que- 
sta somma dipende ordinariamente la soluzion ' 
dei Problemi in cui entran le serie . 

Il Termine generale della serie è un’ espres- 
sione algebrica che dà ciascun termine di questa 

Q 
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serie sol che al numero n dei termini si sosti- 
tuiscano in quella espressione i numeri naturai^ 
1,2,3 ec * ; coS ^ il termine generale della serie 
1,6,21,52 ec. è n 3 -n*-Hn, perchè fatta n=i, 
= 2, =3 ec. , si hanno subito i termini 1,6,21, 
ec. La Somma generale o Termine sommatorio è l’ 
espressione da cui è data generalmente la som- 
ma di un numero qualunque di termini : così 

® il termine sommatorio d’ ogni progres- 

sion geometrica che ha per primo termine a , 
per quoziente q e per numero dei termini n (298). 

327. Data la somma generale $ d’una serie, 
è facile di trovarne il termine generale T; poi- 
ché se in questa somma si sostituisce ri - 1 ad 
n, si avrà la somma s di n-i termini della serie; 
dunque se questa somma s si tolga dalla somma 
S, si avrà un termine della serie espresso gene- 
ralmente, cioè il termine generale T= S-i : per 

esempio, se S — ; — — , posto n-i pern, si avrà 

T— n , e se sia S — aq —_ ~ , si troverà T = aq~' . Ve- 
dremo in breve come dato il termine generale , si 
trovi la somma generale di tutte le serie algebriche. 

328. Dati i termini m-4-2 della serie alge- 
brica^, k ,p ...... r , in cui son costanti o gli stes- 
si termini o le loro differenze m vme , per averne il 
termine generale T osservo che le serie i°,2 0 ,3 0 , 
ec. 1 1 , 2' ,3’ ec. ; i a , 2 1 , 3 1 ec. e in generale i m , 
2", 3" ec. hanno evidentemente per termini ge- 
nerali n° ,n ,n 2 ...n m , cioè le varie potenze di 
n relative al numero m che esprime le differenze, 
e che necessariamente è intero e positivo . Que- 
sta osservazione guida a suppor generalmente T= 
an m -+ bn m ~ l -t- cn m ~' Sj -+• dn m ~ 3 ... -+&> n , ove a. 
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b,c cc. son coefficienti che si determinano così: 

329. Sia in primo luogo 777 = o, cioè nulle 
le diffidenze dei termini, o costanti ed eguali i 
termini stessi, onde la serie sia g,g,g,g ec. : 
dunque T = a/i°, e per determinare a vi vuole 
un'equazione. Fatta 77 = i, si avrà, il primo ter- 
mine della serie (326), e però at°=", cioè a=g 
onde T — g, come visibilmente dee essere. 

330. Sia 771= 1 ; dunque T = art 1 -+bn° = an-*-b , 
e si determinano a,b con due equazioni. Fatta 
n— i , si ha a -+ b=g; fatta n = 2, sarà 2a~+b = k: 
sottratta la prima dalla seconda, si ottiene a = 
k- g , e però b — 2g-k , onde T = (k-g)n-+ 2 g- 
k=g-+(n- 1 )(k-g). 

331. Sia 777 = 2; dunque T =arr -+bn-+c t e • 
si determinano a,b,c con tre equazioni.’ Fat- 
ta n= 1 , = 2 ,=3avremo I. a-+- b-+c=g, li. 4 a-+ 
2b •+ c—k t 111, 9a-+*36-+e=p; sottratta la I. dal- 
la li. e la II. dalla III. nascono le due3a-t-ò = 
k-g » 5 a-< " b = p- k , che nuovamente sottratte dan- 

n° fl = - — 2 ~- > è = — , c=3fi f “3^ H *P,e 

quindi T = — — ri 1 -+ n-+^g~^k-h 

p = g-^(n- I ) ( k— g) -4- — — — ( p ^ 2 k~t-g). 

332. Sia 777=3 ; dunque T =an} -^bn’^rcn-hd. 
Fatta 77= 1 , = 2 , = 3, =4, si hanno l’ equazioni 
a~ J rb~ J rC~ 1 rd=g, 8 a -+ 46 ■+ 2C -+ d= k , 2 2aH-9&H- 
£c-+d=p, 640 h- 1 6b ■+ 4^ ■+ d = r ; dalla solita sot- 
trazione nascono le tre ^a. -+ $b-+c = k-g> 19*1-*- 
§b-4- c=p ~k , 32 a - 4 - r ib-'t-c = r-p , che sottratte, 
danno le due I2a-f- 2b—p- 2k-bg, i8a -v- 2Ì = r- 
2p-\-k, in cui rinnovata la sottrazione, si trova 

3W-3 P'+r A _3?-8^2/»-2r 

a ,o— a ,c 6 ■> 
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T — (3*— £ — 3/> -*-<0 n 3 


H- 




nr) 


l£trJÉ£=JZt.^ „ + 4 » _ 
2 6 

6 £ -+ Ap — r =g -+(n — i)(k-g)-+ L«zz l .l jJL=:Jà (p - 2^-t- 
g ) -+ ùl - ( r - 3p h- 3^ - o-) . Dopo ciò è 

facile di veder la legge con cui procede il ter- 
mine generale che sarà. T=£-t-(n- 1 )(;&-§)-*• 
_ 2 J (p— g/’-t-ff )■+ f 1 Hj , jr_gK 8 .T‘ 'i ) (r — 3p -+ 3^ — 
g- ) -+ )("—<•) ( $ - 4 r ■+ 6 p - 4^ -'rg ) ec. 

333. Supposto T = o, il termine generale diviene un’equa, 
zione del grado m la cui incognita è »; dunque all’incontro 
ogni espressione ridotta a zero, come z* - 4 - Az"— ■* - 4 -B z m ~- - 4 - 
ec. = o è un termine generale che fatto s = o,= I, = 2 ec. 


urne 


dà. una serie con le differenze tn costanti , onde determi- 
nati i primi m - 4 - I termini di tal serie , si otterranno con po- 
ca pena i seguenti , 
con le supposizioni 
2 = 0,= I, = 2, =3 
vengono i risultati 


Sia l’equazione z 
Supp. o 


J — 3 a * “+*2; — 4 — c : 


4 ec. 



ec. 


ec. 


ec. 


ec. 


come qui di faccia , 
e ripetuta là diffe- 
renza costante 6 dell’ 
ultima colonna , si 
trovano i termini del- 
le superiori dicendo: 

6 - 4 - 6 = 12 , -+• 5 = 

17, — I = j 6 ( nuo- 
vo risultato della sup- 
posizione 4): 6 -+ 12 = 18 , -4. 17 = 35 ; 6 -4- lS= 24 ec. : e 
poiché qui i termini dell’ ultima colonna son tutti positivi , lo 
saranno anche quelli delle colonne seguenti , e i risultati non 
varieranno mai più di segno. Giova questa dottrina allorché 
debbon risolversi l’ equazioni per approssimazione , come ve- 
dremo . 

334. Or per aver la somma generale delle 
serie algebriche, tento di scuoprirne la forma 
(325) , ed osservo che in quelle del prim’ordi- 
nc, essendo T~g (329), si ha evidentemente 
S --ng, e in quelle del sccond’ ordine, cioè nelle 
progressioni aritmetiche , essendo T —g-'r ( n - 1 ) 

(* “ g ) (33°) » si trova S =gn h- (24") 
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posto a~g c d = k-g. Dunque per aver S ba- 
sta moltiplicar ciascun termine di T per una cer- 
ta espressione A n, Bn, Cn ec. di n. Posto dun- 
que per compendio k~g=g' >p-2k-+g=g ec., 
n - i = ri, n- 2 ,— n" ec. e perciò T=g-+rig'-* 

— — +■ ec. , dovrà essere S = n A g •+ 


nzt'Ba -+ 221— l!! -+ — ^ -+ec. ; onde se in que- 
° 2 2-3 _ 

sta espressione si ponga n-i in luogo di n per 
aver 5 (327), verrà 

e * /n ' . « tt »" Cff" , »«'»'V"D£"' . „ 

S = nA^-Hin B” -+• 2 - h- — — - — *-ec. 

u 2 2.3 

janAff + nn B° h- — ^ ec 


2.3 


e poiché S-s — T ovvero S - 5 - T — o 

3«'«"Cf" g'" 


sara 


UA-t-2n B$ — à 

o=< , , «vy' »'«"« 

f £? O 2 2. 


•ec. 




_ ec . 

r\ • • 

O 


paragonati i termini corrispondenti (324), ho 
A=i,B = ì,C=^,D = ì ec., e perciò la som- 
ma generale di tutte le serie algebriche è 
_ ng , n (» — I ) (k —g) n{ n — I )( » - 2 )( p — 2 * ~+g) 

."i ~ r i.2 1.2.3 

L^zjH”~ 3 )tr ~ 3P ~ 4 ' 3 *-*) ec . 

1 •? - 3-4 . 

335. Esempj. I. Sia la serie i,o,2I,52>io 5 ec. 

che ha costanti le terze differenze; dunque g = 
1 , k — 6 , p = 2 r , r = 52 , onde S = n •+■ -+ 

,^h(h— ne»— a) »(w— 1 ) (» — 2)("-^:o gè n — 5 , sarà S — 185» 

336. II. Sia la serie i w ,‘2 n, ,3* ec., onde 


cr : 


i"‘.k = 2 m ec. e si supponga n=co=n~i — 

0 . » ‘ fi mH ~ 1 

U-2 ec. (‘2ÓS): se sia m — o, verrà S=y=— — : 


se /7i = i, sarà S=n ( 2 7 -) : 
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_ Qui u j jjW— r- 1 

se m—2 , avremo S==/ih-^ — h~=” ec. ec. : 

2 3 m-¥ i 

cosicché nel caso di n = ao , si trova sempre 

***- 4 - 1 

s=- — •. 

m~¥i 

332 - III. Sia un numero r di lettere a,b,c, 
d,f, ec.. di cui si vogliano tutti i prodotti pren- 
dendole a 2 i 2» à 3 a g, a 4 a 4 ec. E' evi- 
dente i°. che i prodotti delle lettere a 2 a 2 sa- 
ranno a(£-+c-f d-+-/-t-ecj )-+£>( cH-d-r/n-ec. )-+• 
c ( d -+/-»- ec. ) -+ d (f-+ ec. ) serie dei numeri natu- 
rali 4,3,2,!, i termini della quale son 4 se 
r = 5, e sono r-I se r è indeterminata: 2 0 . che 
i prodotti delle lettere a 3 a 3 saranno a(£>cn- 
bd -+ bf- 1- cd -4- cf-+ df-+ec)-+ b( cd -+cf-+ df-¥ ec. ) -+ 
c(df-i-ec.), serie dei numeri triangolari 6,3,1, i 
termini della quale son 3 se r = 5» e sono r- 2 
se r è indeterminata: 3 0 . che i prodotti delle 
lettere a 4 a 4 saranno d(bcd-± bcf-+ W/H-cd/n-ec. ) 
-+ b ( cdf~¥ ec. ) , serie dei numeri piramidali 4 , 1 , 
i termini della quale son 2 se r = 5, e sono 
r~3 se r è indeterminata ec. Dunque i cercati 
prodotti appartengono alle serie dei numeri fi- 
gurati, e la somma della prima 1,2,3 ec * s * 
trova (334) S = n-t- -r-14 = tfcr.U _ 
numero dei • prodotti delle lettere a 2 a 2 . La 
seconda 1,3,6, ec. dk S — n-hn(n-i )-h 
r-2H-(r-2 nu- 

mero dei prodotti delle lettere a 3 a 3.* La terza 
1 ,4, 1 o ec. dk S=n-h n « )t «— a) -+ oc» — ~à)("-:ì) 

^ j2t * 3 * 4 

3 = ^ - 1 > numero dei prodotti delle lette- 

re a 4 a 4; e così si troverà &riJ (trgj (rr.3 ) 'r-A) ed 
■ife - , 1 4 \ t =j) ec . numero dei prodotti del- 
le lettere a 5 a 5 , a 6 a 6 ec. 

33S. Debba ora sommarsi la serie 4 . 4 , ec.» 

/i ht f htj 
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la quale, supposto q > i , è una progressìon geo- 
metrica decrescente. Scrivendo; cc. , 
diverrà, crescente , e applicandovi la formula. 
s = (3oo)che serve per le crescenti, fatto 

d . V d fi /'“lì n • -V 

si avra s=— Sesia n = =o, Sara 




— àq 


«■-'=?■ ' 5Ì tr0Ver ' a 5 fEFV,, ■ - ’ 

339. Questa formula da la somma dei rot- 
ti decimali infiniti quando se ne conosce il perio- 

do, che forma appunto la serie ec. ove d 

è eguale al periodo qualunque di m cifre, A — 
io", hq =; io* 1 " ec- , e perciò sempre h = q: dun- 
que s = • Ora io"- i è un nume- 

ro m di 9; dunque /a somma o valore di un rot- 
to decimale interamente periodico si ha dividendo- 
ne il periodo per tanti 9 quante son cifre nel pe- 
riodo: così 0,111 ec. =?=£-,• 0,2424 


ec — — 

cc. yy — 


8 

33 » 


0,259259 ec. ^^ = 1/7. Che se il rotto deci- 
male cominci il suo periodo dopo g cifre, sarà 
h~ io" -4 * , hq= io*"~ ,? e perciò q = io", onde la 
somma del rotto non comprese le cifre fuor di 

periodo , sarà jy , cioè la somma o va- 

lor di un rotto non interamente periodico si ha co- 
me sopra , purché alla destra dei 9 si aggiungano 
tanti zeri quante son le cifre fuor di periodo e si 
sommi questo rotto col rotto che hon entra in periodo: 
così o, 1 666 ec. = f- -+ - £ ; 0,80357 1 42857 142S 

ec. — ±4 e c 

1 000 ,py 9 V 5 > 9 ooo — 5 % V’ 

340. La formula stessa (338) somma anche 

U m OH “4* d O rh • • _ _ 

serie -r,^-r— ,-rr ec., ove 1 numeratori so- 
li hq hq ^ 

no in aritmetica e i denominatori in geometri- 
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ca progressione. Distribuisco la serie nelle se- 
guenti , la prima delle quali ha n termini , la 
seconda ne ha n- i , la terza n-2 ec. , onde 
nella formula sarà n = n-i per la seconda, n — 
n-2 per la terza ec. 

9 

« A •_ ec - -“—(Jl—A 

h ’ht/’ha* c ‘ ha”- \ < 7-1 > 


h ’ hq 9 hq 
d d _ 

? i « t ec. 


<T 

hl”~ l V. < 7 - I ' 


hq' hq 1 
_d 

hq 


hq 


-ec = — d —(C:lrJ) 
» eC * hq”~'\ q-i ) 


Or toltane la prima somma, tutte falere fino 
al termine n , sono -j—— , ^jyy(g ’ + 9 ^ 

cc —n -+ i ) , e q n ~~ I , , g”" 3 ec. è una progres- 

sion geometrica decrescente , in cui n diviene n — i : 
onde facendo nella formula (300) « = q”~ 1 > n —n - 

1 , la somma sarà s=q ^—77—) : dunque per la : 


som- 


ma 


totale avremo 


LfChLU 

hq”-‘\(q-iyJ 


dq / q n —' — \ \ ( aq -+ d — a ){ q” — I ) — ( q — • 1 ) 


1 t <7 - I )* 


n — co, svanirà tutto ciò che è dopo q , onde 
{aq -+ d — a) q* (aq-i-d^a)q 

t-hr-'Ci- 1 )* ~ h{q-iy ‘ 

34T. Bastano le due serie sommate per trovar la somma 


iella serie -f- 


ec. coi numeratori in serie algebrica , 


k 

h ' hq 

c i denominatori in progression geometrica. Poiché 1°. nella 
serie ^ ec. , ove i numeratori son costanti cioè m = o , 

si ha T= ^ ed s^—Alrr~\^ : 3 ° nella serie 
ec. ove son costanti le prime differenze dei nume* 

h hq 

...» _ dn {a — d) n* 

tutori cioè m — I , si ha T = ed S — . . . - 

hq 
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- ( 17 - I ) dn — ( aq -1- d — a ) X — ( q'' — I ) »' ^ , 

— 1 2 D ““1 ae (3-S) 

«ella data serie 1°. T ed S debbono avere n al grado me- 
desimo: 2®. il denominator di T dee essere hq"~' , c hq'~ l X 
( q — i )’"+ 1 quello di S : 3 0 . posto an m -Vbn m ’ -+■ en”'~~ -+ cc. 

Ì er numerator di T , il numeratcrdiS sarà — An m — Bn’"~' — 

!» w_ * — ec. : 4 0 . l’ultimo termine del numerator di S ( quel- 
lo cioè in cui , secondo il valor di m , si ha n M ~ m — n *) dee 
moltiplicarsi costantemente per — ( q ' — 1). Ridotti dunque 

T ed S allo stesso denominatore, sia 

T _ (é» m ■+ bW‘~ ‘ -+ ec. ) ( q - I )"+' 

hq”~' (q — l)"+‘ 

S ~ hq'-' (q — l )~+ l SC in S SI 

ponga 0 — 1 in luogo di a, e si moltiplichi tutto il rotto per 
q , sarà s = 

f —Aqn n ~¥Aqmn n ~' — A qm . . ti"—*-+Aqm . ou 

\ —B q —f B q . T — Bq^T • -+• ec. 

V — Cf -+C —ec. 

A — P q - 4 - ec. 

^ h q"~' \ q-l) m +' “ ~ 

e poiché S — S — T , ovvero S — f — T = o, sarà o = 

■ A ti” — B»*-* — Dn m ~ } 

■Aq — Aqm -+ Aqm .*^1 — Aqm . 2L— I . »— 2 

a[q— l)"+‘ -+ Bq — Bf.i^TT -+B q 

— b{q— 1)*+» -+C q — C q.^i 

— c{q—\) m ^ 1 -t-Df 

— Jiq—l)” 1 -** 

c trovati al solito i valori di A , B , C ec. , sarà 

- 4 - tu — I . bq •+ q—i. c) 0"“* ■+ ( m . — — . — — aq 

2 3 * (q-iy 

ITì—l _ < 7 ^ 1.1 . 

2 • lq -+ tn — 2 • cq -+• q—i.d )n m — ì -t- ec X — 

(f’-OiT— ] . 

Esempio. Sia la serie i , ~ , ec. i cui numeratori 

^ e o* ' > «o 

hanno costanti le terze differenze : sarà m — 3 , T = -7- H h 

9 a 

R 
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1 3° 

~ , c perciò «=—,$ = — ,«= — , d — o , e poi h =2,7=4, 

3 # ® w a 

c il quarto termine della somma ove n m ^ ì =z n , dovrà moltipli- 
carsi per — (7 1 — l). Fatta la moltiplicazione e sostituiti i valo- 

. . ,0 — l r» 3 2"* 25* / xó-l"! 

ri , Si troverà S = — -• — f h - >- — (4 1 — I ) — j . 

2-4 '3 L2 2 3 9 J 

Se n = I , si ha S — A ; se » =2 , S = I : se « = 3 , S = 3-A ec. : 

. . . — 2»* 501» 128 

e se » = co , 1 termini—— -7-- — — — diver- 
sa . 3 -4 3 -4 3 -4 

ranno infinitesimi (266) e svaniranno (2671, onde S = -~p - . 
342. Osservazioni . I. Col metodo stesso si somma la serie 

reeiproca *- -, j^T -+ jjtv -M* = { 

ti i cangiamenti relativi all’ indole di questa serie , si troverà 

S = ì^—jjì[q — ì . aqn m -i- ( q — l . tf — amq) » m -' +(i»X 

tn — 1 7-4-I , » . , 

. aq m — I , Iq —H 7 — l • cq ) n m ~ 2 r+ ( m — I X 

z* liti _ „ 3 .. 7*"Mf "tL ~ 

a — X 2 3 * (7— O 

«7-4-7 — 1.1/7) »”~ 3 ■+ ec X ( I — q~ n ) n m ~ m J . 

Combinando queste serie e le loro somme , si avranno al- 
tre serie e le loro somme con poca fatica . 

343. II. Se non può sommarsi in termini 
finiti una serie infinita , si procura di renderla 
più convergente che sia possibile; poiché se una 
serie converge velocemente , sommati alcuni de pri- 
mi termini posson trascurarsi gli altri senza error 
sensibile. Così in \/ (a* ■+ x* ) (325) quanto più 
sarà piccolo il valor di x riguardo ad a , tanto 
più sarà, pronta la convergenza della serie a-t- 

— - -4 - ~~z - cc. , divenendo piccolissimi i nu- 

meracori in paragon dei denominatori . Sia a — 10 , 

■ec.; 


8 o o o 


I 6 o o o o o 


x— I ; allora \/ioi = 
il quarto termine è quasi infinitamente piccolo, 
e perciò i tre primi danno vicinissimamente la 
radice di 101 . 
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Aktodo inverso delle Serie 


_ , . ,. r m , m-*n 

344. Data un equazione di questa forma x — oy -+• bj 

tn-+2n • w;-f3» . 

-+cy *+dy -+■ ec. ove 11 secondo membro si suppo- 
ne una serie convergente, si cerca il valor di y . Il metodo 
per trovarlo si .chiama Metodo inverso delle Serie o Ritorno 
delle Serie, perchè il valor cercato si ottiene con una sene 

inversa delle potenze di x . Liberato y dal suo coefficiente , 

e fatto — = u , sarà. — — u =y -+ 
a a 

dy m -+ 3 * 




ec. , e per conoscer la legge con cui procede la nuo- 
a 

va serie (325) , osservo che 1’ equazioni simili alla data come 

a =yì _ r ^ 1 y y * -i —2 _ ì H-+* 1^ ì ‘A 

3 * 3 3 a 4 3 <* s * 

— =y s — -f-LlT. — ec. hanno per radici y } — a, y ì —a.a ì , 

e> al O/* 1 * 


1 + 3 


l-t-2-3 


jf* — rf.d 1 ’* ec. , il che dà. j = a 1 ,J = a 1 ,_y = « 1 


I-t-H 


ec. , e perciò pongo in generale y — Au m -+ B« 

1 -»- 2* 1 -*• 3» 

tu m 


■D * * 
ec. , avremo o = 

— a z= — u 

£ «-+•» f8-H» 

- + T-> = ^ a A 

C «M-2» 


, w> -+» 
fn by 

ec. Ora poiché o = — « -f y -+ — ~ — -+ 


'-*■ mA m ~ l C» 

1 A »»-2 B x 

2 

, . £ W-+8-I 

-+(«-+ n)~^ A B 

c m-+2n 
•+ — A 

et 


2 n 


ec. 
• ec. 
■ ec- 
’ ec 


Trovati al solito i valori di A , B , C cc. , viene j = 

I - 4 * If I I 2 W 

b , ( T —t-m-+?n)b* — ‘lacm 

— r — — — - — - i h -' u — * • • ■ 


U — . — u 
am 
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/(2w*-f9w«-+9» !I ~^~3CT-t-6 q ->- 1 )6* ( ; - 4 - m -4- "n)&c d \ 

V — b(fm l a 1 /» 1 am) * 

IH- 3» 

» ” -+ee. 

Applicazioni . I. Sia x = §y*-+ 3 J ? -+ \y *-+ 1 > y ■+ ec. ; si 
avr'a a = £ , b = -5 , c — | , d = ìec., m = 3, • = 1 , u = — = 2 x, 
J j_ 

e quindi y = # 1 — § # ■+ ti 1 — -i- *’ ec. 

j_ 

II. Sia .r = y * — f > 1 — f > * — -,%> * — ec. ; avremo 

0 = 1 , b = — i, c = — -J- » d = — ec. , m — — \ , » = 1 , 

„=£ = *, c perciò, = + «c. 

34<5. Se fosse #» = »= I , la formula generale sicangiereb- 

te in, = . _ A «' H- «• H- „.e C .= 

i_ * _ 1 ^ b \z^ a ±l=- a H x* -+ 

a a* a s a 1 

nb 1 ( 2 y — $ac ) - 4 - 3.»* ( ibd -+ c* ) — a^e f e{ . 

a 9 - 

346. E se fosse m = I , » =b 2 , la formula diverrebbe y = « — 

1 « M- §£!- — H- Mc -**d-lrt* a 7 ec — _L *_.**»-+ 

. yii a a* 


Zi 'l —j c _ x < t Salc — a' d—izb 1 r1 ec 

a.1 a‘° 


DEI LOGARITMI. 

X Geometri si dolevano da gran tempo del- 
la lunghezza dei calcoli nella moltiplicazione e 
divisione dei numeri molto grandi, e soprattut- 
to nella fbrmazion delle potenze e nell’ estrazion 
delle radici un poco alte: quando Nepero, uo- 
mo di raro genio, ridusse le moltiplicazioni a 
somme, le divisioni a sottrazioni, le formazioni 
delle potenze a moltiplicazioni assai corte, e 1’ 
estrazioni delle radici a facili divisioni. Ecco i 
principi di si utile teorìa. 
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progression geometrica qualunque 
a’ : a* : a s : a 6 : a 7 : a 8 ec. ; 


fatto per esempio a — 2, sarà 

-4r 2* : 2* : 2' : 2 3 : 2 4 : 2* : 2 6 : 2 7 : 2 8 ec., cioè 

-ff- I : 2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 64 : 1 28 : 256 ec. 

1°. Vogliasi il prodotto di 2 3 X2 4 = 8 . 16; 
sommo gli esponenti 3 -4-4 = 7, cerco fcsponen- 
te 2 ,e sottodi esso trovo 128 ; dunque 8 . ió=t 128 : 

2°. Vogliasi il quoziente di ^ = 7^» sottraggo gli 
esponenti 8-6 = 2, cerco l’esponente 2, e sotto 
di esso trovo 4; dunque ^ = 4 : 3®. vogliasi la 2* 

potenza di 2 4 = 16 ; moltipiico gli esponenti 2.4 = 
8; cerco V esponente 8, e sotto di esso trovo 

256; dunque a 4 *" = 25 6: 4 0 . vogliasi la radice 
3 a di 2 6 = 64; divido gli esponenti 6:3 = 2, cer- 
co l’esponente 2, e sotto di esso trovo 4; dun- 
que 2 6:3 = 4. Tale è in sostanza il metodo di 
Ne pero. 

348. Gli esponenti di a diconsi Logaritmi ; 
onde se a=io e la progressione divenga -H- io° : io 1 : 
io 2 : io 3 ec. = 1 : 10 : 100 .- 1000 ec. , 1’ esponen- 
te o è il logaritmo dell’unita, l’esponente i lo 
è di io, l’esponente 2 lo è di 100 ec. Ma poi- 
ché questi esponenti danno i soli logaritmi de* 
numeri 1,10,100,1000 ec. , e mancano i loga- 
ritmi dei numeri intermedj 2,3,4 ec. , 11,12, 
13 ec. e quelli delle frazioni, si sono aggiunti 
a ciascun esponente alcuni zeri in forma di de- 
cimali, e la progressione è divenuta, 

.. 0,0000000 1,0000000 , 2,0000000 , 3,0,®OOCOO . 

*“.r IU • lu .IO IlO • vv« 

Inserendo in questa formula degli esponenti in 
progressione aritmetica, i valori del lo elevato 
alle potenze da essi indicate, saranno numeri in 
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progression geometrica, ed avranno per logarit- 
mi gli inserici esponenti . Perciò con inserire 
9999999 proporzionali aritmetici tra i pri- 

mi due esponenti della progressione (228), si è 
trovata una nuova progression geometrica i cui 
primi termini sono , 

.. . 0,0000000 , 0,0000001 . 0,0000002 . 0,0000003 
■— io : io : IO : IO : ec- 

e i valori di questi termini sono interi e rotti 

compresi tra 1 e io . Ve ne sarà dunque uno = 

2 , un altro = 3,un altro = 4 ec. prossimamente. 

Si è trovato per esempio che può farsi 2 = 

io o, 3 oio 3 oO i3 _ ^0,4^1213, 4 = io o,6o2o6oo > ec _ „ 

si son*riguardati questi esponenti come i loga- 
ritmi di 2, di 3, di 4, ec. 

349. Con calcoli stabiliti su questa idea 
ma d’ immensa estensione, furon costruite le Ta- 
vole dei logaritmi per tutti i numeri da 1 lino 
a 100000. In alcune di queste tavole i logarit- 
mi hanno dieci, quindici e venti decimali; ma 
bastano d’ordinario i primi cinque. Per ben 
comprenderne gli usi è necessario aver delle 
Tavole fra le mani. 

350. Frattanto senza di esse si può inten- 
dere che i logaritmi dei numeri fra 1 e io deb- 
bon cominciar per o; quelli dei numeri fra io 
e 100 per ij dei numeri tra 100 e 1000 per 2 
ec. Questa prima cifra dei logaritmi (che è il 
numero intero dell’esponente ) si chiama Ca- 
raneristica del logaritmo, perche fa conoscere 
di quanti caratteri è composto il numero che 
gli corrisponde, dovendo questo numero avere 
una cifra di più delle unità che contiene la ca- 
ratteristica. Così il logaritmo 4,814560 appar- 
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tiene a un numeso di cinque cifre perchè la sua 
caratteristica è 4. 

# t '% 

Proprietà dei Logaritmi in generale. 

351. Sia a un numero maggior dell’unita; 
sia m l’esponente della potenza a cui bisogna 
elevare a per avere un numero b, di modo che 
si abbia a M — b: sarà m il logaritmo di 6(347), 
e si è convenuto di scriverlo così, m = Lb. Per 
la ragione stessa se sia a" = c, avremo n = Le; 
onde moltiplicando le due equazioni a" = 6 , a" = e, 
sarà a m X a" = a m * H = bc ; e però m-+ n = Lbc: ma 
sommando l'altre due equazioni m = Lb ,n=Lc , 
viene m -+ n = L6 -4- Le ; dunque L6c=L6-*-Le, 
cioè il logaritmo ài un prodotto e la somma dei 
logaritmi dei suoi fattori (347). 

352. Avremo anche L6(=L — ) = L6c- Le, 

cioè il logaritmo <T un quoziente e la differenza 
uà i logaritmi del dividendo e del divisore (347) . 

353. E se sia bz=c, avremo L6* = L6 -+Lò = 
2L6, e in generale Lb” = mLb, cioè il logaritmo 
d' una potenza b m è il multiplo tn del logaritmo 
della sua radice b (347) , il che vale anche per 
r estrazion delle radici che son potenze rotte (159)» 
Ecco alcuni casi più comuni: 

L abed ec. = La h- L 6-4-Lc-4- Li ec. 

L(a 1 -A’ i ) = L(a- 4 -A , )-t-L(a~A'). 

L^ = La*+L&HrLc-Ld-Le . 

de 

L — = L6-+L(aH-c) - L(m-t-n). 

tn *+ u 

La’" = mLa La~" = - mLa. 
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La p c = /nLa -+■ òLp-+gLc . 

M . * 

La” =” La La *=-^La. 

L = La ■+ nL 3* - zLr . 

LV (a s -A ,I ) = fL(a-+A , )-<‘fL(a-a:). 

L \/( a 5 - ,r ? ) m = — L ( a - ) -4- — L ( a a ar -4- .v 1 ) . 

» « 

L 4 L ( a - a* ) -+ 1 L ( a -+ x ) - a L ( a - 4 - a- ) 

= |L(a-o:)--|L(a- 4 -A'). 
L ^ì^= L, -ÌL(ih.^)==-L^(ih.^). 
Lqa 1 ■+ La 4 -+ «L3 = L3 -4-2La-4*4La-4 5L3 
= 6L3 -4- < 5 La = 6L3a = L ( 30 ) 6 . 

Calcolo de Logaritmi per mezzo delle Serie. 


354. Dato un numero qualunque x_+ I provarne il logaritmo. 
Poiché un logaritmq o ha la forma di rotto o è un rotto (348) 

che può sempre ridursi a qualunque sieno <p,p , la se- 

rie che lo esprime procederà al solito (324) , e avremo L(l-+r) 
t= P-4- Ax -+ Br* -+ C* 3 -4-ec- dunque se * divenga x{x -+ 2) , 
sarà. L(l — 4 - j» )* = ( 353 ) 2L(l-4-tf) = P-i-A:*(*- 4-2 )- 4 - 
Bjc* ( x -i- 2 ) a -4- Oc 3 ( jt -t- 2 ) 3 -t- ec. = 2 ( P-4- A* -4- B.r* -4- 
C* 3 -+ec. ), cioè trasponendo e riducendo 

o = P — Ax 2 — 4B.r 3 — Bx+ — ec. ,c perciò P=o,B=— A, 


— 2B — 6C — 12C 
-14D 

C = 3 A , D = — ^ A ec. ; dunque L( 1 *+«•) = A ( * — •£ ** -+ 
i * ? — 4 x* -4- i x s — ± x* H- ec. ) . 

34,56 ’ .«• « 

355- Osservare che la quantità A è indeterminata , onde 
il numero stesto I -4- x può avere un ' infinità di logaritmi diffe- 
renti . Ma il più naturale di tutti i sistemi essendo quello di 
Nepero ove A = I , i logaritmi calcolati in questa ipotesi si 
* son chiamati Naturali e anche Iperbolici attesa la lor relazio- 
ne con P Iperbole equilatera , come a suo luogo diremo . Dun- 
que tutti i possibili sistemi di logaritmi posson ridursi a quel- 
lo dei naturali 5 poiché in ogni sistema il logaritmo di I -4- 
eguaglia il prodotto del suo logaritmo naturale per la quanti, 
ta costante A che si chiama il Modulo • Così se LO sia il 
logaritmo delle Tavole o Ordinario d’ un numero qualunque, 
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e LI il logaritmo iperbolico del numero stesso, si avrà L 0 ~ 
A. LI ; e se LN sia il logaritmo del medesimo numero in un 
altro siscema, si avra del pari L Nzz: .LI; onde fissato A, 

A come insegneremo tra poco , e dati i logaritmi iperbolici , 
si avranno subito i logaritmi d’ogn’ altro sistema. 

356. Ripiglio 1 ’ equazione L (l -+• X) = A ( x — ±x* -+• i x ì — 
ec. ) , che supposta A = I , diviene L ( I H- x ) == x — £x* H- 
— ec. , e aggiunto ai due membri La, ottengo Z.(«H-<i.v) = 


La ■+ x H ec. Sia ax — 


•j~~* 2 

: z ovvero X =2 , e sa- 

li 


là L{ a -+ * ) = La H- ^ } — ec. , L[ a — z) =z La — 

~ — dunque Ha H-e) - L( a - *) = 

J (a->rz\ 2 z( . a* z+ z s \ 

L \J^z)-~i\ 1 ^ " 4 V*'^~ feC - )> serie SCmpre 

* 3 f- 2 

convergente, perchè — — ^ quantità positiva e perciò «>z. 

357* Applichiamo questa serie al calcolo de’ logaritmi e sup- 

ponghiamo a ~^ r ^ ~ — ; sarà — = — - — , e L( — -- — ) ovvero 

a — z m- X a iì«— 1 \m — i / 

Lm — L[m — i) = — 2 — ( ih — — 1 ? h 

v ’ 2m — x V 3 ^/b-i ) 1 5 (aw -:) 4 

. ;« •+ ec - ) > onde Lm = £(w-i)-»— J-+ - 7 — -* — rr ■+* 

2 ( 2 tw— / > T im-\\ 3 ( 2 vr— x) 

5 (o„-Ì 7 ec ") ** ,na £ l uan< fc > Sl cerca il logaritmo di tn si 

suppone noto quello di m — X ; dunque si avrà quello di m per 
mezzo d’ una serie convergenrissima , specialmente set/» sia un 
numero alquanto grande. Così volendo il logaritmo iperbolico 

di 2 > sarà »= 3 , onde £2 = — ( 1 h 1 ? — 1 — 

3 ^ 3 • 3 1 5- 3* 2 -3* 

*c)= 0,69314718 ec. presi nove termini della formula: se vogliasi 

il logaritmo di 5 , sarà , onde Le,=2L2 H- — (l H — — H* 

j 9'- 3-9 

ec -) = 1*60943791 . E’ dunque facile trovar con que- 
sto metodo ì logaritmi de’ numeri primi da cui si hanno quel- 
li di tutti gli altri numeri ; poiché sommati i logaritmi di 2 
e di 3 , si ha quello di 6 (351)* quello di 4 è doppio di quel di 
2 . quello di 9 di quel di 3 ec. 

358 . Determiniamo ora il Modulo A per il sistema dei 
logaritmi ordinar) in cui 4 = .oe perciò L io = I ( 348 ) . Si 
avrà dunque (355) LO lo=AxL/ lo: ma LG lo = 1 e Li, 10 = 

S 
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Lh ■+ L'5 (350 = 2,30358509 (35!) *» dunque A = _ 

= o 43420448 ec. , Modula delle Tavole : e però i logaritmi iperbo- 
lici moltiplicati per 0,43429448 I9°3'25 1 82765 li 2891891660508 229 
439‘ , oo48o3666566lI44fi4, si riducono a quei delle I avole ; e reci- 
procamente quei delle Tavole moltiplicati p £ e 2 , 3 02 j 8 ^ c 92 994 0 4 5 6 8 4 
01799 1454684364207601 IO 1 488688772926033323 , Si cangiano in i- 

pcrbolici , ,, 

35 9 . Così si determinerebbe il Modulo A in ogn altro si- 
stema : ma ci serviamo di quelli soli di cui abbiamo parlato . 
Quello delle Tavole ( chiamato di Briggs perchè Briggs le cal- 
colò il primo ) serve alla Trigonometrìa, quello de’logaritnu 
iperbolici è di grand’ uso nel (calcolo Integrale . Il numero a si 
chiama la Base Logaritmica del sistema : così IO è la base del 
sistema ordinario; quella del sistema di Nepero 03,718281*3, 
come vedremo » In generale , la base di un sistema qualunque 
di logaritmi è il numero il cui logaritmo è I . 

360. Dato un logaritmo trovarne il numero . Se il logaritmo e 
ordinario si riduca (358) all’ iperbolico z , e sia I -+- x il nu- 

x ' 1 X 3 

mero cercato ; si avrà per le cose dette a = * — — -+ — ec. 

Per trovare il valor di .v in z , presa la formula (345) x = 

a bz~ 2 & 1 — ac , . v ,1 T ,1 

-- -4 a 5 ec. , Si avrà = I c = 

a a' * a f 

rf=-ie c. , ed 1 -4 - a? ==i — t-* -+- |z* -+ J-* 5 •+ uiTjrqr* 4 ■+ ec * 
In generale un numero qualunque » — 1 “*• )L» iL 1 « -+ 
£> » -*■ ec. on<Je »* = I -*■ Ln m -+ ±L'n m ec. = I -+ min -k 
ÌÙ» x £«■» ec. =• I -4 min -4 ty/'L'n ec. , serie che convergen- 
do in ogni caso , risolvon generalmente il problema 

361. Applichiamole a trovar la base de’ logaritmi iperbo- 

lici , o il numero c il cui logaritmo iperbolico è 1 , cioè Le t= 
I . Qui si ha f = I41-t| €C * = 2 »! l 828l8a 

845904523536028 = (!-+£)“ (268) . 

Dunque e x = I ~kx~k •+ ec. = ( 1 -4- ) cc ( 147.268 ): 

onde 1°. e 00 =00: 2°. £ co = co Le — z o, cioè il logaritmo 

un numero intuito e l' iujìnito : 3 0 . -^5 = — ,e£— (=£0) = 

£1 — 00 £e = — oc , cioè il logaritmo di zero è V infinito negati « 

vo : 4 0 . se e Lz = « . verrà LzLe — Lu , cioè £z = £«f , z = # , 

ed e^ z = z\ dunque se z — a? , sarà a? t? a \ se z vz co, 
, £«» I y L} —Lx I _ t 

verrà e tccojssztr — , sarà xe — xe — x. ~~ — X-x 

' La-- — Z.0 Z(30 00 j 

= I : ove x = o da oe ° = oe = ot ~ oe 7 = 1 , ed x — 

.. £ T - — £ oc Lo -» „ . . 

w ila m e * » » = co e vz vo e ~ I . Per evitar le 
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contradizioni che sembran nascere da questi risultati , si av- 
verta che l’infinito è di più ordini ;27-i), e che l'infinito lo- 
garitmico è infinitamente minore dell’ infinito assoluto già con- 
siderato altrove (265): infatti quello da co.o —ir. ^266) , e 
questo da — 00 . o =0 Io — Io° — Li ~o (348) . 

Uso dei Logaritmi nella risoluzione di varie 
Equazioni . 

362. Molte equazioni che sfuggon le regole dell’ Algebra 
ordinaria si risolvon facilmente coi logaritmi . liceo degli 
csempj . . 

I. Sia l’equazione a* — b : saia (3C3) La x — xLa — Lb, 
Lb a mx 

onde x = -jgg . Sia ^nx~T — c -, sara tuxLa -+ (i-ba:) Lb — Le , 
onde mxLa-nxLb-Lc-Lb , ed * = = - 


b mx ~ 

Sia anche a* — — ; sara x La = mxLb — nLb — qxLc \ 


n Lb 


ts 


onde *=^ZjLc~£j ■ Sla infine =f*~> j sarà nLb 

— ~ Lb — mxLc — xLf—pLf , onde ( mLc ■+ Lf) x* — ( nLb -+ 
fLf) x — — rLb , ovvero x* Lc m f— xLb*P = — Lb r , che riso- 

luta, da x — 2Le m ytz V V4(Ie*/) a ” Lcf}' 

363. II. Sieno ico eoo abitanti in una provincia e la popo- 
lazione vi aumenti ogn’ anno di -- : qual sarà il numero de- 
gli abitanti al fine d’ un secolo? Sia »= Iooooo, numero da- 
to degli abitanti , il quale per la condizion del problema sarà 
dopo un anno n -+ - n — «(i}i) ; al fin del second' anno di- 

venterà n (4-) 1 » al fin del terzo n (£-) } ec. fino al termine di 
un secolo , in cui 1 ’ espressione sarà « (3 Dunque loo 000X 
( 5I)' 00 —X, numero cercato. Ma troppo ci vorrebbe ad al* 
zar ai alla centesima potenza senza i logaritmi , che subito danno 
L 100 000 -+• 100 L = Lx ; e siccome L ai — Z31 — A30 = 
0,014240439 ( per Tavole con dieci decimali come quelle d 
Ulacq.) *, dunque ico L *-*- = 1,4240439 ; ma Ileo eoo = 5 ; dun- 
que Lx — 6,4240439 : e * = 2654874 . Saranno dunque dopo 
loo anni 2654874 abitanti . 

Nel ripopolarsi la Terra dai tre figli di Noè e dalle 
loro tre mogli , in qual proporzione dovea crescere ogni 
anno la popolazione perchè vi fosse un milione d’ uonù- 
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ni in 200 anni? Sia — l’ aumento annuo; dunque 6 
,* x . 

, 1 - 4 - X ( \CCOOCO\ 1 00 .. , I- 4 -tf 1 

, =1 ocoooo, ed— - = 1 — ~ ) : perciò L ~~ = 2oQ X 

IOOOOOO I , ,• 1 -+* 1061963 

= _ 15122I848:=a026I092 . 0nde --^___- 

, ed 16 in circa. Bisognava dunque che il genere umano 
crescesse ogn’ anno d’ -~g , il che attesa la sanila e lunga vita 
de’ Patriarchi , riesce assai verisimile . 

Qua’’ è la quantità di cui dovrebbe crescere ogn’ anno un 
popolo , per diventare al fin di ciascun secolo piu numeroso 

del doppio ? Sia » il numero degli individui e — la quantità 

ricercata ; avremo per ogn’ epoca secolare, » (— — ) 

I-+jf I l-i-x 1 0069556 

che da L =: ; — £2=0,0030103 ; onde — — = ; , 

x Ioo > o x io 000 000 

ed x = 144 , poco meno . 

Se un certo numero d’ uomini aumenta ogn* anno della ; 
centesima parte, quant’anni ci vorranno perchè divenga decu- 
plo ? Sia n il dato numero d’uomini , x gli anni cercati, si 
, , . flolY* (ioi\ x 

avrà dopo x anni, « Vj~/ =10», e y =lo; e però * = 

Z,lo io 000 000 

TToT-TZ^r = — 43 ^ 4 ~ = 231 • Dunque 11 numero deg,i 
abitanti diverrà decuplo a ciascun’ epoca di 231 anni . 


OO 

) = 2 » 


RISOLUZIONE DELL’ EQUAZIONI 
Dei Gradi Superiori. 

Supporremo in avvenire ogn’ equazione i°. sen- 
za rotti e senza radicali giusta il metodo che 
presto spiegheremo: 2 0 . senza coefficiente nell* 
incognita alla più alta potenza: 3 0 . con tutti i 
termini in un membro e con zero neH’alcro: 
4 0 . ordinata. Ciò premesso: 

364. Le radici reali d’ un’equazione posso- 
no esser positive e negative, eguali ed ineguali, 
razionali e sorde: ma l’ immaginarie positive o 
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negative son sempre sorde. Le radici sorde e 
perciò anche l’ immaginarie hanno ( almeno a 
2 a 2 e sempre in numero pari ) le Stesse quan- 
tità, se non che in ciascuna coppia simile l’una 
è positiva, e l’ altra è negativa: senza ciò non 
potrebbero distruggersi tra loro e comparirebbero 
nell’equazione, contro l’ipotesi. Dal che segue 
che le radici eguali son sempre razionali; poi- 
ché se fossero sorde , 1’ equazione avrebbe neces- 
sariamente dei radicali. 

365. Se x*-2ax -t-a* = 0, il primo membro 
dell’equazione è il prodotto di x~a per x-a\ 
è poiché questo membro si riduce a zero, è ne- 
cessario che sia x~a, o x-a~o. Ma perchè 
questo è uh quadrato, non potrà essere zero uno 
de’ suoi fattori, che non lo sia anche l’altro; 
laddove se si avesse x 1 '~{a‘+b)x-+ab = o, ba- 
sterebbe che un solo de’ suoi fattori x-a, x-b 
fosse zero per ridurre a zero il primo membro. 
Supporre zero i due fattori nel tempo stesso, 
sarebbe un riguardare a e b come necessaria- 
mente eguali fra loro, il che non è. Jl primo 
membro d’ un equazione trasposta è dunque il pro- 
dotto di piu fattori semplici, eguali o ineguali. 
Quando son tutti eguali, tutti si riducono a zero ; 
ma quando sono ineguali , uno solo è zero. 

3 66. Ponghiamo dunque {x-a) {x-b) (a’-c) 
(a*-cO = o, e fatto il prodotto, troveremo 

a- 4 - ax* •+ abx 1 - abex ~+ abed = o 
—b -+ac -abd 

— c -+ad —aed , 

-d -+bc -bed 

*+■ bd 
*+ cd 

Dall’esame di questa equazione e d’altre che pòs* 
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son forgiarsi nel modo stesso, si deducono le 
seguenti verità: 

367. X* Tanti fattori semplici e tante ra- 
dici sono iiì un’equazione, come pur tanti ter- 
mini più uno' (contando tutti quelli che le com- 
petono ) quante sono unità nel massimo espo- 
nente deli’ incognita. 

368. II. Se tutte le radici a,b,c y d son po- 
sitive, i termini dell’equazione hanno alternati- 
vamente diverso segno ; avrebbero successivamen- 
te lo stesso se tutte le radici fossero negative: 
in generale tante son le radici positive d’ uri equa- 
zione quante /’ alternazioni di segno , e tante le 
negative quante le successioni d’ un segno stesso , 
se non vi sieno radici immaginarie , 

369. III. Onde se tutte le radici fossero ne- 
gative, i termini pari, secondo, quarto, sesto 
cc. , verrebbero col segno -+ : si mutan perciò le 
radici positive in negative col mutare i segni 
dei termini pari, o ( che è lo stesso ) con lo 
scriver - x in luogo di x. 

370. IV. II coefficiente del secondo termi- 
ne è la somma di tutte le radici con segni con- 
trari ; quello del terzo, del quarto ec. è la som- 
ma dei prodotti di esse a 2 a 2 coi loro segni , 
a 3 a 3 con segni contrarj ec.; l’ultimo termi- 
mine è il prodotto di tutte col segno -+ se il 
numero delle negative e il grado dell’ equazione 
sono ambedue pari o impari, e col segno - se 
un solo di quei due numeri è pari . Onde poi- 
ché la somma e il prodotto di più rotti non 
possono essere interi come si vedrà altrove 
(476 . LX) , le radici razionali d’ un’equazione noti 
potranno esser rotte. 

371. V. Se manchi il secondo termine, la 
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somma delle radici positive eguaglierà quella 
delle negative: se manchi il terzo, la somma 
dei prodotti positivi a 2 a 2 eguaglierà quella 
dei negativi' ec. : se manchi l’ultimo, una al- 
meno delle radici sarà o (370). 

372. VI. Se sia a=~b> c=-d cc., spariran- 
no dall’equazione i termini ove x è a potenze 
impari, e il coefficiente dei terzo termine sarà 
la somma dei quadrati delle radici a 2 a 2, quello 
del quinto la somma dei prodotti dei loro qua- 
drati a 4 a 4 ec. 

373. VII. Se in luogo di ,v si ponga nell* 
equazione una radice qualunque, come a, 1* 
equazione si ridurrà a zero (366); e se postevi 
due quantità p>q> si abbiano in vece di zero 
due risultati con segni contrarj, si concluderà 
che due almeno dei fattori p~a e q- a hanno 
un contrario segno: onde supposto p-a positi- 
vo cioè p> a, sarà q-a negativo cioè q 

ed una almeno delie radici, come a, sarà tra 
p e q. 

374. Vili. Ma se le radici sieno o imma- 
ginarie o eguali a 2 a fi,, a 4 a 4 ec,, qua- 
lunque quantità p,q si sostituisca per x, non 
si avranno mai risultati con segni contrarj; per- 
chè le radici immaginarie non sarebbero più 
tali se potessero trovarsi tra due quantità reali 
p,q> c i risultati {x-p) z , (.v-q) 4 ec. diradici 
eguali a 2 a 2, a ^ 1 4 ec. son sempre positi- 
vi (121). 

375. IX. Ogni equazione con l’ùltimo ter- 
mine negativo ha una radice reale positiva ; 
poiché se il primo è x m e 1’ ultimo- w («è quan- 
tità positiva), fatto x — o, il risultato è-*« ne- 
gativo, e fatto x = 00, il risultato è 00* positi- 
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vo ; dunque l’equazione ha una radice reale e 
positiva tra o ed co (373). 

376. X. Ogni equazione di grado impari 
con l’ ultimo termine negativo ha* dunque una 
radice reale (375): ma se l’ultimo termine sia 
positivo, la radice reale sarà negativa; poiché 
cangiati i segni ai termini pari, le radici posi- 
tive diverranno negative (369): ora in tal caso 
l’ultimo termine è negativo (3 67); dunque 1’ e- 
quazion trasformata avrà una radice reale posi- 
tiva (375); dunque la proposta ne avrà una ne- 
gativa . 

377. XI. Ogni equazione di grado pari con 
1’ ultimo termine negativo, ha due radici reali, L’ 
uua positiva e l’altra negativa; perchè una è già 
positiva (375), e cangiando i segni ai termini pari, 
l’ultimo resterà negativo (367); dunque la trasfor- 
mata avendo una radice reale positiva (375) * 
dovrà la proposta averne, una negativa. 

378. XII. Ogni equazione senza secondo termine e col ter- 
zo positivo, ha delle radici immaginarie e può averla tutte ; 
col terzo nullo ne ha delle reali e dell’ immaginarie ; e col terzo 
negative , ne ha delle reali e può averle tutte .* poiché la 
somma — 2lJ dei quadrati delle radici (150) sarà nel primo 
caso negativa , sicuro indizio di radici o tutte o in parte im- 
maginarie (205); nel secondo sarà zero , il che indica radici 
parte reali c parte immaginarie; e nel terzo sarà positiva, in- 
dizio di radici o tutte o in parte reali . 

379. La proprietà deli’ ultimo termine d’es- 
sere il prodotto di tutte le radici (370), dà il 
modo di trovar le razionali. In fatti se si divi- 
da l’equazione per .vnfcqualche divisore dell’ul- 
timo termine e la divisione riesca, si ha subito 
una delle radici. Divisa per esempio l’equazio- 
ne ** -ux’-t-ec. (3 66) per x- a, si avrà per quo- 
. zientc ^ 5 -ec. , il quale diviso pure per x-b da- 
rà jr a -ec. , e così di seguirò finché si sieno tro- 
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vati tutti i fattori dell’equazione 
Onde volendo quelli dell’ equazione x* 
25.VH-21 =0, si ha in generale a-^fDzi =0 ( in 
tendendo per D2 1 qualunque divisor di 2 1 ) e tro- 
vati i divisori di 21 (38 . IV.) che sono r± 1 , =±3, 
=± 2 ,=fc 2 i, si divide per A’-t-r che non riesce: 
si prova x~i, che dividendo esattamene? l’e' 
quazione, è uno de’ suoi fattori. Coi medesimi 
tentativi si trova v-3 e x-*y, altri due fatto- 
ri , d’onde si conclude che le tre radici sono 
1,3, -7, di modo che uno qualunque di questi 
valori sostituito nell’equazione in luogo di x a 
la riduce a zero. Del resto se i divisori son 
molti, il metodo di vien fastidioso. Or per esclu- 
der la più gran parte de’ divisori inutili vi son 
degli espedienti che presto indicheremo. Si os- 
servi intanto che con questo metodo le quanti- 
tà complesse possono sciogliersi nei lor fattori; 
basta perciò eguagliarle a zero e trattarle come 
equazioni. Cosi volendo i fattori di x'-a~, si 
fa A ,2 -a I = o, e l’ equazione risoluta dà i fatto- 
ri cercati A’-a, x-+a . 

380. Spesso è cosa utile di eguagliar V incognita dell? equa- 
zione ad una» o più nuove incognite sommate , sottratte , mol- 
tiplicate o divise per qualche quantità nota o indeterminata . Se 

bx ' 

per esempio , debban togliersi i rotti dall equazione x 1 •+ — - -+■ 


S 


y 

— o, si farà x = , e la proposta dopo la sostituzio- 


ne si trasforma in 


b* 


cy . / . 


a(odg)* 

moltiplicata per ( adg ) 3 diventa y} -t- bdgy' a' cdg' 3 

3 3 

a'd'fg* —o. E se dall’ equazione x — y/bx' -V \/b'c debban tc» 

33 

gliersi t radicali, faccio y/bx'—y, y/b'c — z , ed boi. x =J~+» 
z, II. bx' —y } , III. b'c — z.* : pongo nella II. il valor di y 
preso dalla I e viene IV. bx' = *> — Sx'z -b 3.V5 1 — a* , on- 
de sostituita qui il valor di z* preso dalla HI- , si ha V. z* 

T 
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Ix' 1 -4- l'e — x ì -¥■ 3**1: 

— : moltiplico questa per z , e nuovamente 

o* 

,,r . 3 b'cx-bx*z-b*cz-+x , z 

sostituito il valor di trovo VI z % = ~r— » : 

3* 

quindi dal paragone della V. e VI. ho un’equazione ove z è 
al primo grado, il cui valore posto nella IV., mi dà un’ equa* 
zione del nono grado con la sola incognita * e senza radicali. 

381. Se dall’equazione **±: ax m ~‘ ±c bx m ~ 2 ±=ec. H- w = o 
voglia eliminarsi il secondo termine, si farà x —y -+fe la 
trasformata sarà 

A B C 

y m -+ my"—' f-h — — — — y m ~ * f* -4- ec. . . .-+ u 

±z ay m ~ l ±a ( m — I ) ay "'~ 1 f ±= ec. 

by m ~ x ±: ec. 

ec. 

Or perchè il secondo termine svanisca, dee essere my m ~ l f*=- 

ay m ~ 1 =: o , onde dal che s’ impara in generale , che 

tn 

per togliere il fecondo termine d' un' equazione dee eguagliarsi la 
sua incognita a 4 un altra , meno 0 più il coefficiente del secondo 
termine dell' equazione , diviso per il numero che ne esprime il 
grado . Si prende — quando il secondo termine è positivo ,e -4- 
quando è negativo . Così nell’ equazione x ì — 6x 1 -+ 4at — 1 = o 
pongo x ^=y -t | =y -+ 2 , e sostituendo trovo y* - 8, - 15 — o, 
ove non è secondo termine. Sia x* -f‘2.r , -4 = o . Pongo x=z 
y-^—y’^, u trovo y"< - £ ^ =0 . In questo caso 

ove il coefficiente 2 del secondo termine non è esattamente 

divisibile per l’esponente 4, si potea fare — , con che 

si sarebbero evitati i rotti . 2 

Per toglier da un’ equazione il terzo termine^ basta sup- 
porre — y ” ! ~ 2 ( m - I ) ay m ~- f±z by m ~' 2 — o , onde 

f = =£■?- ±z V ( — — — — -V ma la sostituzione del va- 
m \m m m ~ < ) > 

lor di f introdt.ee per lo più dei radicali. Il calcolo diverrebbe 
sempre più complicato volendo togliere il quarto termine ec. 

382. Questa stessa trasformazione dà il limite delle radici 
d’ un’ equazione , cioè quella quantità che è maggiore di cia- 
sjuna radice r Sommati in fatti i coefficienti di y nelle colonne 
A , B , C . . . . il , avremo 

A = a 

B = -+ ( m - I ) af-+ b 

C -+ («— »)f »».—a a ft -j. ( _ 2 ) bf-+ c 

il =/* -+ af m ~ 1 -t- lf *-2 -4- cf ”~ 3 ■+ ec. . . . -+ w 
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e se si prenda il minimo valor di /'che rende positivi A,B,C .... 
O. , 1 ’ equazione avrà tutti i termini col segno -4 ; dunque i 
valori di y e perciò anche quelli di x — /( — y ), saranno tut- 
ti negativi (368); dunque f supererà, tutti i valori o radici po- 
sitive di x e perciò ne sarà il limite s quello delle negative si 
trova nel modo stesso cangiando .r in — .v (319) . 

383. Con ciò possono escludersi molti inutili divisori dell* 
ultimo termine (379J; poiché trovati i liijiiti delle positive e nega- 
tive radici , non avran più luogo i divisori negativi e positivi che 
eccedon quei limiti . Ma se i divisori restanti sieno tuttora in 
gran numero , si supporrà i=.f— ±z 1 ovvero ec. , • 

sostituito questo valore nell’ ultimo termine CI della trasforma- 
ta , verrà y eguale a qualche divisore di fi (37®) , cioè^=: 
±= Dii (379) ; dunque x = ±= Di* ±=/ed x =p Dii =f/— o : ma 
anche x D<*» — o -, dunque =p Da = =r- Dii cioè i divi- 
sori dell’ equazione x m éc. (381) saranno tutti quelli di fi di- 
minuiti o accresciuti di f, se non si veda a colpo d’ occhio 
che talun di essi non può esser divisore di w . Ecco un esempi® . 

Si cerchino ilimiti di x* — 400* -4 360 = o . Avremo m = 

3 , a — o , l>~ — 400 , c — 360 , e il 

minimo valor di f che rende positi- A = 3/ 

vi A , B ,C » cioè il limite delle ia- B — 3 f * — 400 

dici positive, è /= 20. Scrivendo— C— f 1 — 400/* 3^0 

arperjf, 1’ equazione .diverrà x } — 

400- — 360 = o , onde m~3,a — o,b~ — 400 , c — — 360 , 
e il minimo valor di f che rende po- 
sitivi A , B , C , è f— 2 1 , onde il li- A = 3 f 

mite delle radici negative è — /== 6=3/* — 400 

— 21. Dunque dei divisori negativi C= f ì — 4 oof — 360 

e positivi di 360 Sono inutili tutti 

quelli che superano — 20 e 2i. Ma poiché restano ciò non ostan- 
te 26 divisori , si faccia :t/ = 1 1 , e sarà il = ±= l =p 400 -* • 

360 — ; dunque ( preso il segno di sopra,) =p Dfl =?/"— 

<59 ..... 

I , cioè 1 divisori razionali dell’ equazione , se ne ha, 
saranno quelli di 39 diminuiti di I , e tali sono 42,4 12. — 
2,-4, rigettato— 14 che a colpo d'occhio si vede non poter 
esser divisore di 360, e -438, — 40 che eccedono i limiti. 
Così i 48 divisori di 360 son ridotti a 4. 

•. i . - 

Calcolo delle Quantità Radicali. 

384. Data ai radicali o reali o immaginari la forma più 
semplice (174), si sommano e si sottraggono al solito (116.117), 
e se ve ne son dei simili , cioè con lo stesso esponente nel ra- 
dicale e con la stessa quantità sotto il segno, si riducono pa- 
• » 3 » k 3 

rimente al solito ( 1 1 4) : così y/a -+• y/b -+• 2 y/a — $^b — Sv'tf — 

2 s/b ; y/'Z'la 1 b — ( = 3 <* 3 V 3 ^ — ab'^^ab ) = ( 3 '» 1 — 
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ab' ) y/^ah • La nioltìplicamone e divisione o si accennano coi 
segoi ordinari ( 26. 37 ) o si effettuano dopo aver ridotti i ra- 
dicali allo stesso grado se non vi sieno, il che si fa trasfor- 
mando i radicali in potenze rotte (161) e riducendo i rotti allo - 

stesso denominatore : cosi Vo X VZ = V21 * = V — — VZ ; 

Vo o 

3 5 ì a _•!_ _S_ _i_ 15 

V a X V£* = X =jp xi'j = (a r é s ) 1 5 = V j 
6 „ 13 / 

^ » n» O <h 4 / 


.4 

Vi* 


2r 

• = a 1 - : b 


ir 


3* -4/ a 

1 ' ~ * b* 


I 


385. Nel modo stesso si sommano , si sottraggono e si ri- 

ducono le quantità immaginarie: ma la loro moltiplicazione 
merita avvertenza. Debba moltiplicarsi V-I per V'I» si cre- 
derebbe che il prodotto fosse Vi ~ I ; eppure il vero prodot- 
to è - I (166) : onde in generale y/-a X V-a = ( y/a . V'I ) • 

y/-l ) — V* 1 X - I = — Va* — — a ; yj-a X V * b — ( y/a . y/-l ) 
Wb . V-I ) — \'ah X - I — — Va* ec. Segue di qui l°- che (V-l) J 
= — V-I » e perciò ( y/-i )*■ = ( - V" < )” » valore diverso da 
— (V-l)* Ogni volta che « è numero pari; 2°. che essendo 

= ’ anche ( V-l)“” 3 = — ( V-I ;■”* , e geue- 

ralmente ( V-l ” = — ( V-l )*— *5 3 0 . che se » è numero in- 
tero , si troverà sempre (V-I )*" = ±= 1 e ( V-I ) 1B — ' -= V-I • 
presi i segni superiori se « è pari , e gli inferiori se è impari ; 
4 0 . che un prodotto o un quoziente di quantità immaginarie 
può avere una forma reale , e per darne qui un esempio eh» 
ci sarà utile in seguito , si osservino le espressioni immagina- 
la V'I • Qy/~\ ù\J-\ -a V-l 

rie p — — — , q — -* — — ; facendone i 

2 7 2 V-l 

quadrati e sommandoli , si trova p' -+</' — I • 

386. Si alzano i radicali a potenze intere moltiplicando 1 ’ 
esponente della quantità sotto il segno per quello della poten- 
za a cui vogliono alzarsi . e facendo la riduzione se ha luo- 
go: cosi per alzar y/-2 a cubo, si scrive y/2 ì = y/8 — 2y/-2 ; e 
per alzar y/a” b* a quadrato, si toglie il radicale. Perciò 

( V*-+-V> )* = *-+ 2 V*y-*->; (* V/' J = *’ -+3* 1 V> 

-+ j>\/y : in generale se ì esponente del radicale sia quell» 

m 

della potenza proposta , basta togliere il radicale ; poiché (V*)" 
m • JH. 

s= y/o m — a m — a . 

387. Si estraggono le radici dai radicali moltiplicando 1 * 
esponente del segno radicale per quello della radice da estrar- 

4 4 1 v r t 8 

si : così la radice di y/a è y/yfa^za^ 2 = ai = V<*. ^ 

388. Ma i radicali da cui bisogra estrar la radice, sott 
talora uniti a quantità razionali come/) ±r y/q (2 08) , e può cer- 
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carsi la radicewi di questa espressione . Sia m =s 2 , e si supponga 
che la radice di p*=- y/q sia V* ±= V>» djunque IV*H- V> = 
V ( p -+ Vf ) . H- V* — V> = V ( p — Vf ) • Quadrandole e som- 
mandole si ha III. x-¥y—p\ moltiplicandole insieme si tro- 
va IV. x — 3 — V*( P 2 ~~ f) : e sommando e sottraendo la III. e 

IV. , viene V* = \/ - i V> = . 

Appi. I. Si cerca la radice di 8 -+‘2V*5 ==a ( 4~h Vi 5) • 
si avrà p — 4 , q = 15 5 dunque V* = \/Ì » V? = Va e V2(4 •* 

VI5 ) = ( ±= Va =*= VI W 2 = t V5 t =v'3. 

II. Sia 2Cl±=V4<S) °nde p = 7 , tf = 46» dunque y/x =2 

V = \/ (— j^-). e V2 (?±3$6)=VfrtV3)*= 
V(z-V 3 )* , _ , 

III. Sia -.1 -4- 2V - 2 ; avremo p = -l, ? = -8 ; dunque 
V* = I . V> = V-2, e Vi - I -4- iV-a )= t l Ì= V-2. 

IV. Sia 2 V- • » ondep = o , <7 = -4 ; dunque y/x = l , y/y = 
V-I»e Vi2V , -0 = ± = I± =V-i- 

389. Sia ora rw = 3 , e la radice cuba di p -+ Vv pongasi 
3 * 3 ' 3 

( .v ■+ y/y ) V a ; dunque I. ( x -+ y/y ) \'z — Vip ■+ V?) e per- 
ciò II. (.v — Vj 1 ) y/z = y/(p — Vtf )• Cubandole e sommando- 
le, si ha III. x s z -+3’j»a = /> : moltiplicandole insieme, si 
8 , ■ . 

trova * a — v = — — — che chiamo a , onde.? = * a — a ; 

a 

dunque posto nella 111. questo valor di^, verrà 4* 3 — 3 <*■* — 

-£• 2= o , e fatto * = — , « 5 — ^a 1 » -- l6a*p = 0 . Perciò pre- 
2 » 4 2 1 # 

sa a = I se p 1 — q sia un cubo perfette , o se non lo sia , pre- 
so per a un numero proprio a renderlo tale , cercherò la ra- 
dice razionale di quest’equazione (329) che dee averla se p -4- 
Vq è un cubo , e conoscerò u , x e quindi y—x* — a . 

Applicazioni, I. Qual’ è la radice cuba di IO-+6V3 — 
2(5-+3V3)? Sar ^ P =5. tf==*Z . che non è 

cubo . Pongo dunque 2 = 4 e viene a — — ì , e 1 equazione « 

— - ec. diventa «* — 9 6u — 12S0 — o , da cui si ha ■ ~ 8 , X — 
3 ^ 3 3 

•§ » y ■— I e perciò V2(5 -4- 3 V3) = ( 2 ^ ) V4v2 = I-*V3 . 

II. Qual’ è la radice cuba di 8 -4-4V5 Vó) - ^ 

ha p — 2 , 4 — 5 , p* — 4 — — 1 che è cubo ; dunque a = I » * — 
— le l’equazione « } - ec. diviene ti > -+I2« — 32 = 0 che da 

« = 2, e V4(3-4-V5) = (i“ 4 'V , 4)^ 4: T 

. Lo stesso metodo ptesso a poco serve anche per le 

fa 

radici più alte. 


c 
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3 po. Si dee qui osservare che qualsisia quantità, ha sem- 
pre tre radici cubiche o terze, quattro quarte, cinque quinte 
ec. in infinito. Così nella prima applicazione trovammo i - 4 - 
V 3 radice reale di 10 - 4 - 6 ^ 3 - Volendo 1 ’ altre due, si fa- 
rà in generale z’ = lo 6 ^ 3 , onde — r ! —o, equa- 
zione che divisa per z — r — z — I — V 3 , dà z 1 - 4 - rz - 4 - r l = o , 

e quindi l’ altre due radici saranno z — — - — T -- — . . . 

-I— V > 3 te ( | -* V3W — 3__-i-V3 ± = f 3~b ^3) v^— | Co5Ì 

se r 3 = — lo -4 9%/'3 e perciò r — 2 - 4 - V*3 > 1 ’ altre due radici 

jl. ± y_^3V-3 ;e „, 1= _ II _ 2v ,. I 


saranno z = 


__ — 2 — y-s ■ 


onde r=l- 4 - 2 \/-I, si troveranno 1 ’ altre due radici z = 
ec. Vedremo nella Trigonome- 
trìa come si trovino tutte le radici quarte , tutte le quinte ec. 


Equazioni con Radici Razionali 

39!. Dovendo risolvere un* equazione 0 = A-t-Bv-t-Cx 1 - 4 - —• 
•4-x* , comincio dal cercarne i divisori razionali sostituendo- 
vi l per x : se con l’uno dei due valori o con ambedue 1’ e- 
quazione si riduca a zero , essi saranno sue radici (333) ; se 
no , non entreranno più in calcolo . Sia x -+ d d fattor 
dell’ equazione , cioè sia d uno qua- 
lunque dei divisori ridotti dell’ ul- 
timo termine 1383); dunque il pro- 
dotto di *_+■ d per un’equazione della 
forma 0= E^- 4 -E’ ' x-’r E "’x 1 - 4 - . . . -+• 
x m ~~' .restituirà la data (35) . Or 
paragonando i coe'licienti di ambe- 
due , si hanno 1’ equazioni generali 
poste qui di faccia, che tutte do- 
vranno' dar numeri interi 0 positivi 
o negativi per F/ , E" , E"’ ec. e 1 ’ 
ultimo dovrà ridursi ad I , se x 
d è divisor della data : altrimenti 
ella non avrà divisori razionali . Ec- 
co un esempio . 

Vogliami i divisori di © = — loo— lo* •+ 3 * 5 ~ ’ 
8 * 4 - 4 -* > ’ in cui ±= I non riescono, ed avremo A — ~ loo, 
B = — io, C = 66 , D = 3 , F = — 8.. I divisori di ico ridot- 
ti (383) son quelli di 36 accresciuti di I , cioè d~p ‘ì . — 4 » 
= 5, =:10, = — 2,= — 5. Fatto et — 2 nell’ equazioni di fac- 
cia , viene E' = — £,0 , L" = 20 , E"' = 23 , E' v — 10 , E v = 1 ; 
dunque *- 4-2 è tin divisor della data. Fatto d— 4, si ha 
li' = — 25, E" — , numero rotto, e un rotto si ha pure da 


A 

d 

B - E* 
d 

C - E» 
d 

D-E" 

. d 


— E' 
= E" 

= E'" 
= E" 


= »•> = , 
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</ = 5 » = 10 » — — 2. Fatto il — — 5 , trovo E' = 2o , E" = 6 
È'" = — 12. E" — — 3,E v — I ; e però anche x - 5 è un di- 
yisor della data. 

Osservazioni. I. I valori, di E',E",E"' ec. sono i coeffi- 
cienti dell’ equazioni 0= E' - 4 - E"* -+ ec. che si avrebbero di- 
videndo la data per *-f-2,* — 5: esse nel nostro esempio 
sono* 4 — IO* J -+- 23* 1 -4-20* — 50 — O,* 4 — 3 * J — I 2 * 1 - 4 - 6* -fc 
20 = o. 

II. Sottratte 1 ’ una dall' altra queste due equazioni , si sark 
divisa la data per il prodotto di ambedue ( 44 . V ) , e avre- 
mo *> — 5* 1 — 2v -+■ ioc.10 ove potrebbero esser dei divisori 
eguali ai già trovàti . Infatti ripetuta 1’ operazione coi divisori 
di lo ( esclusi però -*■ I , •+ 5 , — I , — 2 che non riuscirono 
nella passata ) si trova un’altra volta il divisore * —5. Così 
si hanno le radici eguali che son sempre razionali ^364). 

• 

Equazioni del terzo grado . 


392. Se un’equazione cubica non abbia divisori razionali , 
fo svanirne il secondo termine (il che supporrò sempre in av- 
venire ) e la riduco ad * 5 - 4 - px -*■ a —O. Posto * = y— , 

3 y 


avrò y* ~ -*■ qz=o (144) , onde risolvendo (20S) , =: — 

i *= Vtff ■ -*■ % ) • *' r = iì? - f t Ve ■* £ ) • • 

,»inai 3 V *= V( ? f ■+ £)] - ■ ÌÌVi 

V(^ + ^X! 0V,e ™ 

~~~ V*^- • Cosi* 5 -4*9* -4-6 = 0 ovep = p,- 

3 3 

,y:=6, dà * = \/3 — V 9 « - ? 

pi A 

Osservazioni. I. Poiché q = 7 — y 1 , se sia — -£-(=*— 

27>* n. 3? - •• 

) — z onde f — ~~ 3 JfS , P equazione * 5 ' , - 4 - px -+ q — o diverrà. 
x 1 — Zxyz—y 1 — z* = 0 che divisa per * — y — z , dà ** - 4 - 
(y-*-z)*-H>*H-z* — yz —o,à' onde 1’ altre due radici * = 
— (j- 4 -z)±= jy — z)y/— 3 - y ±=>V— 3 — s =f zy/- a __ 

2 ,J1 2 
<-i± =V-3) ^ _ Ofc_V-s) z _ V_-3j j" _ #. 


% 
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«i vede che se ve; sia reale, le due nuove radici sa- 
ranno immaginarie : ma che diverranno se -y/ è im- 


si 


ha — > — ? Pongo 




inaginaria, cioè' se con p negativo 

^ = A-Hlv / -I (205), e il primo 

valor di x ( = A -4 B\l - I -4 A - B y/ - I =r 2A ) diventa reale ; 
lo stesso è degli altri due : sicché quando con p negativo si ha 

pi n* é 

— > — , i tre valori di x son reali ; e vedremo tra poco e poi 
27 4 . . 

nella Trigonometrìa come si abbiano per approssimazione ; 
invano si è tentato di determinarli esattamente, e perciò que- 
sto caso si è chiamato irriducibile . 

Il* Con lo stesso metodo si risolve ogni equazione della 
forma x 3 * - 4 />x** •+ qx" -+ r — o fatto x n =y . 

Equazioni del quarto grado. 

393. Un’equazione del quarto grado x 4 -4 tx* -+ qx -4 
U—o senza divisori semplici, può averne dei composti di 
quantità o miste con radicali o tutte razionali . Quanto ai pri- 
mi , prendo due divisori i più complicati x * 5 = mxy/n -t- b tir 
( ovvero rp ) cy/n , e il loro prodotto mi da 1’ equazione com- 
postissima x 4 -*- ( 2 b — w’n ) x a — ( ovvero -+- ) 2 cmnx — c*« -4 
Ì*=o, in cui fatte zero o una o due delle quantità b,c,m, 
si hanno sette equazioni diverse , cinque delle quali son fuori 
del nostro caso, e per 1* altre due nascono i seguenti teoremi. 

394. I, Se t = — , i divisori saranno x 1 ( ov- 

4 « 

vero’rp ) y/ - u , presi i segni di sopra quando q , « hanno il 
segno stesso : tali sono 1 ' equazioni x 4 gx^tlr 30X H- 45 = o . 

395. II. Se 2E — *=r — - f —, ( E è un numero intero posi- 

4 ( E- « ) 

tivo o negativo ) i divisori saranno x* Ir x\ f { 2E — t ) E ir 
( ovvero =p ) y/(E* — u ) , presi i sogni come sopra . Così nell’ 
equazioni x* rp I2x — 17 = 0 riesce Er 1, e i divisori sono 
dr xy/<& 4 1 1 ( ovvero rp ) 3V2 . 

396 Se questi teoremi non hin luogo, si passa ai divisori 
razionali , come (x 1 -ax~*-m) ( x*-*-<jx-w» ) =r o che moltiplicati 
danno x 4 -4 [m — a x -4 n) ** 4 (w — n)ax-+mn—o-, dunque i°. m — 
#*- 4 » r= t ; 2*. a ( m — n } = q ; 3 0 . mn — u : dalle due prime si ha 

V» — a 1 - 4 1 , ed «* — #=: , che sommate e sottratte dan- 


no m r; 


t -4 a* 

3 


- 4 *. 

2 a • 


ed *=-=; 




** ~ a i dalla moltiplicazio- 


ne di queste viene nn — u 


«' ... 

: ‘ jj , cioè a e -t- 2 ta 4 -+ 

4 4.-1 

(f* — 4 tt) a* — q 1 — o, equazione che chiamasi la ridotta . Se 
la data x 4 -+f.v 2 -*-ec. ha dei divisori composti razionali, la 
ridotta ne avrà due semplici ed eguali corrispondenti a -+ a e 
— a, onde basterà trovarne uno col solito metodo (391), pren- 
dendo i soli divisori o negativi o positivi dell’ ultimo termine . 
Così per — 3** — 12* -+-5 = 0 ove f — — 3 , ^ = — 12, « = 5, 
sarà la ridotta 4 S — 6a 4 — Ila* — 144=0, e presi i divisori 
negativi di 144, si trova 4 = 3 e perciò tnrz I , »= 5 e i di- 
visori x % -+ 3.V -*■ 5 , x 1 — 3* -+ r . 

397. Se neppur così può risolversi 1 ’ equazione , pongo nel- 
la ridotta a*—y = ±(z — 2 1) (3S1) e risoluta (392) la risultante 
cubica a 3 — ( t 1 -b 12« ) -b ( 3tì« — t*)’ 2 t — 2 \q* ~ o , avrò le 
radici y'=za'',y"=- a" 1 , y"'~ a’"* : or poiché q — i= ■Jy' y" ì"> 
(3:o). 2f = — «'* — — «'"* (372)=:—/ — y" —y'", 4 m=z 

$ > — y" y 1 " ±r 2 y/y"y '" , Qn—y y" — y"‘ z^. 2 \/y"j '" , le 

radici della data sono * = ^(/i-bV(«* — 4»*)) = ^±= \Zy'±= 

V/' ' =P V>'" ) . x = ì( a — V( a' — 4w ) ) = \ ( ±= V>' =F V>" 
f — - a -+ Via* — 4» ) ) = ^ ( =F V>'=t V>" =*= 

* = -£( — « — V( a* — A* )) = £( =P =F Vj(" =P V>'" ) , presi i 

segni di sopra se j è positivo, quelli di sotto se è negativo. 
Così per * 4 — 2ox * — 12* -+ 13 =0 ove t— — 20, q — — 12 , 

# = 13, la ridotta sarà a 6 — 40« 4 3484* — 144 = 0, e fatto 
s* =y=z±(z -+ 40), viene z 3 — i668s — 6608 = o le cui radi- 

ci z' = — 4 , z" — 2 -+ 6\/4 6 , z'" = 2— 6 \/ 4<5 danno Vy — -V 3 , 

= Vi 2 -+ Vs ) -*■ Va - V3> . v'y " = v( 2 -+• V3 ) - V( : — 

V3 ) ( 383 ) j e poiché q è negativo, viene x— — V3 _ V(2“' 
V 3 )> * = -V 3 -+V( 7 ~ V 3 J. * = V 3 ~ VC 2 -W 3 ), -v = 
V3-+" V( 2 ■+ V3 ) » come dà anche il metodo di sopra (395) 
fatto E = — 4 . 

Nel modo stesso si risolvon l’ equazioni della forma * 4 ” -b 
P* 3 * -b qx* M ~b rx n -+■ « = o , preso ac* = w . 

Equazioni che superano il quarto grado. 


398. Con un metodo analogo a quello che poco fa^si è 
spiegato (396), posson cercarsi i divisori composti d' un’ Equa- 
zione qualunque che non ne abbia dei semplici, dalla cui ri- 
cerca convien sempre cominciarne la risoluzione . Chiamami 
riducimi tutte le equazioni che si possono decomporre in al- 
tre più semplici, ed irriducibili quelle che ricusano la decom- 
posizione. Le radici z di queste si liannnper approssimazione 
l*. trovando un valore m di z vicino al vero, il che è tacile 
come si vedrà : 2°. ponendo y -+m nell’ equazione in luogo di 

X 

z : 3 0 . applicando a questa nuova equazione la serie y=. ~ — 

V 
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bx ^ 0 • 

' — -4- ec. (345). con pochi termini della quale si avrà molto 

prossimamente y e quindi z , giacché con questo artifizio la 
serie diventa convergentissima , 

399. Sia z" - 4 - tz r ~~ -+ qz n ~^ -+,..,-l-# = o ein partico- 
lare z* — 4® — 2=o di cui si voglia una radice. Freso il li- 
mite 3(382) e i due medj aritmetici | e ^ tra oe3, e tra 3 e 


, eguaglio z a ciascun di essi , e con la regola di doppia fal- 
sa posizione ripetuta per tre o quattro volte (317), otten- 
go la radice z = w» l =2 , 21 ) esatta fino a due decimali al- 
meno . 

• 400. Se questi non bastino , facciasi z — m^y cioè z = y -4- 
m, e sostituito questo valore, la data diviene y" H- mny *~ 1 -+■ 
[ m ( » — I ) y n —* -*•[»;(« — 2 ) ( ~ , i—f. w* -+ 1 ) -+ q ] 

y n "- 3 -+-[m(n— 3)( JL, irrJL . !L“- -*-ec., 

cioè nel nostro caso y } -+ 6 , - 4 - 10,6523^ — 0,046139 = o 
ovvero 0,046139= 10,6523^ -t-ó.ó^y 1 - 4 - y‘ , a cui applicando 
la nota serie 1345) avremo x = 0,046130 ,<*= 10,6523 , b = 6,63, 
. . . _ 0,046139 6, 63(0, 046139)* 

c= I, </=f=ec.=o, e quindi y = — -rr\~- — — r— H- 

' 1 'in At'ort I In Arofl 1> 


(10,6323)» 
il cui calcolo , tor- 


lo, 6523 

[ 2 ( 6, 63 y - 10,6523 ] [ 0,046139 ]» ^ ec 
( 10,6523 ) s 

nando sempre i numeri stessi, riesce facilissimo coi logaritmi . 
Si troverà dunque 1°. Lo, 046139— L 10,6523= 7,6366248 , on- 
de il primo termine sarà 0,004 ;3 14 : 2°. L 6,63 2L 0,046139 — 
3L 10,6523 = 5,0673197 , e il secondo.termine saia — 0,0000117; 
3 0 . L 77,2615 - 4 - 3L 0,046139 - 5L 10,6523 = 2,7429508 , e il ter- 
zo termine sarà o.ooooool . Riunendo i termini si ha y — 
0,0043198 e quindi z = 2,2l -+-.7 = 2.2143198. 

401. Quando il terzo termine dell’ equazione è con -+• (378), 
e i risultali di fì (382) presi finché lo indica il compendio 
(333) , conservano il segnostesso zon-jfef—o, = ±= !,= ±= 2 ec., 
le radici son tutte immaginarie (374) , e si hanno cercando al 
solito (396) i fattori di secondo grado che- compongon 1’ c- 
qnazione , 

402. Avuta una radice, l’equazione divisa per il fattor 
formato con essa, si abbasserà d’ un grado; e se l’abbassata, 
toltone il secondo termine, si tratti come la data, si otterrà 
un altro valor reale di z ec. 


Problemi indeterminati dei primo grado. 

403. Un problema ove il numero dell’ incognite supera 
quello dell’ equazioni , si chiama indeterminato (198) . Per esem- 
pio , si vogliati tre numeri x ,y ,z che faccian 105 ed abbiano 
una stessa differenza: dunque I. x -I- y - 4 -z= I05 ; II. x — y — 
y — z, e preso dalla II. il valor di x — 2 j — *, si avrà nella 


/ 
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I) y = 35 . onde Jf — 35 - 4 - z = J05 ed r - 4 - z = 70 . Ora non 
potendosi eliminar di qui nè x nè z , si fara per esempio x — 
lo, e sarà z = 60 ; onde i tre numeri lo, 35,60 scioglieranno 
il problema: e fatto ,r= 12, si avrebbe z — 58, e il problema 
sarebbe sciolto egualmente dai tre numeri 12,35,58. Anzi il 
problema può aver 69 soluzioni in numeri interi e positivi , 
perchè può supporsi x successivamente eguale a tutti i nume- 
ri da I sino a 69 , ma non più la , essendo 70 la somma di 
x • di z . Ha però un’ infinita di soluzioni se si fa x rotto o 
negativo: ma i valori negativi o rotti occorrendo rare volte, 
cercheremo gli interi . 

404. Sia 1’ equazion generale a zz bxiz cy coi numeri <*, 
b , c interi e noti . Se b , c abbiano un divisor comune d e sia 

b — b'd , c = c'd , verrà ~ — b’x ±= e'y , onde 1’ equazione è ir- 

d 

risolubile se a non è multiplo di d: ma se lo è, fatto a — a'tl, 
avremo a ' b'x fc c'y , equazione simile alla data coi nume- 

ri b ' , c primi tra loro. 

405. Supposto perciò che nella data sieno b , c primi tra 

az^cy a a" c 

loro e b < e , avremo x ss — £ — ; onde se ~g — a' - 4 - ~g , ~g— 

c" a" zq: c"y 

r'- 4 - ~g , sarà .r ss a' =p c'y H £ , e trascurati gl’ interi 

a" zp c" y 

a • , c'y , tutto si ridurrà a fare ^ = E , intendendo per 

E un numero intero . 

406. Ora poiché b,c e perciò anche b , c" son primi tra 
loro, può sempre trovarsi o a colpo d’occhio o con la data 

a"zf c'y 

regola (58) un numero NW per cui moltiplicando ^ , 

o" Nf" ) =pe"N(*) i y , 

venga 7 che trascurati gl’interi, lasci> col coef- 


k ~y 


fidente I e si riduca per esempio a — g— =zE 


intero diverso 


dal primo ma sempre espresso per E : allora si avrà^ = l>E t k 
( mutati, quando y è negativo, i segni al primo membro, il 
che non interessa l’intero ); e preso per E quel più piccolo 
intero positivo che renda positiva la quantità />E k (e per- 
ciò fatto E = 0 se abbia luogo i] segno di sopra ) , si avrà il 
minimo valor di y che sostituito nell’ equazion proposta, da- 
rà, col segno di sopra, il massimo valor di x, col segno di 
sotto , il minimo , come è chiaro . 


407. Sieno £,k i valori così trovati di x,y: si avrà dun- 
que a — bt ±z cy ed a — bg±z eh. ,• onde 5z bgzj. bxzz cy — eh t 
^ ? zj. x c UIC 

cioè j - — zz~gzz ^ , supposto m un numero intero qua- 

lunque cominciando da 0; dunque poiché b,c son primi tra 


Digitized by Google 


15 6 

loro , verrà x = g =p me ed y = /t -+ mb , espressioni che danno 
tutti i valori possibili di x ,y, dati i due primi g,li. 

408. Dunque 1°. se 1 ’ equazione a — ùx cy sia col segno 
di sopra, avremo x = g — tue, e per aver x positivo, dovrà. 

tr • 

essere tre <g e perciò in < ~ ; onde il numero dei valori di 


x ,y sarà y _+ I giacché ni comincia da o: 2°. se 1’ cquaziona 

sia col segno di sotto, sarà x~ g-¥mc e i valori di x,y sa- 
ranno infiniti. In ambedue i casi, questi procedono in pro- 
gressione aritmetica, poiché fatto «;=o, = i, = 2 ec. sarà 

x =z g,=z g=t- c £ =P 2r ec., ed y~h, = h -+ b, = A-f- 2 b 
ec. Ecco degli Esempj. 

409. r Risolvere in numeri interi 1 ’ equazione 2 — 6 x — 6 y . 
Poiché 1 non è multiplo di 6, il problema è impossibile(404) . 

II. Risolver l’equazione 5 = 3.* — 4 jr. Sarà * — — 

E (405) ed y = 3E — 2 . Fatta E = I (406) , sarajr = I 

3 

cd x = — 3 , valori minimi (406); dunque poiché b — 

3. «• = 4» /=3 Ji = !. sarà x— 3, = 7,= 11 ec. ,y = l , = 

4 , = 7 ec. (407) . 

III. Risolver 1 equazione 2cco = 9* -+ J3_y . Sarà ar = 

= E : = : (405) = ! 2 =^ì? (406) = Ì 22 (405) 
ed y — 9E — 4 . Fatta E = I , sarà y — 5 valor minimo , x = 

— = 215 valor massimo (406); dunque poiché b = 

9, C— 13 , f= 2 I 5 , li = 5 , sarà # = 215, =202, = 189 ec., 

a ')[ C 

y = 5 , = 14 , = 23 ec. , e le soluzioni sono - — f- I = -+• 1= 

c 13 

12 (408) . 

IV. Un Mercante per saldo di I2oo / offre una stoffa di 2 * 
il Braccio, un’altra di 5* ; in quanti modi può saldare? Po- 
ste y le Br. della prima stoffa , .v quelle della seconda , sa- 

. . , 1200 --tv _ —2 y iy 

5 5 5 

(406) = y = ■— ,y = 5 E • Fatta E = I , sarà y = 5 ed X = 233 ; 
5 5 

333 

le soluzioni sono-^ — F 1=34. 

V. Un Mercante cambiò brillanti in perle , oltre alle quali 
ebbe 16 1 -, ogni brillante vale l8j2 / e ogni perla 253: quante 
perle ricevè? Sicno y i brillanti, x le perle, si avrà 18727:= 

, 1872V— ló „ 101 y — 16 

2^3 v r*" 16, cd x = =E = — ' . Ma qui il nu- 

253 »53 
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mero NW che dee moltiplicare il rotto , non vedendosi a col 
ro d’occhio (406), opero come di faccia, 
e trovo subito (58) N' = 2 , N" — 3 » N'"— 5 > 

„ (10111—16)5 — jy — 80, 

dunque E = — — — ~ ( scri * 

"i O t , ^ # 

vo — y perchè (5SJ i quozienti sono in nu- 
mero impari) cdji=253E — 80 (406). Fat- _ ...... 

ta E = 1 , viene y 173 ed x = 1280 , mimmi numeri di bril- 
lanti e di perle che il Mercante abbia potuti dare e ricevere . 
410- Con questo metodo può esprimersi più semplice- 
B y 1 

mente un rotto — = — quando basta una certa approssuna- 
A .v 


253 

loi 

51 

50 

I 


3 — P 
\=q 
i = r 


zione , col solo fare x — 


— :=r — - — - — E , essendo n un in- 
B B 


rcro da aggiungersi o togliersi per aver l’ approssimazione ri- 
chiesta*, onde il segno — è qui di adequazione piuttosto che 

d’egualità. Sia B = 129, A — 2bl ; dunque — j -~— = E =: 

{23^xni)28 _ 


129 


129 

23 

14 

9 

5 

4 

I 


S~f 

l—q 
I = »* 
1 = r 


— — -, e poiché si trova (58) N T =28 , verrà E— 

129 

~- J_ — — , onde y = 129E -i= 28/» , ed .V — 

129 

28iE±=6i«. Col segno - 5 - , fatta E = o, 

129 y 28 

w = I ’ sa™ > = 2S , * = 6l, e ^ ^ 

incirca : col segno — , fatta E = I , » = I , sa- 

, 1 129 101 . . 

ra T = loi ,x — 220 , e — --- incirca , e 
J 281 220 

questi rotti son sì vicini al dato, che niun altro vi si accosta 
tanto con sì piccoli numeri , come può vedersi facendo * — 
gz+tne, y — h-'rmb (407) . Si noti però che se la determina- 
zione dell’arbitraria u renda 28» >129 ( come se si facesse 
u — 5 ) , o dovranno togliersi gl’ interi dall’ equazione E — 

— 1 prima di cavarne il valor di y, o dovrà prendersi E 

129 

positiva e negativa nell’ equazione y — 129E ±= 28» . 

41 1. Trovare un numero x che diviso per i numeri noti 
g ,b,c ec. dia per resto altri numeri noti m ,ti ,p ec. Uunque 


I. 


x „ , m 
— — Eh — 

a a 


n 


II. -=- = E' H- “ , III. — = E" -+■ 


la 


x 

b ’ b ’ 11L e 

IV. x — /»E -+ m , valore che posto nella II. dà un equa- 


- ec. , 
e 


I. dà 
zione tra E ed 


E'; onde trovata E da questa come si trovo y 


(406), viene dalla IV. un nuovo valor di x in E-', che posto 
nella III. dà un’ equazione tra E' ed E" ; trovata dunque E' 
da questa (406), Si ha dalla IV. un nuovo valor di a* in E" ec. 
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Preso in fine per E" un intero, si hanno i valori che soddi- 
fanno al problema . 

Esempio . Un avaro ha molti sacchetti di 1200* l’ uno. Con- 
tandogli a 3 a 3, non vi è avanzo-, a 2 a 2 . ne avanza 1 a 
lo a lo, ne avanzan 6: i sacchetti eran più di loo ma mcn 

di 300 e se ne cerca il numero . Sia x : si avra I. — = E , II. 

— — - = E', III. - — — = E" , e perciò IV. x — 3E , valore che 

^cangia la II. in = E' = = 

e la IV. diventa * = 2lE' -+ 15, 

- = E" , onde E' = I©E" — 9, e la IV. diven- 
to 

ta x = 21 «E" — 174 . Presa E"=f, si ha # = 36, minimo dei 
numeri che divisi per 3, per 2 e per lo danno i resti o, 1,6: 
se E" = 2 , = 3 , x = 246 , = 456 *, dunque i sacchetti sono ‘>46. 

•412. Con questo metodo si sciolgon molti problemi relati- 
vi al Calendario. Vogliasi l’anno dell'Era Cristiana in cui si 
ebbe 12 di Ciclo Solare, 6 di Ciclo Lunare, e j d’ Indizione. 
E' noto che il Ciclo Solare è un periodo di 28 anni, il Luna- 
re o Numero Aureo di 19 , e 1 * Indizione di 15. Perciò chia- 

mato x l’anno cercato, sarà t. — ^ — = E,II. — - — = E', 


:E'h- 5 , 

la HI. in 


7 

valore 


onde E = 
che cangia 


= E" , onde IV. x — 28 E - 4 - 1 2 » valore che riduce 

l a n a 28E 1 1 _ E ' = ?E _ n _ = r^±3 

« 9 , *9 ~ , '9 *9 ’ * 

mutati 1 segni (406), E= l9E'-+3,ed* ==532E'-t- Ioi , valore 

•6_14E'-M2_ 

w 15 . 15 “ <5 “ 

- E-+- 12 


III. 


che riduce la III. a -^ = E" = ^ 


'5 


-, e mutati i segni , E' = I5E"-+ 12, ed * = 298oE"- 


6485. Sia E" = o,= I ec. -, si avrà * = 6485, = 14465 ec. : 
ma poiché quest’ anni appartengono al Periodo Giuliano, il 
cui principio precede di 4213 anni quello dell’Era Cristiana, 
bisogna sottrarre 421,3 da queste epoche differenti per ridurle 
ad anni della nostra Era che soddisfacciano alle tre condizioni 
del problema. Fatta la sottrazione da 6485 > s ' E a 1272: sicché 
dal principio del Mondo come è fissato dall’ ordinaria Crono- 
logìa , il solo anno 122 * della nostra Era ha 12 di Ciclo Solare , 
6 di Lunare e 5 d’indizione. Sottraendo del pari 4213 da 
J4465, si ha 9252 che nell’ Era nostra soddisfa alle stesse con- 
dizioni ec. Questo Periodo Giuliano, prodotto di 28 X 10 X 15, 
è preferibile al Dionisiano che essendo il prodorto di 28 X 19 , 
abbraccia pochi avvenimenti c comincia 25 'anni dopo Cristo . 
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Problemi indeterminati degli altri gradi. 

Data V equazitn generale y — / y/ ^ \ » 

trovar per y i c . </« valori razionali ; 2°. dei valori interi : 3 0 . tutti i 
fattibili valori interi. Ecco il problema che comprende la com- 
pleta dottrina degli indeterminati eccedenti il primo grado; 
niun Matematico lo ha sciolto finora interamente , c quella 
stessa porzione che se ne è risoluta , non può qui tutta inse- 
rirsi : ma almeno toglieremo a questi problemi una certa aria 
di mistero con cui sogliono trattarsi dagli Analisti. 

Sia primieramente m — I ; sarà y — - ^ CX — ? x - ■~ + ec J 

p M- gx -+• hx * -i- ec. 

ove y non supera il primo grado , mentre x ascende ad una 
potenza qualunque . Dato un valore ad x , si avrà, sempre 3 ; 
ma come averlo in numeri interi e positivi ? Eccone le regole . 

4 * 3 * Si a y — tt-t} fatta la divisione attuale finché si eli- 
gx-+p 

mini dal dividendo l’ incognita, se è possibile, si liaj> = — -4- 

g_ 

g* 


ovvero 


gy~c -+ l * x — ‘ e t, e però (gy - c) (gx -*■ p ) 

r # s* ^ r 

~ b S~ r P : dunque 1 numeri gy — c ,gx-*-p debbono esser duo 
fattori del numero bg—cp. Chiamato m uno di essi, n l’al- 
tro ( 1’ uno e 1’ altro col segno ±= se bg — cp sia positivo; e 
1 uno con ±= , 1’ altro con tee se sia negativo ) sarà gy — c =s m , 

£*’+’ p — n > onde 3 = , x ~ — — — ; cioè per aver y in- 

g g 1 

tero, dovranno prendersi quei fatttori m che uniti a c son di- 
visibili per g , e i loro corrispondenti tt daranno necessaria- 
mente intero anche x . 

Esempio . Sono in un Albergo degli uomini e delle donne, 
e tanto quelli che queste spendono 24*; ma ogni uomo spende 
J più d’ ,pgni donna . Cerco il numero degli uni e dell* altre . 

biencf x gli uomini , y le donne : si troverà y = « e P e * 

I Ò • 7T?* . i = ° , g—-~ I . p= 24 , bg — cp = — 576 , i cui fat- 
tori ( 1 uno con ±z, l’altro con =p) sono 

m — ±=. 526 1= 288 ±= 192 ±c 144 fc 96 ±= 22 64 1 48 

" = 7+ J=p 2 3 4=p 6=p 8 =p 9 =? 12 

m — ±z 36 ±= 32 ±= 24 
« = =F 16 =F 18 =F 24 

_ „ . . , ni -re n — p 

poiché y — - — = — m — 24 , * = = 24—» , per aver 

y positivo , converrà prender per m i soli fattori negativi non 
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minori di 35 e perciò i soli corrispondenti positivi per « ; on* 
de le soluzioni saranno io cioè 

y = 552 • = 264 . = 16S , = 120 , = 73 , = 48 , = 40, 

,v= 33,= 22,— ai, = 20, = 18, = ió,= 15, 
y=z 24,= 12, = 8 

ar — 12,— 8 6 

h + d ll-. c JL 

dx 2 -*-cx- J rb dx-^c dp g 2 g 

414. ia y — gx ~¥ p g ~ g z gx -rp ' c 

però ( £*j» — dgx - r^-t- dp ) (gx -+• p ) = bg z -+■ dp 2 — cgp . Fat- 

« — p 

to g 2 y — dgx — cg-¥ dp — m ,gx,-+ p — n, sarà, x — — ~ — , y — 

£ 

m •+ dn-V cg— idp 

, cioè per avere x intero dovranno pren- 
dersi quei fattori » di bg * -t- dp 1 — cgp che diminuiti di /> son 
divisibili per g: il resto si fa come sopra. 

Gli altri casi contenuti nell’ equazion generale y — cc. , 
sono assai rari ed all’ occorrenze si risolvono coi metodi 
stessi . 

X 5 — b 

415. Ma sia y — — - — d’onde x non può eliminarsi : l # . 

se p = 2 e b — 2a» -+ f , fatto x~ 2 * -+■ i , sarà y — in (n+i) — 
ni (38. III. 5 0 . 6®. ) : 2°. se b è multiplo di p, fatto b — mp , 
x ™ np , sarà y — n 2 p — in : 3 °* se£=£ l , verrà Py — (x-+g) 

( x—g ), c Fatto p = x-t-g , y—x — g, sarà p—g—y -t-g, 
y—p- 1 g ed x=*ztp=r-g: 4 0 . qualunque sia b , si cerche- 
rà un multiplo yp di p tale che yp -+■ b sia x 2 o un qua- 
drato , provando per y tutti i numeri interi minori di ~p *■+• I 
tra i quali dovrà trovarsi se pur vi sia , e dedotto di qui x 
( per esempio, x=f), soddisfaranno all’equazione anche tutti 
i numeri compresi nella formula x — f±z mp C 3 §» t -J|L 13°- ) • 


m iiuuivii viMujuvii lidia wi multi ^ — y -* — • rity iddìi tfr% M *0 • / • 

Si noti però che se p sia numero primo e ^/negativo e non 
quadrato , x 2 —b non sarà multiplo di p se non lo sia 

r-i 

1 3 -1. 

Problemi indeterminati del secondo grado . 

, . / / b-+cx-*-dx 2 cc.\ 

òia in secondo luogo m — 2 : Sara y ='V ( , ~T — 1 » 

b y y \p-{-gx~^hx 2 ec./ 

« perchè y sia razionale dovrà trovarsi per x un tal numero 
. b -*■ ex ec. 

che faccia - = Q, intendendo per Q un numero quadrato. 

Or se questa equazione potrà cangiarsi in un’ altra ove x sia 
d’ una sola dimensione come xrhid, e resti sempre un qua- 
drato, diverso certamente dal primo, ma sempre indicato per 
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Q,si avrà# r± </ = Qed*:=Q =£</;onde preso per Q un qua- 
■• m . ’ A* 

drato qualunque intero o rotto ( cioè fatto Q = ~ r essendo A, 

a due numeri arbitrar) , interi e primi tra loro), si otterrà^ 
razionale: anzi se possa giungersi almeno a quest* altra equa* 
zione t — V(Q=T d) i e si sappia render razionale la formu- 
la anche in tal caso sarà, y razionale. Con tre 

r principi si ridurrà l'equazione a questi due casi. 

416. 1°. Una potenza indeterminata P" può eguagliarsi ad 
un' altra potenza o data c m 0 indeterminata x”: poiché essendo P 
arbitrario, può farsi P — c , P =*• , onde Y m — c m ,V m — x m . 

417. 2°. Una potenza a" moltiplicata p divisa per una poten- 
za b* , dà sempre una potenza del grado m : infatti supposto a X 
k — c ovvero a:b — d, sarà a" X b m — c m , a” : b m = d m . 

418.3*. La formula VI Q d) si rende sempre raziona • 

PU^a'd 

le sol che si faccia y/( Q =f d ) == — '^ff a — ove un numero 

dato o da prendersi comunque . Infatti quadrando , si ha (f=c d— 
/A *z*a*d\' /A'tflVN* . 

V™ e <2 = \ 2 AÌir / » come S1 voleva * 

419. Applico questi principi al seguente problema. I miei 
scudi son tanti che aggiunto ad essi o tolto 1 , fanno un qua- 
drato : quanti sono ? Sieno x ; e si avrà *-+- I zzy* ,x — I = a 1 . 
Parrà che x possa trovarsi in più modi: 1°. sommando le due e- 

y % -4- a* 

quazioni , il che dà * = ■ — - — ; 2*. moltiplicandole , il che dà 
I =>*«’= Q (4* ed x=z~^ a - (418); 3°. 

X— l-r y 1 0 -4* I 

dividendole , il che dà j- = — = Q (4 1 7), ed x==qZZTì . Ma 

la relazione indeterminata dei due quadrati y* ,z , o non dà 
i valori di* o gli dà uniti coi falsi . Con vien dunque determi- 
nare^ 1 , a 1 sottraendo 1’ equazioni, il che darà! —y 1 — a 1 onde 

A 1 — "la ' 

z'~ H-2=jr 1 =Q, e perciò a*=:Q— 2es= — — (4lS),equin- 

A 1 d' 1 

di x^z* -h -+• • Così debbon trattarsi tali problemi . 

420. Posto ciò , abbiasi 1°. y — y/cx ; dunque ex — Q ed 

Q A* N , , 

* = — 5 fatto Q= »>V,siha * intero : 2*. y — V(£ -+ 

' Q y a * y 

ex ) ; dunque b -b ex =? Q ed * = '~ c ~ = ~ a r c~~ 5 * lntcro s ‘ 

ha nei casi di sopra (415) :3°.,y = VX ex -+ Z* 1 ) •, dunque c* -+■ 
, , _ cx-^rlx 1 c ' c a' c 

'f =« = ~¥~ («'*>=7 - h '• ' a * = Q ~;=À‘ -Vr 

risòluta 1’ equazione A 1 — a'i — I come s’ insegne- 
rà , viene x intero • A ° *< “ Jnnnn» — ri 


y — v'/* 1 ; dunque Ix 1 — Q 

X 
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ed = -77 , cioè se »Jl si riduca al rotto decimale ~ on- 

vy v* ' u 

x I JJ 

de -=r = — r = 7-, e cercati al solito i quozienti p e gli al- 
v v V* A 

tri periodici q ,r ec. ( 56.59)» si formino le consuete e. 
quazioni M” = o, N° = ! ec. (58), e si prenda per x una 
delle varie M e per VQ l a corrispondente N , si avranno 
per Q — lx 1 dei valori positivi c negativi attesa la natura 
M' 

dei rotti ^3, ^ ec. (58. II), valor* ,che saranno anche pe- 
riodici per la proprietà, del rotto (59) . Ecco questi valori 

calcolati fino al ritorno di j , nella seconda colonna della seguen- 
te Tavola per tutti i numeri ^ 1 non quadrati fino a Iol , sottin- 
teso alternativamente a ciascun valore il segno - 4 - e — : la pri- 
ma colonna poi mostra i quozienti q , r ec. ( poiché p è in prin- 
cipio) per formar T equazioni M°= o, N*= I , M'= I , N ’—p 
ec. (58) . Di qui risulta i°. che i valori di Q — lx z non sono mai 
aero , onde per Q — lx * == o può solo aversi un’approssimazione: 
3 °. che se Q - lx* = k e sia k tra quei valori o vi si possa ridurre , 
le M , N corrispondenti a k daranno per x , VQ dei valori esatti . 
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Così se sia 
7=13, si avran- 
no dalla Tavola 
}c quattro serie 
d’ equazioni po- 
$ te qui di faccia. 


P- 3 
q—\ 

»• — I 
s =1 
t — I 
k=6 


M* =0 
M' =1 
M"=l 
M"'— 2 


N°= 1 

N' = 3 
N" = 4 
N"'= 2 


M'*=3 ! N'»=ii 
M» =5 N* =18 



421. Abbiasi ora x—*/(h. -4- cy - 4 - fy *); dunque h -+cy -4* 
fy l = Q, e 1°. se h •+ e -+f~ n? , sarà»/ -+• cy -+ fy~ -+ 

c 

f-\- c ; fatto Q = »; i (416), si ha y= I, = — ^ — 1 .* 2°. se 
cangiato segno a e, sia h — c -t> f — «% s i avrà m* -+ cy -+- 

c 

fy*= Q -+/— e ; fatto Q = » l , vien e > = — I = I — y . 

422. Ma in generale, poiché x = V ( h-+cy -+fy z ) si ri- 
duce a ify -+ c — V(c" -+■ \fx x — 4/1) , prendo k — c'— 4fh , 
/ — 4/ed ho k - 4 - lx* =5 Q : or da 'ify -t c — ±z y'Q si ha y = 


2/ 


• , intero * se VQ — c sia multiplo di 2/. 


423. Dunque 1°. se si presenti per* un valor che soddi- 
sfaccia all’ equazione k -+■ /* l s=Q, il problema sarà risoluto , 
e an valor di * ne dà per lo più molti altri , come vedremo. 

424. 2°. Se k -+■ / =? g ~ , sarà g l -1- lx l — Q -4 / ; e Q =g x 
dà * = I . 

_ _ , . . »/ ^ , 2A am 

425- 3 0 . Se k = , sarà -^r = Q — lcà#= ^ : 

se A* — «V è r , 2 0 un summultiplo di m , si ha x intero . 

426. 4° . Se / = »/, sarà »/** = Q — - k ed * = — ^Ka iu~ : 

fatto a — I , viene lAmx = A '~ — k , cioè A 1 — 2 Anix = A(A — 
2»/*) = k —gf(g,f*oa due fattori interi di k , ambedue con 
z± se k è positivo , e 1* uno con ±= , 1* altro con , se è nega- 

g* — f 

rivo ) . Posto A = g » A — 2 mx =g — 2»;* = /, sarà — — = *, 

intero , se la differenza dei fattori è multipla di 2?». 

4 < 2 Z- Se con ±= * Ix* — Q si abbia ki=g * , verrà ** =3 

— = kl=flQ. (41?) onde (425) VQ= 

cd*— t — l ( A * ±:a z l y 

428. 6°. Se con k ±=/* 1 = Q si abbia k — h*=zlg', fatto Q = 
A 1 , viene * ~g. 

429. z°t Se k == »/'- -f»‘ ed / = —f 1 ,0 / = w 1 » a e 
* — — /', sarà nel primo caso »/ -4- »* — f'x' =Q; eQ = 

w , « dà * — -j , = y ; nel seconde , —f 1 ■+ ( 
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= Q ; e Q = m'x* , = a 1 *’ dà x = — , = — . 

» ’ ni 

430. 8°. Se con k ±= Ix] = Q sia *= w*=f /Qm- l(f-+h-¥g 
ec. ) ove Q' è un quadrato indeterminato , da Q — ni 1 si ha » = 
fi x —-d 1 (f -H h -H gec. ) 

2A« * 

431. 9 0 . Se A H- /x 1 = Q possa sciogliersi in due fattori 

razionali, onde k- 4 -lx x —{gx-+fi(ix-+h)==Q= —r- 
** ■+/ . «’/— A x h 

»J+I>«" k *=AW=7i- ■ 

432. 10°. Se £ -H /.v* = (J> possa sciogliersi in un quadrato 
( rx - 4 - s ) l e in due fattori razionali ( gx -+■/)( ix -H h ) , 

X* ^ 

fatto ( rx - 4 - s )* = Q > sarà * = — — , = — 1— . 

• - S * • • 

433. Se / sia negativa, come k — ly* = z x , divido P e- 

25 

. quazione per y % , la moltiplico per k, e fatto — ~x, — = 

VQ* ella diviene kl-¥ kx x = Q che si scioglie col seguente 

434. Metodo generale per aver x intero o rotto ( se sia 
possibile ) nell’ equazione k -H Jx x = Q , ove I ì numero non 

Q — jx' 

quadrato e positivo . Osservo prima di tutto che — ^ — 

= 1 esige che il primo membro sia un intero. Supposti per- 
tanto x, \/Q primi tra loro, ed x primo a k , fàrò ±=. VQ — 
»x — -kx' ( « ed x’ sono indeterminate ), e riguardando x,k, 
VQ come note , si sa (406) che quest’ equazione può sempre 

q ix*’ 

risolversi in numeri interi. Verrà dunque — — y — =: . . . 
( nx — kx' )* — lX x ( m 1 — /) x * ■ 


- 2 knxx' 

T 


k 1 v/» 

-, nume- 


ro intero se lo sia — — (415). Ciò premesso: 

435. I*. Calcolo i valori di Q — Ix 1 ( 420 ) , e se tra que- 
sti sia k col suo segno, il problema è sciolto , presi perVQ, 
■x i valori di N , M corrispondenti a k: ma se k , benché mi- 
nore del valor massimo di Q — lx x , non vi è , il problema 
è impossibile (420) : 3®. se k è maggiore del massimo valor 

di Q — lx x , cercati tutti > numeri J t' ■< — — HI (415) tali 

4 

che sia kk'-\rl=-n x ( se non ne trovo, il problema è pari- 
mente impossibile (434)), pongo ±= VQ — » x — kx' * e sosti- 
tuito nella data questo valore e quello di »* — / — kk', ot- 
tengo i = k'x x — 2»xx' -H kx ,x : 3. moltiplico questa per k', 
e fatto — »*', trovo k‘ -H lx>* == Q' , simile alla 
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I. 

II. 


k -4- lx' = Q 

kk'-^-l = n %mm 
±= VQ = ** — Xr jc' 
±=VQ' —k’x — »x' 
k' -+■ lx' % = Q' 

kk"^-~l ±= tt ' % 

III. ±= VQ' = #V — k'x" 

IV. ±= VQ" = *"*' — »'x" 

* " = Q* 


cc. 


cc. 


i<56 

data , e che tratto precisamente 
come quella, finché k‘ ,k" ec. sia 
tra i valori di Q — • lx 1 . Ecco di 
faccia 1’ equazioni necessarie all' 
intento , delle quali si vede la leg- 
ge ; e solo avverto che se k , k ' , k" 
ec. sieno un multiplo di uno o 
più quadrati, per esempio, se 
k = a'g, k == a*b*f ec. , dovran- 
no esaminarsi oltre 1’ equazione 
k -4- lx' =Q , anche 1’ altre g -4- 
ly' = Q,/-4-/z’=Qec., molti- 
plicando poi per a i trovati valo- 
ri di y , Q . e per b quelli di z, Q. 

436. Esempio. Sia 101 -4- 13** = Q , ove k= 101 ,/= 13 . 
Calcolo Q — 13^* (420) dei cui valori è più grande X=lol. 

Cerco k' < — -t- 1 tale che sia io\k r -4- 13 ~n' ,e trovato 
4 

k' — 12 , onde « = 35, pongo I. ±= \ZQ’=zk'x — nx' =r 12.V — 
35*' , d’ onde 1* equazione 12 -+ 13*'* = Q' » simile alla data , . 
ove k'~ 12 supera sempre i valori di Q — 13-v*. Cerco dun- 
k' 

que X" < — — M per aver I2k"-b 13 = »'*, e trovo A" = — r, 

• 4 

= I , = 3, onde ri = 1 , = 5, = 7, ed osservo pure che 
12 — 2*. 3 * onde debbo esaminare anche 1’ equazione 3 -4- 
13#'* = Q'.U primo valor di k‘> I dk TT. ±= VQ ' = n'x' — 
k'-x^z^x » — ì2x", e quindi III. v'Q'' = k"x' — ri x" — — 
x ‘ — x", d’ onde l’equazione k 1 ' -¥ lx“* = — I •+ l^x” 2 — 
Q " , sinjile alla data , ove A"r= — 1 essendo tra i valori di Q — 
13*’ > dal suo corrispondente in M V ,N V ricavo x" — 5 , ±=. 
VQ" = 18: da questi che pongo nella III., ho #' = 13, = — 
23; onde la li. dà ±= VQ' =cc — 47, = — 83, e quindi dalla 
!• ottengo ^ = 34, = — 74, ambedue interi. Gli altri valo- 
ri di Ir" e l’equazione 3 -4* l^x'* —Q \ danno per x dei rotti. 

437- Se k = 1, poiché i è sempre tra i valori di Q — lx % (420), 
la formula I -4-/.v* =Q sarà sempre risolubile in interi : chia- 
mati r, «ri. più piccoli, si avrà per tutti gli altri x = . . . . 

(« -4-f rii)” — -ty/l) m -b{u—ty/li m 
2 s/l — , 

ove m è un intero qualunque . 


_ el o _ A Mrl ; . _ /•-«*/ 
x — c a » Q — • *wà k — , 


438. Coi valori 

che posto in Ah- lx' , dk^- -4- /(*•—--) = Q = (£■ - 

c c' x v c 

(*' ~) )*> supposte u, t indeterminate: quindi x = 


) 
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jgU * *lfcu •+* 

’ ® PteS1 * ,W interi * S * aV1 * * »«». 

439. Ma se x si voglia intero, si farà f=i ed #’-■ 
/t*= l , con che si avranno i valori diversi di t ,u ( 4qr), 
da cui verrà 1 * intero x = a ( #* -I- lt 1 ) — ofiu . 

440. Sia ora y ss V ( t - 4 - ex - 4 • dx* ~¥tx ì )‘, dunque A -+• 
cx-+dx % H- ex’ =Q, ciò che si ottiene in due casi: 1°. se 
l— >#%si ha f» 1 ex =?Q — dx* — ex» .ovvero (142) (ot -4- 

dx' — cx'i ora.-£-=g,Q — { m +gx) % 


^)*=Q- 4 - -~ 
2 m < 4 m 

dà * xz S - ^~- 4 . 


44I. Si ha ancora »;* - 4 * ex H- dx * — Q — e*» , ovvero (142) 

. ex rfx*\*_ e*»* èdx i , d*x+ , , ,, 

1 ® * 4 * t* — I — Q H »-+- - — - 4 - - -r — ex 1 , ed eli- 

* Otti Otn/ v Am 2ff» ^«n 1 


20 » T 20 »/ 


4 ?w 

mina *° 4^ (I42) ’ e fatt0 2^ -f’ =A,Q = («M-£X- 4 - 

Ax* )* , viene x ss 

h 

442. II 3 . Se A - 4 - ex H- dx*-+- ex»abbia due radici eguali che 
Si otterranno al solito ( 329 ), sarà b - 4 - ex - 4 - dx * - 4 - ejf*=s(^je-fc 

f )* (gx- 4 -/) =Q, onde gx-+f ~Q (417) ed * ss 

^ (l g 

443. Se la formula sia dx*~bex ì — Q=zd-ì-ex (417), sa*àxs= 

Q — d A*—a*d ‘ ^ . ’ 0 A a " 

“ — = — ~t • Se sia ex 1 =Q ss ex , sarà x ss — ss - - . 

c A c e a e 

444. Sia infine^ ex - 4 - dx 1 

que l 
casi: 


4 0» 


w 1» i. 

... ex 1 - 4 - /x 4 ) ; dun- 

le b - 4 - ex - 4 * dx* - 4 - ex 1 - 4 - fx 4 ss Q , ciò che si ottiene in tre 
si:I°. s eb — m*, sarà m*-vcx->r dx*=<±— exi—fx *. e com- 
pito il quadrato, eliminato c --i , e fatti — ssg,— ^cs-A.Qss 

* 4 WJ* 2 W* * 20 » x 

( « - 4 *£x -4- Ax 1 )*, si ha X ss 

' A*—/ 

445 - n°. Se /ss »»*, sarà m*x+ - 4 - ex» - 4 * </x l ss Q — - ex — £ , 

e compito il quadrato, eliminato , e fatti — ss e, — — ss 

■ . 40»* 20» a 2 tu 

A , Q — ( «a: 1 -+ g x ~+- A)*, si ha x==- r. 

• e — 2gk 

446. 111 °. Se b = 0»*,/ss »*, sarà »* -4- ex - 4 - = Q— ; 

</x*— • ex», e compito il quadrato e fatto — =£,0 = ( m - 4 - 

2 m r 

gx -4- tix *)* , si ha x ss — 4 _ ( ;i segno teq: c per* 

^hè w* , ti 1 sono nell’ equa?.ione senza m , » ) . 

447 * Si ha ancora » 1 * 4 -4- ex 1 - 4 - m'zz Q — dx 1 — ex, e con»* 
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pite il quadrato e fatto Q= sarà a? sa 


c=+lgm 

g 1 ±= imn — d 

448. Si asservì 1 °. che l’equazione b - 4 - ex 3 - 4 - fx+ = Q siri- 
solve nel caso di /==»»* compiendp il quadrato e* 1 - 4 -m X* 

ed eliminandone jjjr : allora x = j^T" x(e 4 — * 4 *»*)• e se 6 = 

e_ 

tu'- , fatto Q=«S viene x ss — ^ . 

449.a*.Che se nell’equazione c*-fe*’-4-/r 4 :=Q sia /==»>% ij 
ha (4l2)w l *’-4-c*=Q— ", e compito il quadrato e fatto — = 


^,Q = (w*-l-5)*,saràjr=^:', e se c ss tu' fatto 

# — z ' , verrà m'-± ez 4 - 4 - *'z s = Q cioè »‘s‘ - 4 -ez 4 = Q — m\ 

• compito il quadrato, e preso " — g > Q — - (nz l ■+ S z ) » s * 


in 


ha z* = # = g. . 


45°. 3*. Che se nell’ equazione ex - 4 - dx ' - 4 -/* 4 — Q sia/= 
tu ' , fatto w 1 * 4 = Q , sarà x e s ec fatto x — 

*\ verrà »’ -4- dz' = Q - a 1 * 4 , e compito il quadrato e pre- 
so -^==g,Q=:(w-»-gz*)\ si ha a’ = .v = w -r. 

451. Ma se b -+ ex ■+ dx'-* ex > - 4 * /* 4 = Q divenga ex J - 4 - 


/** =Q=^tH-/,s arà .r = Q_y— A *_ a *y> e s ® divenga 

- 4 - /* 4 = Q = <* -+ / x * , si risolve come sopra (423) . 
452. Trovato un valor di x—h, sarà b *+ ex - 4 - dx - 4 - 
ex* -+ fx*= b -4- eh -4- dh : - 4 * eh 1 * 4 - fh 4 ==Q== tu • Pongo x — 
* -i-h, e sostituendo viene 


•_4- ex — -4* cz -4- eh 

-4- dx 1 — “!■ dz' ”4* 2dhz -4* <//i 

- 4 - “ - 1 - ez 5 -4t 3e/iz* -1- S^h'z -4- eh* 

- 4 - /at 4 =/z 4 -+4/7iz 3 -4- 6fk’z' -4- 4/7t 3 s -4- //i 4 

cioè /a 4 -4- 4/7iz s -+6fh'z l -4- 4 /Vz *4- 1» 1 = Q 
-4- e -4- 3eh -4- 3eh' 

-+ d - 4 - 2 dk 


formula , ehe avendo - 4 - in per ultimo termine , si risolve 
fon le regole date , e il valor di 2 dà un nuove valor di x. 
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Problemi indeterminati del terzo grado. 

3 

453. Sia in terzo luogo m = 3; sarà j- = V( * -t- ex -4- 
/*’)> e perchè y sia razionale, bisognerà far A -+- ex -r dx' 
fx* aC ( intendo per C un riamerò cubo ) , e ciò si ottiene in 
tre casi : 

454 * Se b — m } , sarà m 3 -¥ cx^xiC — dx* — fx 3 , ovve- 


ex 

ro ( 144 ) ( m ■+ - - )* = C - dx 1 -fx ì 
o w 

to y , C = ( m -+£*)> , si 

455 . 11°. Se f— m ì , sarà m'x 3 -*■ dx * = C — r* — £ , ovve- 

ro(i 44 H»,-|.^ 5 )i = c-«-i-i. * fatto 

= C = (mx^ g y, si ha x=~~ S ~. 

456 . 111°. Se £ = m 3 ,/■= » J , sarà -+■ »’jr } = C — r# — 

, ovvero ( 144 ) (m -+• nx ) 3 = C H- 3 W 1 »*-»- Qmn'x 1 -ex — 

dx* ,c fatto C = ( m -*-nx ) 3 , si ha x = ~ — 7 -— 7 . 

457* Si osservi i°. che se nella formula b -+■ ex -\'fx 3 sia 

f— *** » fatto m 3 x 3 =C, sarà anche x — —~. 

c 

45^- 2 °. Che se nella formula £ -+• ex -+• dx* — C si con- 
tenga un quadrato , onde sia per esempio b-*-cx-+- dx * 

r r c :t >vtk =^t- = c cd *= 

£~ f>C _ a^-AV 
?C — A'f • 

459* 3°- Che se nella formula b -V dx* -+fx 3 = C sia b^x 

—d ' 

w } , fatto m 3 — C, sarà anche x~~j 


i»i 


C’x 


3w* -+ ’ 0.1 m & * e ^ at * 


dx 


f ' 

460. Ma se la formula b-^cx -t-dx* «+/** =C divenga 
1 -+/^3=C=j^./(4i:) > sarà x==~y==-p g _^-yr . 

Se divenga b -+cx=z C , sarà * = - — - = — T~~ . Se di- 

c at 

venga dx * = C = , sarà .r — ^ — xt • Se divenga px = C , 

C A 5 

sarà x — f — aìff . Del resto un valor di x, ne dà per lo pii 
molti altri (452). 
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Problemi indeterminati di tutti i gradi a una 
o due incognite . 

461. La formula y= *Jbx di grado pari o impari, si risol- 

* ot ±=r ,=fl 

ve : poiché** =V =** ( 412 ) * onde xszP b. 

402 . E si osservi che se « ±= 1 e numero impari , sara m 

numero pari , onde se voglia cangiarsi ** in quadralo , 

m ±=2 =fl , to±^l 4 = 2 l »-+2 =W» 

rarhP =P l ,* = P * e ** = P 4 * 

m tn n «d . , _ • -, 

463. La formula y = V( ■+ * * ) di S ra “ 9 P a ™ • 

» <* »±=l ” ±n 

impari, si risolve; poiché ** «+•** — ‘ ^-p-rs* 

*d * = * (P “ *) • . 

* tn tn fw±=l . 

464. La formula y = V( £ -+ rf* H- e* ) di grado pa- 

m m 1 D ,,; 

ri o impari, si risolve: poiché b -4-d* -he* — “ » ® 
in tn . ±=l 

fatto P =b , viene * = — «<• . „ 

465. La formula generale b -+ ex -* dx x + . « o » • ♦ WX 

può divenire una potenza perfetta in più casi: l .se ella stes- 
sa sia una potenza del grado tn, potrà cangiarsi m una po- 
tenza del grado n : infatti se b rfcx -t- - 4 - w * —J. n* ”** 

, v'P'-/ 

posto (ft*-+/)" = P* , sarkft*-+/= VP" e d * — * 

m A** 

« A- , V > V-/ _A^-eV; 

preso dunque P = — , sarà * = j * 5 ^ 

466. 2°. Se la data formula sia il prodotto di due potenze 
del grade, ff ,»»—/“ , potrà cangiarsi in altre simili , ed intu- 
ii e tante inferiori , quali e quanti sono i fattori dei numeri 

fM 

fi ,tn — fi : poiché sarà b- c* w * ~{hx *+/") 

(gv-+k = P M = (/* -+ k )**" M (417). che si tratta come 
il primo caso, ec. E se sia fi — qr, intendendo per q ,rduerat- 

tori di fi, si avrà ( hx+f)^ (jt*-*-k) . =P 
(417), che pur si tratta come il primo caso . ec. Si osservi 
che se tn — * *=I, la formula potrà cangiarsi in potenze dei 
gradi »»,«> — !, e nell’ altre espresse dai fattori di m,m— I: 
poiché se b-¥ ex -1- . . . . -+ •*" = ( hx * ) — 
rx-t-k . /P*-* A m f- o m k 

sara * = T^ipir- = À-/i ec * 
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467. S*- 5 * la data formula sla la somma é- la differenza 
di una potenza del grado p e di un prodotto qualunque di fat- 
tori razionali, potrà cangiarsi in- quella potenza; poiché se 

t/t p 

b •+ ex •+ -*• vx — ( hx -+f) ±= [gx -+ k)(rx -+s ) ec. — 

P*. fatto Uvc+ff = p“, sarà x~~, x = ~ ec. 

Z r 

4<S8. 4 . Se nella formula data sia b - 4 - e - 4 - _+ w = m r , 

ella potrà cangiarsi in una potenza del grado r ; infatti da m r -*• 

ex -+• -+■ ux m — P r — 4- c -t- -+ w , posto m r — , 

. ex ..... - 4 - a *® 

Tiene 

• c • • • * 

disfà x—l. 

469- 5°- Se tentando si trori un valor di x che soddisfaccia. 
• 2 <" 

470. La formula x = V( -+ dj *) di grado pari, si ri- 
solve in numeri interi . Infatti sarà b*x* H- dy 1 =P*", onde 

P ' m — dy x = b'x* — Q, • = f J (417) ; dunque “ 

A'b - 4 - a'bd , aA»£P" 

ed > = 


“ =2 I » equazione a cui evidentemente sod- 


AaJP* 


2 ùAa 

%\l* m 





A % b -+• »'bd ~ i ( A'b - 4 - a'bd) 

Abf m _ - lab P» ab?» 

|C “ -+ «w; — aì -»■ — — j(aì f 




« 

2*P^ £P®^ 

Ab abd . Ab abd . * 

V+TT 

421 * Eguagliando P agli otto diversi denominatori, si han- 
no otto formule , e per. applicarle ai casi particolari , si pren- 
dono .1’ arbitrarie Aja-'in modo che risultino per x,y dei nu- 
meri interi, il che sempre può farsi* Ecco le prime due: y 

2 Aab(A*b -ha*bd) , x = ( A» - »V) (A'b •+.i‘W)"' 1 . 

472. Si noti ohe se le formule prima d’ esser ridotte ab- 
biano un fatcor comune », onde sia x = — -tt- * . y si 

- — • ly Mg 

dovranno divider per esso e poi ridurle. E se A 3 £-+ ov- 
▼ero ( A l b - 4 - a x bd) ovvero - -t-abd ec. sia potenza m*'™*. 
Si farà non più P ma P® = A'b -+ a'bd , = i ( A'b - 4 - o'bd) ec. 

2 m-+ I 

473 * Ea formula z — y^( bx* -+ dy* ) di grado impari , si ri- 
solve in numeri interi. Infatti sarà bx*~+dt* — ps*-f r Pr j *.» — - 
P^«-m —j,* J ’ cu x — 

— 0 .= b? ìm +t — bdy' (417), ovvero y* = 
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p 2*1-4- 1 _ r » P 4 *-+ 2 

— — = Q = dì' 2 ”-' 1 - Idx' : ma JP 2 "+ 1 — — e 

d b~ m 

p 4 m- 4 - a 

<iP!* + i = — — ■ — (462); dunque sostituendo ed estraendo la 

. » <ì\a”- m + l AaP 2 ”’" 1 ' 1 

„d,ce , » tro«,. j, = — A ,— - r t7) = I4 „ Ta -4^44ÌT K - 

come sopra (4:0), ovvero * = ^ A »;^r^== 

^ (| p2»+ I 

— - 7-5 -r-p.-r- ec. come sopra (470). 

-» A -+a bd) r ' 

434. Eguagliando P come sopra (430) ai sedici diversi de- 
nominatori , si hanno sedici formule: altre sedici se ne hanno 
osservando che i due fattori b,d di a % bd posson distribuirsi 
tra i due quadrati A* , «* . Poiché se sia A* H- a~bd = 2 p. A* — 
a*bd — ‘2.q , quadrando, sottraendo ed estraendo la radice, ver- 
rà Ad = V — 7 y — = V ~~T~~ • — 3^ » onde se = A' 1 , 

b a b 

— — a'* , sommando e sottraendo si avrà 2p ( = A 1 -t* a* £</ ) 

= iA'* -¥da'* ,lq (= A 1 — o'bd) — bA^—da'* e 2Ad= 2AV. 
Ecco le prime due formule: 7= 2Aab "‘~ 1 ( A* -+ a 1 bd)'- im ,x = 
b' n l A 1 — a'bd i ( A’ — *■ a 2 bd) 2 -" . . 

435. Anche in tutte queste formule hanno luogo le ridu- 
zioni di sopra (432) . 

436. Termineremo l’Algebra con alcuni Quesiti che at- 
tesa la loro varia natura dovranno sciogliersi dai Principianti 
parte nel primo e parte nel secondo anno dello studio. 

I. Come dimostrerete che il comun divisore trovato con 
la data regola {561 è Massimo? 

II. Dimostrar le regole dare ai numeri 38, 79, 83. 

III. Uno mi dice.* la metà de’ miei scudi eoi loro terzo • 
quarto gli supera d’uno . Quanti scudi ho? Risultato. 12. 

ola 

IV. L’età a di uno è m di quella di suo figlio; tra quan- 

• • v p/d - „ • <-r* . d ( m — n ) 

ti anni sara n ? Rit. Tra anni — r. 

m ( n — 1 ) 

V. Dando 3 soldi per uno a dei poveri , mi mancano 9 sol- 
di; ma dandone 2 me ne avanzan 2 . Quanti sono i soldi ed i 
poveri? Ris. I soldi son 24 e i poveri il. 

VI. Uno avea 6 l quando tirò il salario di 5 mesi : 2 mesi 
dopo avea già spesi £ del suo denaro ; ma riscosso il salario , 
si trovò con 99* . Quanto avea il mese ? Rit • 30* • 

VII. Uno lascia ai nipoti 120000* , cioè I2COO* a ciascun 
maschio, e pcco a ciascuna femmina . Se avesse lasciate 9000* 
ai maschi e 12000 alle femmine , sarebbero avanzate gocg' . 
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Quanti sono gli uni e 1 ’ altre? Ris. 7 maschi e 4 femmine. 

Vili. C Cacciatore promette a B una somma b per ogni 
scarica in vano , e B promette a C una somma a per ogni sca- 
rica in pieno. Dopo un numero » di scariche o C,B nulla si 
debbono, o C deve a B una quantità d, o B la deve a C. 

Trovare in generale le scariche x a vuoto. Ris. x=z . 

. a -ho 

IX. Diviso un numero in m ed in m -+• I parti eguali, il 
prodotto dell’ une eguaglia quello dell’ altre.- qual è questo nu- 

mero? R/s. Sia x, e si avra K . 

tn m 

X. A raddoppia coi suoi i denari di B e di C, quindi B rad- 
doppia quelli di A e di C, e poi C raddoppia quelli di A e di 
B, cosicché in fine ciascuno ha ió / . Quante ne aveano in prin- 
cipio ? Ris. Le chiamo x , y , z e trovo z 8 ,e di qui si ha x,y^ 

XI. Con i> carte si tanno b monti d’ egual numerar di 
punti, e la prima carta di ciascun monte vai lo se è figura, 
1 1. se è asso, 12 se è due ec. , ma l’ altre carte del monte va- 
glion ciascuna un sol punto . Fatti i monti e rese le carte d 
avanzate , se ne avanzano , si chiede quanti punti x facciano 
le prime carte di tutti i monti . Ris. x—d -+■ b ( c l) — a . 

XII. I crediti di 7 persone sommati a 6 a 6 sono 994', 
1036,840 . 910 , 896 , 952 , 882 . Qual credito ha ciascuna ? Ris. 11 
credito d’ una z=9l , e di qui gli altri. 

XIII. Quali sono i numeri x,y la cui somma è a , e quel- 
la dei lor cubi è b ? Ris. y — — ±= -y/ e di qui x. 

XIV. Qual è il numero x le cui potenze m , m *+ 2 pres$ 
1’ una p e l’altra g volte, si eguagliano? Ris. * = 

XV. Son 20 tra uomini e donne in una Locanda, e gli uni 
e l’ altre spendono 24' ; ma ogn’ uomo spende l 1 più d’ ogni don- 
na. Quanti sono gli uni e 1 ’ altre? Ris. Gli uomini sono 8. 

XVI. Dimostrare i teoremi dei numeri lo, 2 °, 3 ° » 3 ^ > IH > 
44 , IV , V ; 55} 58 ; 305 . 

XVII. Un mobile fa miglia 9 nel primo giorno, 8 nel se- 
condo ec. , un altro ne fa nel primo giorno 27, nel secondo 18 
ec. , ambedue in progression geometrica. Qual è il loro viag- 
gio per tutta l’eternità? Ris. 8 i"" s ' 

XVIII. Due Corrieri con le celerità m ,n partono nel punto 
stesso 1 ’ uno da Firenze per Livorno , 1 ’ altro da Livorno per 
Firenze, e la distanza tra questi due luoghi e a . Ove s’incon- 
treranno? Ris. Sia x la distanza tra Firenze e il punto d’in- 

. , atn 

contro, e si avrà * = . 

w -f# 

XIX. Un orologio tra le 5 e le 6 ha la lancetta dei minuti 
Su quella dell’ ore. Che ora c ? Ris. Ore 5, 27'--,-. 

XX. Tic cagioni separatamente producono i tre effetti 
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■>> tempi Qual tempo x impiegheranno & 

t ,n 

produrre insieme l’effetto *"'? Rit. x = -, 5 . 

h — -4- — 

t t> t" 

XXI. A pose in società il doppio di B e di più 5 ,f- : A eb- 
be di guadagno 66o' c ‘ e B 300. Cerco i capitali e il frutto . Rii. 
il capitale di B è 25' f, i il frutto è di 1200 per 100. 

XXII. Un peso , un numero o una misura di due materie 

vale p',P" e con la mescolanza di pesi, numeri o misure *»' , 
tu" di esse vorrei fare i pesi , numeri o misure m di una ma- 
teria media onde un suo peso , numero o misura vaglia p . Da- 
te quattro delle sei cose, trovar l’ altre due. Rii. hi avranno 
l’ equazioni tu' m"=-m , e pm — p , m'- J rp"m". 

XXIII. Dovendo A pagare a B una rendita a per t anni 
oltre quella che scade oggi , conviene di saldarlo interamente 
con abbonargli il frutto semplice ad m per 100. Quanto ri- 
. „. . »t [ 200 -+ »7i ( r 1 ) ] 

scuoterà B? fòt. Riscuoterà 

XXIV. Data al frutto semplice di tu per I una sorte e, ri- 
solvo di consumare in t anni e sorte e frutti, spendendo an- 

. t I r> ,, . me ( W-h I )* 

umilmente un’ egual somma x . Cerco x . Rit. x — - — 1 rr — . 

( m -+ I v— 1 

XXV. Col metodo dei coefficienti indeterminati calcolare 

( 2 ax ■+ x* ) u •+ ( a -+• x ) u* 

i rotti . . — ( rt — 7T‘tT^— 7)« i 2 

tj ( ax x 1 ±r U x ) — V ( ax -+■ x* ±= au ±= ux ) 


( 2 MX- 

±3 —, - 

(a- 
au 


V 1 X* ±= ux ) 
■jc’ìa a 1 u x 

-*) *—* 


Rii. 


a * u 1 


( a -+■ x ) J 
(3o 1 -+4ax'iu l 

' x_ “+■ 

2 * ( ax -+■ **) a 8.r(c»jr - 
XXVI. Sommare i 


(*- 

(5* J 


*)♦ 
- 12 a 


tc.i 2 1 . =+ . . 

1 x -t- 8<i.v* )« * 


ii ' 

•x 1 )* 

rotti 


cc. 


2°. 0,4059090 ec. Rii. Il 1°. è 


■f 4 

l6.v( ax -+ x 1 J 11 

decimali i°. 0.00330033 ec. 


11 


' aao o ' 

r 4 9 16 

XXVII. Sommare v termini della serie — H- ■+ -+ cc. 


v, t . x »('*-*• * )(* *— 1 ) 

jAtf» La somma © ^ ^ j jj 


è-*-) • 


•(*-!) 


XXVIII. Per la Regola di doppia falsa posizione calcolare 
il valor di r nell’equazione r T — 2000. Rii. r = 4,8278. 

XXIX. Le tre cifre d’ un numero son tali che il loro pro- 
dotto è 54, la somma dell’ estreme divisa per la media è 6, e 
sottratto 594 dal numero , si han le tre cifre stesse in ordino 
inverso . Che numero è ? Rit. 923. 

XXX. TI Comandante d’ una Fortezza assediata scrive al 
Generai- che tante :tono le centina ja de’ suoi soldati quante le 
unità nella radice positiva dell’equazione „v 4 -*■ ?*’ — Zx* — 
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ì 3 x = jS. Il biglietto viene in mano degli aisedianti che n©«* 
infendon la cifra . Come la spiegherete? Rii • I soldati erano 200. 

XXXI. Determinare i fattori della quantità — ( «*-+• 
4 * — c 1 )*. Rii. I primi due sono r = ±=(o — b), gli altri 
due a -+■ b — e . 

XXXII. Estrar la radice quadra da II -+Vl2o,da 39 - 4 - 

V5.v. V(«*!KJ)- 


2\^5 e da <V — 1 . Rii. i°. \/6 ■ 


V( 3£ =^5- l -)=3’-v- 

XXXHI Quali sono i due numeri la cui somma è a e il qua* 
7-iente d*l nflnore diviso per la radice cuba del maggiore è£? 


Rii. Il minoce 




ed 

• 4— 


XXXIV. Dimostrare i teoremi dei numeri 394 395. 
XXXV. Risolver 1 ’ equazioni x 4 -t- 6 x* — 12* -*• ó = o 
x* — l8.r a -+ 25* -+ 6 = « . Rii. I divisori della I a . sono x 
Xy/ — 6 =p V — < 5 ; della 2 *. sono a: 1 — 5.* -+- 6 ed x % 5* -+• 1 . 

XXXVI, Trovar per approssimazione la radice dell’ equa- 
zione x‘ — 13* -4-5 = 0. Rii. x — — 3,7843. 

XXXVII. Trovar la radice della generale equazione*" — 
*— l » — I » — 2 *-I 

. — — **(«■+*) *" -3 ~ — J “ • 

» * 

« — 2 /» — 3 .. a\fb—b\/a 

4 )x*~+~ ec. fl/ 7 . * = Ti • 

' . V<*-V£ 

XXXVIII. Con monete di lo e di 5 paoli in quanti modi 
puà farsi la somma di paoli 405 ? Rii. In 40 modi . 

XXXIX. Quali sono i numeri multipli di 2 che divisi per 4 ,5 
« 6 , danno l di resto ? Rii. 30I , 221 , 1 141 ec. 

XL. Certi forestieri spesero 20 1 in una Locanda a ragiona 
di 4* per Padrone , di_4o' ,<- per 
vallo: quanti erano 

Rii. Se * = I , si avrà y — 2, =.-5 e * = 8 , = 4 
tky = 3 ,z== 4 ‘- se * = 3. verrà .7 = I , z = 4 . 

XLI. E egli possibile di far 19* con monete di 24 r , dx 

13 , e di 6? Rii. Impossibile. 

XL 1 I. Esprimere più semplicemente per approssimazione 
il rotto 0,5715. Rii. A. 

XLIII. Correndo 9 di Ciclo Solare e Lunare e 3 d’indizione, 
apparve in Cielo una grande e singoiar Cometa. Che anno era? 
Rii. Il 1680 . 

XL 1 V. Dimostrare i teoremi del n°. 415. 4 0 . 

XLV. Trovar due numeri x,y la cui somma sia il qua- 


rti 40'*'' per Servitore e di 
i Padroni », i Servitori y ed 


js"*' per 


Ca- 

1 Cavalli s? 

se x — 2 . 


sa- 
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irato di Rii x = ■ jr_^r 5 di q u >^- 

XLVI. Trovar due rotri razionali la cui somma e il cui 
prodotto facciano due interi. Ris. E’ impossibile. 

XLVII. Costruir le serie poste al n®. 420. , 

XLV 1 II. Dimostrare che i risultati -+ a, — b , -+ c ec. (420) 
son periodici. 

XLIX. Risolvere in rotti o in interi l’equazione 13 v* — 

159 — Q. Rii. In rottisi ha x = 4, = ~~ .• in interi * -= — 
3S36 i — 1 336 , — 20 » — | • 

L. Trovar le formule del n°. 439. 

LI. Un Viaggiatore osservando le rarità, di una Casa illu- 
stre di loscana, s’invaghì di varj Quadri di due diverse Scuo- 
le e soprattutto di uno in Lavagna, opera antica ove è dipinta 
una Musa . Voleva acquistarli e ne offeriva in prezzo una Cas- 
setta di fondo quadro piena di zecchini dispostivi in 1 44 piani : 
onde essendo le pitture di ciascuna Scuola tra 80 e loo, avreb- 
be dati per ogni pezzo tanti zecchini quanti erano i pezzi della 
Scuola respettiva, e tanti per la Musa quanti erano i pezzi 
delle due Scuole moltiplicati insieme. Determinare quante era- 
no e quanto sarebbero importate le pitture di ciascuna Scuola, 
quanto veniva a pagarsi la Musa, quanti zecchini erano in cia- 
scun piano della Cassetta , e qual’ era la loro somma totale . 
Rii. Chiamate x le pitture della prima Scuola , y quelle della se- 
conda, si avrà * = 4 A* — 4A a — %a- y =8Aa, e fatto A = 

6, 0=2, sa rà * = 84 , y = 96 , onde il prezzo delle pitture x è 
di 7056 1 ” , delle pitture y di 9216*', della Musa di 8064*' , la 
somma degli zecchini 24336 , gli zecchini di ciascun piano 169. 

LSI. Nello scavo di certi fondamenti s’ incontrò un pavi- 
mento antico di ambrogette quadre . Quella di mezzo era ros- 
sa ; intorno a lei ne eran disposti quattro ordini tra verdi , 
bianche, gialle, e turchine; e col prodotto di tre ordini tra 
rosse, verdi e bianche in quattro ordini di turchine e gialle 
terminava il pavimento. Sene volle ornare una sala quadra- 
ta , ma essendo troppe , ne fu escluso il prodotto di un ordine 
di turchine in uno di verdi e in uno di gialle . Si sa che ogn* 
ordine conteneva un egual numero di ambrogette ; ditemi quan- 
te ne erano in ciascun ordine, quante se ne trovarono nel pa- 
vimento antico , e quante ne furono impiegate nella sala . Rii. 
Chiamato* il numero dell’ ambrogette di ciascun ordine, la 
prima soluzione sarà * = 8, e perciò il numero totale dell’ 
ambrogette 801 , e le impiegate nella sala 289 . 


FINE DELL ' ALGEBRA. 
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ELEMENTI 

D I 

GEOMETRIA 

477. 3 Lj<A Geometrìa prende il nome dalla mi- 
sura dei Terreni a cui forse fu impiegata in ori- 
gine. Restò limitata a quest’uso fino all’Epoca 
luminosa d’Archimede e di altri Geometri Gre- 
ci , che fatte con una Risoluzione o Analisi loro 
propria molte scoperte Geometriche, ne pubbli- 
caron poi la Composizione o la Sintesi. Euclide 
le raccolse in un’Opera, ove fissate le nozioni 
equivoche e poco familiari della Geometrìa , con- 
siderò l’Estensione nella sua origine, e dal Pun- 
to che non ha dimensione , giunse fino ai Solidi. 
Infatti l’estensione che è sempre con lunghezza, 
larghezza e profondità , può concepirsi con T una 
senza l’altra; onde si cerca la lunghezza d’ una 
strada senza chiederne la larghezza, e si misu- 
ra l’ampiezza d’un lago senza curarne la pro- 
fondità. Questa astrazione rende più semplice la 
Geometrìa Elementare, e la divide in tre Parti: 
la prima considera la lunghezza, cioè le pro- 
prietà delle Linee, le qualità degli Angoli, e la 
descrizione delle Figure ; la seconda esamina la 
lunghezza e la larghezza, e valuta le Superficie ; 
la terza suppone Te tre dimensioni riunite, e 
determina la Superficie e la Solidità dei corpi . 
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P RIMA PA RTE 

DEGLI ELEMENTI DI GEOMETRÌA . 

un punto A sì può andare a un altro B 
per un’infinità, di linee. Si vede però che una 
dee essere più corta d’ogn’altra, e questa, qua- 
lunque siasi, si chiama Linea retta. 

478. Dunque i°. la vera misura della di- 
sianza di due punti A,B e la linea retta AB che 
gli unisce: 2°. una sola retta può tirarsi da un 
punto a un altro', e perciò due punti bastano a 
determinar la posizione d’ una retta: tutte l’ altre 
che si conducessero per gli stessi punti, si con- 
fonderebbero con la prima: 3 0 . due rette si ra- 
gliano in un sol punto, poiché tagliandosi in più, 
avrebbero comuni tutti i punti d’ intersezione , e 
si è veduto che non possono averli senza con- 
fondersi . 

479. Quando due rette s’incontrano nasce 
la retta spezzata . Tali sono ADB, AFB, le cui 
estremità, terminano ai punti A,B come la ret- 
ta AB. Ora AB è più córta d’ogn’altra linea 
terminata ai punti stessi: dunque la retta e piu 
corta d’ ogni retta spezzata condotta tra gli stessi 
punti. Dunque anche tra le rette spezzile soti 
più lunghe quelle che più si allontanano dalla ret- 
ta , ed è chiaro che può esservene un’infinità.. 
Vi sono anche infinite altre linee ACB , AMB ec. 
che terminando alle stesse estremità A,B, can- 
giano, per dir così, direzione a ogni punto per 
cui passano: queste si chiamano Linee Curve : 
la più nota tra esse e la più facile a descriver- 
si è la Curva Circolare . 
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480. Se la retta AC mobile intorno al punto ' 
A, fa un’intera rivoluzione, la sua estremità 

C descrive una curva CEBDC che dicesi Circon- 
ferenza, mentre lo spazio da lei terminato si 
chiama Circolo ( non bisogna confonder queste 
due cose ). Il punto A è il Centro del circolo; 
ogni retta tirata dal centro alla circonferenza 
si chiama Raggio; e ogni raggio prolungato dal 
centro alla circonferenza, si chiama Diametro : 
così AB è un raggio, BD è un diametro. 

481. Segue dalla descrizione del circolo i°. che 
tutti i suoi raggi sono eguali: 2°. che lo sono 
anche tutti i suoi diametri: 3 0 . che ogni dia- 
metro divide il circolo e la circonferenza in due 
parti eguali. Si chiama Arco di circolo una por- 
zione CEB di circonferenza: Settore , lo spazio 
ACEBA tra l’arco CEB e i due raggi CA,AB: 
Segmento, lo spazio CEBC tra l’arco CEB e 
la retta CB : e Corda dell’ arco CEB , la ret- 
ta CB. 

482. Onde i°. la corda qualunque CB è 
più piccola del diametro DB; poiché condotta 
AC, si avra la spezzata CAB > CB (479): ora 
CAB^DB; dunque DB> CB: 2°. nello stesso 
circolo o in circoli eguali, gli archi eguali han- 
no delle corde eguali e reciprocamente: 3 0 . ar- 
chi maggiori son sottesi da corde maggiori, et 
i minori da corde minori, e ciò è reciproco: 

4 0 . la corda CB d’ un arco CEB è la stessa che 
quella del resto CDB della circonferenza; ma 
parlando d’arco sotteso, s’intende sempre il più 
piccolo: 5 0 . i gradi e minuti del circolo (95) 
non son quantità, assolute, come un piede, un 
braccio; la loro grandezza è relativa alle cir- 
conferenze di cui son parti simili . 
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483. Se due rette AC, CD si incontrano in 
C, la loro inclinazione forma l’Angolo ACD, 
che ha per Vertice il punto d’incontro C ,e per 
Lati le rette AD, CD. Se l’angolo si indica con 
tre lettere, si metce in mezzo quella del verti- 
ce; se con una sola, ella è sempre quella del 
vertice . 

Col centro C e con un raggio qualunque CK 
descritto l’arco KE, il numero de’ gradi di quest’ 
arco sarà. la misura dell’angolo ACD: poiché 
se l’angolo aumenti e divenga ACi, 0 scemi 
e divenga ACI, l’arco KE aumenterà o scemerà 
nello stesso rapporto. E benché col centro C e con 
varj raggi possan descriversi infiniti archi compresi 
tra i lati stessi CA ,CD, tutti però hanno lo stes- 
so numero di gradi , perchè tutti son parti si- 
mili delle loro circonferenze. Onde dicendo che 
l’angolo ACD ha per misura l’arco KE, s’in- 
tcnde sempre il numero dei gradi di KE e non 
la sua lunghezza assoluta: quindi la grandezza 
d’un angolo non difende dalla lunghezza de’ suoi lati . 

Si distiguon tre sorte d'angoli: quello che 
ha per misura meno di 90°, è acuto ; tale è 
BCi: quello che ha per misusa 90° o la quarta 
parte della circonferenza, è retto; tale è ACI; 
e il misurato da più di 90° , è ottuso ; tale è ACD. 

484. Dunque l’ intere circonferenze DCB = ir , FKE = n' 
misurano i 4 angoli retti che sono intorno ad A , C , come gli 
archi DC == A , EL = A' misurano gli angoli DAC=a, ECL= a' : 

perciò 7T :4 :: A : a — e v: 4 : : A' : a' — ^-e quindi a: a' : : 

4A 4 A' A A' , . A A' • x 

— : — (594) ~ : — , cioè gli ingoi* s»m prt- 

forzioiutli tìgli archi divisi per i raggi . 
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485. Si chiama Complemento d’un angolo 0 d’ 
un arco ciò che loro manca per esser di 90°: 
così l’arco di 57°, 31' ha per complemento 32°, 
29'. Quando dunque un angolo è ottuso, il suo 
complemento è ciò che deve sottrarsi per ridur- 
lo a 90°: onde 1 19 0 , 1 i', 36" ha per comple- 
mento - 29 0 , 1 i'jgó". Ma il Supplemento d’ un an- 
golo o d’ un arco è ciò che loro manca per es- 
ser di 180* : così un angolo di 35 0 ha per sup- 
plemento un angolo di 145 0 . 

486. Onde due angoli cf un medesimo compie- 3. 
mento 0 supplemento sono eguali ; e perciò gli angoli 
ACD,BCF opposti al vertice , avendo un medesi- 
mo supplemento DCB, sono eguali. 

487. Inoltre una retta DC, che cada sopra 
d’ un’altra AB, forma con essa due angoli AC.D, 
DCB la cui somma è sempre di due retti o di 180°; 
poiché l’uno è supplemento dell’altro . E perciò la 
sómma dei quattro angoli ACD,DCB , BCF,FCA 
equivale a quattro retti, o a 360°. In generale 4 * 
se le rette ACB,DCI, ECH ec. si tagliano in 
un punto C, la somma degli angoli ACD-i- 
DCE-t-ec. che fanno tutte insieme da una par- 
te di AB, è di 180 0 , e la somma da ambedue 

le parti di 350 9 . 

Linee rette perpendicolari . 

Chiamasi perpendicolare o normale la retta che 
incontrandone un’altra fa retti gli angoli nel pun- 
to d’incontro: così DC è normale ad AB se gli 5 * 
angoli intorno a C son retti. Le rette DE, DA 
che non hanno tal proprietà, diconsi oblique. 

488. I. Se AC sia normale a DF e il punto 
C d’ intersezione sia equidistante dai punti D,F, 
ogni punto di AC sarà equidistante dai punti stessi 
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D,F. Essendo per ipotesi il punto C equidistan- 
te dai punti D,F, sarà CD = CF (478), e il se- 
micircolo DEF descritto col centro C e raggio 
CD, passerà per F (481). Condotte dunque da 
E le corde ED,EF, poiché per ipotesi i due an- 
goli in C son retti, sarà DHE = F 1 E =90° (483) ; 
dunque ED = EF (482), e però il punto E sarà 
equidistante come il punto C dai punti D,F (478): 
ma due punti determinano la posizion d’ una retta 
(478); dunque ogni punto di AC è equidistante 
da D,F. 

IL Reciprocamente, se ogni punto di AC sia 
equidistante dai punti D,F, la retta AC sarà nor- 
male a DF. Essendo per ipotesi ogni punto di AC 
equidistante dai punti D,F, descritto col centro 
C e raggio CD il semicircolo DEF e condotte le 
corde DE,FE, sarà DE = FE (478) e però DHE = 
FIE=9o° (482); dunque gli angoli in C son ree- 
ti, ed AC è normale a DF. 

III. E se AC è normale a DF ed un suo 
punto A e equidistante dai punti D,F, lo sarà an- 
che ogn’ altro suo punto E. Poiché se E non lo 
fosse, non sarebbe ED = EF, nè EHD=EIF — 90°, 
nè gli angoli in C sarebbero retti, nè AC sa- 
rebbe normale, contro l’ipotesi. 

Dunque data la retta su cui vuol condursi la 
normale » basta un sol punto per determinarne la po- 
sizione : onde una sola normale può condursi da 
un punto sopra una retta data . 

489. La normale DC è più corta di tutte l’o- 
bliqueche da un punto stesso D vanno alla stessa 
retta AB. Descritto col centro C e raggio CD il 
semicircolo DEF e condotte le corde DE,FE, sa- 
DF<DEF(479): ma DF = 2DC e DEF = «DE 
( j-88. 1 .) ; dunque 2DC < 2DE, e DC < DE. Per- 
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ciò una normale DC misura la distanza di un punto 
D da una retta AB . Sciolghiamo alcuni Problemi . 

490. I. Dividere in mezzo la data rena DC. 
Coi centri D,C e col raggio stesso DC descrivo 
due archi che si seghino in G,H, e la retta 
GH condorta per G,H dividerà in mezzo DC. 
Poiché condotti i raggi DG,DH,CG,CH, sa- 
rà DC = DG = DH = CG = CH, e i punti G, H 
saranno equidistanti da DC: lo sarà dunque an- 
che il punto F (4^8) e però DF = FC. 

II. Da un dato punto G fuori d’ una retta AB 
condur sopra di essa una normale. Presa un’obliqua 
GD come raggio, e descritto col centro G l’arco 
DMC, divido in mezzo in F la retta CD (490 1 .) , 
unisco CG,FG, e sarà GF la normale cercata. 
Perchè i due punti G,F sono equidistanti dai 
due D,C; dunque lo sono tutti i punti di FG 
(4^8); dunque GF è normale ad AB (488. II). 

III. Da un punto F dato nella retta AB alzar 
sopra di essa una normale. Presa FD==FC e coi 
centri D,C e col raggio stesso DC, descritti due 
archi che si seghino in G, unisco DG, FG, CG, 
e sarà FG la normale richiesta . Perchè DC = DG= 
CG ; dunque i due punti F,G sono equidistanti 
dai due D,C; dunque FG è normale ad AB. 

491. Se il punto dato F sia all’estremità 
della retta AB che non possa prolungarsi , si u« 
sera un metodo che presto indicheremo . 
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Perpendicolari nel Circolo. 

492. I. Se dal centro C oltre i raggi CF , CG 
si conduca sulla corda FG il raggio noi male CM , 
egli dividerà in mezzo la corda FG, l' arco sotteso 
FMG e L'angolo contenuto FCG. Conduco le cor- 
de FM,GM. Essendo per ipotesi CF = CG, il 
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n punto C sarà equidistante dai punti F,G; ma 

di più CD è normale ad FG; dunque anche i 
punti D , M saranno equidistanti da F,G (488. III.), 
e però DF=DG, MF= MG , MIF = MLG (482) 
, cd FCM = GCM (483). 

II. Reciprocamente, se la corda FG c divisa 
in mezzo dal raggio CM, egli sarà normale ad FG 
e dividerà in mezzo V arco FMG e l’ angolo FCG . 
Perchè i due punti C,D sono equidistanti dai 
due F,G, lo è dunque anche M; dunque DFrr 
DG,MF = MG,M1F = MLG ed FCM = GCM . 

Col raziocinio stesso si proverà che se l’ar- 
co FMG o l’angolo FCG sia diviso in mezzo 
dal raggio CM , sarà CM normale ad FG, e divide- 
rà in mezzo FG e l’angolo FCG o l’arco FMG. 

III. E se la corda FG sia divisa in mezzo 
dalla normale MD, questa prolungata passerà per 
il centro C. Essendo MD normale ad FG ed un 
suo punto D equidistante dai punti F,G, lo sa- 
rk anche ogn’ altro suo punto (488. 1.): ma il 
centro C è equidistante dai punti stessi F,G; 
dunque C è un punto della normale MD prolungata. 

Dunque di queste tre cose , esser normale a una 
corda, dividerla in mezzo, e passar per il centro, da- 
tene due, si ha necessariamente la terza . Sciclghia- 
mo alcuni problemi. 

6 . 493* Dividere in mezzo un angolo DGC o 

un arco DMC . Condotta e divisa in mezzo la 
corda DC , il raggio normale GM dividerà in 
mezzo l’angolo DGC e l’arco DMC (492. III.). 

Dividendo nel modo stesso l’angolo DGM, 
e poi la sua metà ec., si avrà un quarto, un 
ottavo ec. dell’angolo DGC; onde può divider- 
si un angolo in 2,4,8,16 ec. parti eguali: ma 
il dividerlo in 3,5 ,7,9 ec. son problemi più alti. 
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494. IL Far passare una circonferenza per y ' 
tre dati punti A,B,D non posti in linea rena. 
Condotte AB,BD e divise in mezzo con le nor- 
mali FL,GI, se si conducano CA,CB, CD, sa- 
rà. (48S.I. )CA=CB=CD, e la circonferenza de- 
scritta Col raggio CA passerà per i tre punti A,B,D. , 

Dunque tre punti A,B,D non posti in linea 
reita determinano la posizione d’un circolo sonde due 
circonferenze non posson tagliarsi in più di due 
punti: ss si tagliassero in tre, coinciderebbero. 

495. 111. Trovare il centro d’ un circolo o 
d’un arco. Condotte due corde, e divise in mez- 
zo con due normali, il punto del loro incontro 
sarà il centro cercato (494). 


Tangenti. 

Una retta MT che ha un sol puuto M co- 
mune con la circonferenza FMG, si chiama Tangen- 
te t e il punto comune M si chiama punto di contatto. 

496. I. Se MT sia tangente in M, il raggio 
CM U sarà normale. Poiché CM è più corta d’ 
ogni altra linea COK (480); dunque ella misu- 
ra la distanza di C da MT ; dunque le è nor- 
male (489). 

II. Reciprocamente, se il raggio CM sia nor- 
male alla retta MT, sarà MT tangente in M. Per- 
chè CM normale è più corta d’ogn’Jcra COK (489); 
dunque tutti i punti K di MI son fuori del cir- 
colo fuorché M; dunque MT è tangente in M. 

497. Dunque se voglio una tangente al pun- 
to M d’ una circonferenza, conduco ad M il rag- 
gio CM, e alzo in M la normale MT (490. 111.). 

498. Se due o più circoli si tocchino in un 
punto o fuori o dentro, la retta che passa per 
i centri passa anche per il punto di contatto. 

A a 
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Poiché la stessa tangente MT è normale ai rag- 
gi CM, AM; questi dunque formano una sola, 
retta CA.=CM=tAM (488. 111 .). 

Linee rette parallele. 

499. Coincidano le rette AB ,CDe s’ intenda 
CD allontanarsi da AB: se 1 ’ allontanamento dei 
suoi punti è ineguale, come in cd , le AB,cJ sono 
inegualmente inclinate in F ,p ad una stessa ret- 
ta NQ, e diconsi convergenti dalla parte A,c, 
divergenti dalla parte B , d ove prolungate si ac- 
costano o si discostano sempre più ; se 1* allon- 
tanamento d’ ogni suo punto è eguale, come in 
CD, le AB, CD sono egualmente inclinate in 
F.G alla stessa NQ, e chiamansi parallele o 
equidistanti . 

500. Segue da tal nozione i°, che le normali 
GE , HF condotte sopra CD tra le parallele, AB, 
CD , sono eguali : 2°. che due parallele per quanto 
si prolunghino, ma» non s’incontrano: 3 0 . che si ha 
l’angolo NFB = FGD o NFA = FGC esterno ed 
interno: 4 0 . che anche AFG = FGD (486) o BFG = 
CGF angoli alterni interni: 5 0 . che anche NFB — 
QGC o NFA = QGD, angoli alterni esterni : 6°. 
che BFG-+-FGD= 180°, angoli interni dalla stes- 
sa pane. 

Reciprocamente, o gli. angoli corrispondenti 
(esterno ed interno, o alterni) sieno eguali, o 
gl’interni dalla stessa parte eguaglino 180°, o 
sia la normale GE = HF, le rette AB, CD sa- 
ranno sempre parallele, perchè non potranno con- 
vergere o divergere , ed essendo equidistanti in 
due punti, lt> saranno in tutti gli altri (478). 

501. Per condurre da un punto dato G la 
parallela GD ad AB, con un raggio GF e coi 
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centri G,F descrivo gli archi FLM,GK. Presa , 
FL = GK e per G,L condotta GL, essa sarà la 
parallela dimandata; poifchè GK=FLdà AFG = 
FGD ( 500.). 

502. Dunque i°. se due angoli BAC.NLM 
hanno i loro lati AB,LN e AC,LM paralleli, 
i due angoli sono eguali; poiché prolungata NL 
fino ad AC, si avrà NLM = NDC = BAC: 2 0 . 
per condurre una normale AF all’estremità A 
della linea AB (491) si può prima condurre la 
normale CD sopra AB e poi AF parallela a DC: 

3°. due corde parallele FG, 1 L tagliano due ar- 
chi eguali Fi, LG; perchè il raggio CM norma- 1’ 
le ad F G. lo sarà anche ad IL, atteso CDF = 
CHI (500): ora FIM=MLGed IM=ML(492); 
dunque FIM — I-M = MLG~ML, ovvero FI = GL. 

Lo stesso è se una di queste parallele fosse 
tangente. 

503. Più di due parallele hanno le proprie- 
tà stesse delle due che abbiamo considerate. 

Misura degli Angoli. 

504. Determinar l’arco del circolo AHGA 
che misura l’ angolo del segmento cioè BAD, fat- 
to dalla tangente AB e dalla corda AD. Con- 
dotri il diametro HCG parallelo ad AD, il rag- 
gio CF perpendicolare ad AD, ed il raggio CA al 
punto di contatto, sarà l’angolo retto FCG = 
BAC: ma ACG = DAC (500); dunque BAD = 

FCA = FA 5 =£™ i dunque /’ angolo del segmento 

BAD ha per misura la metà dell' arco sotteso dal - 
la corda AD. 

505. Onde V angolo DAK tra due corde DA, 
AK Jia per misura la metà dell' arco DK tra i suoi 
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lati: polche BAK=fAFDK,BAD = ÌAFD, e BAK- 
BAD — DAIv = i( AFDK- AFD)=§DK . 

Dunque i°. L’angolo centrale DCK è doppio 
dell’ iscritto DAK appoggiato sullo stesso arco DK 
2°. /’ angolo iscritto appoggiato sul diametro è retto: 
3 0 . gli angoli iscritti appoggiati sullo stesso arco 
dello stesso circolo sono eguali. 

Quindi puòcondursi una rangenteda un punto 
A dato fuori della circonferenza . Sulla retta AC 
che unisce il punto A al centro C, descrivo un 
circolo che taglierà il da io ne’ punti M,M'; e 
poiché condotte AM,MC, l’ angolo CMA è ret- 
to, la MA normale a CM, è tangente in M 
(496.ll.). 11 problema ha due soluzioni, poten- 
dosi condurre da A anche la tangente AM'. 

506. Determinar l’arco del circolo BEFB che misura l’an- 
golo eccentrico 1 SAD col vertice dentro al circolo. Suppongo 
acuto l’angolo BAD e prolungando BA.AD in G , F , conduco 
GE parallela ad AD, ed ho BAD = BGE = £( BD -1- DE ) = 
■ 3 (BD - 4 - FG ) (502). Se 1 ’ angolo eccentrico è ottuso come BAF , 


sara BAF = l8o°-BAD = ì(BFGDB-BD-FG) = *(BF-+GD).; 
dunque t angolo eccentrico ha per misura la metà degli archi 
compresi tra i suoi lati e il loro prolungamento . 
q 507. Determinar l’arco del circolo BFMB che misura 1 ’ an- 
gol© circoscritto BAD col vertice fuor del circolo. Condotta 
GE parallela ad AD , sarà BAD = BGE = |BE = |(BD— ED )^= 
^(BO — Gl). Se AD divengala tangente AF , sarà F AB = 
FB — FG ) ; onde se AM è 1 ’ altra tangente , sarà FAMo= 
l(FBM-FGM). 


FIGURE. 


508. Si chiama Figura lo spazio terminato 
da linee per ogni parte. Se queste son rette, la fi- 
gura è rettilinea ; se son curve, curvilinea. Le 
linee seno i lati della figura, e la loro somma 
ne è il contorno o perimetro. Qui parliamo delle 
sole figure rettilinee o dei poligoni ; e poiché per 


Digitized by Google 


■ 4 +* 1 89 

racchiudere uno spazio son necessarie per Io me- 
no tre rette , il più semplice poligono è il trian- 
golo , figura di tre angoli e di tre lati; indi vie- 
ne il quadrilatero, figura di quattro lati, il pen- 
tagono di 5, V esagono di 6, l’ettagono di 7, l’ot- 
tagono di 8 , l’enneagono di 9* il decagono di io ec. 
Tutti i poligoni facilmente si riducono al triangolo. 

Triangolo . 


509. Un Triangolo coi tre lati ugnali si chiama 
equilatero ; còti due , isoscele o equicrure ; se tutti son 
discguali, scaleno. Se si consideri un suo angolo 
acuto, dicevi acuziangolo ; se un ottuso , ottusi ango- 
lo ; se un retto , rettangolo : il lato opposto a quest’ 
angoli si chiama base , e quando l’angolo è ret- 
to, anche ipotcnusa. Ora due lati d’un triangolo 
facendo una linea spezzata, son sempre maggiori 
del terzo (479). 

510. Un triangolo ABC per i cui vertici A, 
B,C passa un circolo (494), si trova iscritto nel 
circolo, e l’angolo ABC — ~ADC (505), ACB = 
^AEB , BAC= ìjBFC : dunque ABC-i-ACB^BAC = 


19. 


|AEFDA =1 8o°, somma dei tre angoli d'un tiiangolo . 

51 1. Onde i°. prolungato un lato CA, L'an- 
golo esterno BAF eguaglia la somma de* due inter- 
ni opposti ABC , ÀCB ; poiché ABC-f ÀCB-+- 
BACc i8o° = FAB-hBAC : dunque FAB = ABC 
-+ ACB . 

512. 2 0 . Un angolo d’un triangolo è il sup- 
plemento della somma dei due altri; perciò data 
la somma s di due angoli d'un triangolo, il terzo è 
l8o °-5. 

513. 3*. Un triangolo ha un solo angolo ret- 
to o ottuso; ne’quali casi i due altri sono acuti. 

4°. Un angolo acuto d’un triangolo rettan- 
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golo è complemento dell’altro; onde se Tubo è 
a, l’altro sarà 9o°-a. 

514. 5 0 . In un triangolo i lati opposti agli 
angoli eguali sono eguali, e reciprocamente. In 
fatti le corde eguali AB,BC sottendono archi 
eguali, e reciprocamente. 

6°. In un triangolo il più grand’angolo è 
opposto al lato più grande, il più piccolo al 
più piccolo, e reciprocamente. Ma le corde non 
crescono come gli angoli, e un angolo doppio, 
per esempio, non è opposto a una corda dop- 
pia. Dalia Trigonometrìa si ha la proporzione 
di questi aumenti . 

515. 2 °. In tin triangolo isoscele, dato un 
angolo, si hanno i due altri. Infatti dato A = C, 
si avrà B= 180 0 -2A : e dato B, si avrà 2A = 
i8o°-B, ed A =C=i 90° -^B . 

8°. Gli angoli opposti ai lati eguali nei 
triangoli isosceli son sempre acuti. 

9 0 . In un triangolo equilatero essendo gli 
angoli tutti eguali, sarà ciascuno = 6o e . 

516. Io 0 . In qualunque triangolo DEF restando la stessa ba* 
se DF e crescendo i lati DE , FE e perciò anche gli angoli FDE , 
DFE , scema continuamente 1 ’ angolo E , onde se il vertice E si 
allontani all’ infinito da DF, l’angolo E diverrà, infinitesimo o 
nullo, gli angoli FDE , DFE non differiranno da l8o° , e i lati 
DE , FE saranno paralleli (500! . 

II". Se un angolo d’ un triangolo sia infinitesimo o nullo, 
la somma degli altri due sarà l8o p . 

517. Se dal vertice B d’un triangolo iso- 
scele ABC si abbassi la normale BF sulla base 
AC, ciascuno dei punti di questa normale FB 
sarà equidistante da A e C (488. Ili), e per- 
ciò la base AC sarà divisa in mezzo nel punto F. 

Osservazione. Se i due angoli della base 
sieno acuti, la normale abbassata dal vertice ca- 
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derk dentro al triangolo; se un di essi sia ot- j 
tuso, caderk fuori. La dimostrazione è facile. 

Similitudine ed egualità dei Triangoli. 

518.1 triangoli son simili se han tutti gli an- 
goli respettivamente uguali. Così se l’angolo 22 ' 
ABC = dbf , BAC = bdf e ACB = dfb, i triangoli e 
ABC , dbj son simili. In essi i lati opposti agli 23* 
angoli eguali si chiamano omologhi e in gene- 
rale le dimensioni omologhe di due figure son le 
linee dello stesso nome o condotte nella manie- 
ra stessa in ambedue: così in due circoli i rag- 
gi, i diametri, le circonferenze, gli archi di 
un numero eguale di gradi, le loro corde ec, son 
dimensioni omologhe. 

519. I. Due triangoli con due angoli respetti- 
vamente eguali, son simili, perchè anche il ter- 
zo è eguale in ambedue (512): onde due trian- 
goli rettangoli con un angolo acuto eguale, son simili , 

520. II. Due triangoli son simili quando tut- 
ti i loro lati omologhi son paralleli, perchè allo- 
ra tutti i loro angoli son respettivamente eguali. 

521. Ili, Due triangoli son simili quando i la- 
ti dell uno prolungati se occorra , son perpendicolari 
ai lati dell' altro che saranno omologhi ai primi. Fac- 
cia l’uà dei triangoli un quarto di rivoluziono 
intorno ad un punto fisso; allora i saoi lati 
ran tutti paralleli a quelli dell’altro. 

522. IV. Se un numero qualunque di paral- 
lele DF, IL, AC taglia i lati d’ un angolo ABC, 
tutti i triangoli BDF,BIL,BAC saranno simili; 
perchè oltre l’angolo comune B, tutti gli angoli 
BDF, BIL , BAC sono eguali (500). 

523. Se il triangolo bdf s’ immagini posto 
sul triangolo simile ABC in modo che l’angolo 
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22 ' b cada sul suo eguale B, e i lati bd,bf sui loro 
c omologhi BA,BG, il lato df rappresentato da 
DF, sarà parallelo alla base AC . In fatri il trian- 
golo BDF ( =bdf ) c simile al triangolo ABC; 
dunque l’angolo BDF=:BAC; dunque DF , AC 
son parallele (500). 

524. V. Due triangoli con due lari e con 1’ 
angolo contenuto eguali, sono eguali e simili. 
Poiché se il triangolo BCE oltre l’angolo C e il 
lato BC comuni col triangolo BCA, abbia anche 
il laro CE = CA , i due triangoli si confonderanno . 

525. VI. Due triangoli che sopra basi eguali 
hanno eguali gli angoli corrispondenti, sono e- 
guali e simili. Poiché se il triangolo BCE oltre 
la base BC e l’angolo C comuni col triangolo 
BCA, abbia anche l’angolo CBE=CBA, i due 
triangoli si confonderanno. 

S2. 526. Vn * ^ je triangoli ABC, abe con tutti 

e i loro lati omologhi eguali, sono eguali e simi- 
2 li. Soprapposti i triangoli, onde il lato ac ca- 
da sopra AC, essendo AB — ab e BC = he , il 
punto b si troverà su i due archi descritti l’uno 
col centro A e raggio AB, l’altro col centro 
C e raggio CB; dunque sarà nella loro interse- 
zione B, e però il triangolo abe si confonderà 
con ABC . 

527. Vili. Due triangoli abe , ABC c«i lati ab — AB, le — 
BC, e con gli angoli eguali a , A opposti a uno dei lati eguali, 
sono eguali e simili, purché gli angoli C,c opposti ali’ altre 
Iato eguale , siano ambedue acuti o ottusi . Soprapposti i trian- 
goli, essendo la~ BA i punti b,a caderanno in B,A, e per- 
chè l’angolo BAC =: bac , il punto c cadcrà in qualche punto 
di AC . Ma bc — BC ; dunque il punto t dee cadere altresì in 
qualche punto dell’ arco CE descritto col centro B e raggio BC. 
Dunque cadera o in E o in C. Ma il triangolo BEC è isosce- 
le, e però gli angoli eguali E.C sona acuti (512) e l’angolo 
BEA è ottuso; dunque se gli angoli C ,c sono acuti, il punto 
c cadrà in C , e abe si confonderà con ABC.- e se gli angoli 
c , C , o e , E sono ottusi , il ponto e cadera in E , ed atb si 
confonderà con AEB . 
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528. Onde i°. due oblique parallele AB , CD 

comprese tra due altre parallele AD,BC, sono" 0 
eguali. Poiché condotte AF,DE normali a BC, 
il triangolo ABF sarà, simile al triangolo CDE : 
ma (500) AF,= DE; dunque (525) il triangolo 
ABF è eguale al triangolo CDE; dunque AB = 
CD; e così si proverà AD = BC. E' facile ami- 
che il provare che due rette le quali compren- 
dono due altre rette parallele ed eguali, sono 
eguali e parallele. . 

529. 2°. In qualunque triangolo ABD può ^ 
iscrìversi un circolo , cioè può farsi un. circolo 
che tocchi tutti i suoi lati. Poiché divisi in 
mezzo due dei suoi angoli , e condotte dal pun- 
to C d’incontro le normali sopra i tre Iati, i 
triangoli ACE.ACG e BCG, BCH sono eguali; 
dunque CE = CG = CH possono esser raggi, d’uno 
stesso circolo iscritto nel triangolo. 

cjo- Si ha anche EG = BH , HD = ED , AE = AG , e chia- 
mando q il semiperimetro del triangolo ABD sarà l u . q = AE -+• 

ED -+• BH = AD -+ BH *, 2° q — BD ■+ AE=. AB -+ ED -, onde 
sommando le due equazioni , 2 AE- 4 -BD = AD -+• AB , cioè AE= 

-*( AD -h AB — BDJ; dunque il punto E è determinato , e pos- 
sono esserlo nel modo stesso i punti G,Hj onde basterà far 
passare un circolo per quest» tre punti. 

531. Se il triangolo sia rettangolo in B, l’angolo CBH 
meta di ABD , ed il suo complemento BCH sarà, di 45 0 e il 
triangolo BCH sarà isoscele ; onde dalla prima equazione BH 
( =CH) = f — AD si vede che il circolo iscritto ha pur rag- 
gio il semiperimetro meno V ipotenusa . 

Altri Poligoni e loro principali proprietà. . 

> 532. Vi son tre sorte di Poligoni: gli ir- 

regolari che hanno gli angoli e i lati ineguali; 
i simmetrici che hanno tutti i lati opposti pa- 
ralleli ed eguali; e i regolari che hanno tutti i 
lati e tutti gli angoli eguali. 1 Poligoni diconsi 
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isoperimetri quando hanno un egual contorno o 
perimetro. 

11 Quadrilatero simmetrico si chiama Parai' 

i 

lelogrammo ; il regolare , Quadrato; il quadrilatero 
con due lati paralleli, Trapezio ; il parallelogram- 
mo con tutti i lati eguali ma con angoli ineguali , 
Rombo o Losanga ; e il parallelogrammo coi lati 
non tutti eguali ma con tutti gli angoli retti , 
Parallelogrammo rettangolo o solamente Rettangolo . 

Una retta AD che attraversa un poligono 
da un angolo all’altro si chiama Diagonale. L’ 
angolo saliente ha il vertice fuor della figura, 
come ABC; l’angolo rientrante lo ha dentro, 
come CDE. 

533. Le diagonali AC , AD , AE condotte da 
un angolo A dividono il poligono di lati n in 
un numero n- 2 di triangoli, come è chiaro, i 
cui angoli son gli angoli stessi del poligono; 
dunque la somma di questi angoli è S= i8o°(n-2). 

Dunque i°. in un quadrilatero , S = 3 < 5 o°; in 
un pentagono, S = 54o“, ec.; 2 0 . l’angolo d’un 
poligono regolare che gli ha tutti eguali, sarà 

— = Iffg-J ? ? = i8o°( 1-—), tanto più ottuso o 

n n n r 


più prossimo a 180°, quanto nè più grande ( 258 ). 

534. I supplementi degli angoli salienti son 
360°. Poiché i salienti coi lor supplementi son 
i8o°Xn, e i soli salienti son 180 0 (n-2) ; dun- 
que i supplementi son 180" X n-180 0 ( n-2) = 360°. 
.. 535. Se il poligono abbia un numero s d’ angoli salienti ed 

5 o* uno r di rientranti CDE.FHI ec. sar'a (533) » = s -+• r , e la somma 
di tutti S =( s •+ r — 2 ) ir posto 7r = l8o° ; e poiché un rien- 
trante interno a/cequivale a 2 t — CDE (487), la somma di un 
numero rdi rientranti interni sarà <r z=. 27rr — CDE — FHI ec. ; 
perciò la somma dei soli salienti 2= S — w = ( j -* r — 2 ) ■- — 
n*r -*■ CDE *+ FHI ec., e la differenza tra i salienti e i rien- 
tranti D = 2 — CDE — FUI ec. = ( / — r — 2 ) * . 

Onde 1°. Se t>r-+ 2 ovvero s<r ■+ 2, la somma in gradi 
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dei salienti superettt quella dei rientranti o ne farà superata: * * 

•2°. se s = r -*■ 2 e perciò s r — n — '2 ( »•-+■ l ) , la somma de- 
gli uni eguaglierà quella degli altri , e i lati o angoli del po- 
ligono saranno in numero pari: 3 0 . se s—r e perciò s •+ r = 

»— 2>", sarà D c= — 2 t = — 360° , e il poligono avrà pure un 
numero pari di lati o d’angoli: 4 0 . se alla somma J— 2* = 

jw - 2 

dei supplementi (534) si aggiungano gli angoli rientranti, 

«ara f -¥ CDE -+ FHI ec. = sir — £ CDE -+ FHI ec. = j» — 

D = ( r -+ lì ) t . 

Poligoni simmetrici . 

536. T lati opposti d’ un polìgono simmetri- 
co dovendo esser paralleli ed eguali, è chiaro 
1*. che il numero di questi lati è sempre pari; 

2°. che ogni poligono regolare di numero pari 
di lati è simmetrico. Onde condotte da ogn’ an- 
golo d’un poligono simmetrico le diagonali agli 
angoli opposti, i triangoli opposti al vertice, co- 
me AFB,DFC, sono eguali. Poiché il laro AB 
è eguale e parallelo all’omologo DC ; dunque 1 ’ 
angolo FDC = FBA ,FCD = FAB , e i triangoli * 
AFB,DFC son simili: ma il lato omologo AB= 

DC ; dunque sono eguali. 

537. Onde AF=FC,BF = FD ec., e tutte le 
diagonali < AC , DB ec. si tagliano in due parti 
eguali in un punto stesso F" che può chiamarsi 
il centro del poligono: perciò qualunque diago- 
nale AC lo divide in due parti eguali e simili: 
e in generale ogni retta IL che passa per il 
centro F, è divisa in mezzo in F e divide il 
poligono in due parti eguali e simili, attesa 1’ 
eguaglianza e similitudine dei triangoli FIB, 
DFL, ed AIF.LCF. 

538. Quindi per descrivere un poligono sim- 
metrico di un numero dato di lati , per esem- 
pio di sei, condotte comunque per un punto F 1 3 
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tre rette EFG,DFB,AFC, prendo FB = DF,AF = 
FC , EF = GF e per i punti A , B,G,C,D , E con- 
duco AB,BG ec. , lati del poligono: perchè i 
triangoli AFB,DFC con due lati eguali intorno 
ad angoli eguali , sono eguali e simili; onde AB 
è eguale e parallela a DC cc. 

Poligoni regolari . 

539. Divisi in mezzo con le rette CB, CD gli 
angoli eguali ABD,BDF d’un poligono regola- 
re, e congiunte FC,GC ec. , i triangoli CCD , 
CDF ec. sono isosceli (514) ed eguali (524); 
dunque il circolo del raggio CB passa per rut- 
ti i vertici del poligono che perciò vi resta 
iscritto. E poiché nei triangoli ACB , BCD iso- 
sceli, le normali CK,CL dividono in mezzo i 
Iati AB,BD (5 1 *Z) » e l’angolo CBK—CBL, sa- 
ranno eguali e simili i triangoli rettangoli CBK, 
CBL ; dunque CK=LC: così si proverà CL — 
CM ec. ; dunque il circolo del raggio CK tocca 
tutti i lati del poligono, che perciò gii è circoscritto. 

540. Quindi il lato di un poligono regolare 
iscritto è la corda d’un arco di £.360° , posto n il 
numero de’ lati: così il lato di un triangolo equi- 
latero iscritto è la corda d’un arco di ^.360° =120*. 

541. I. Iscrivere in un dato circolo un trian- 
golo equilatero. Col punto B della circonferen- 
za come centro, e col raggio BC, descrivo l* 
arco ACD che taglia in A,D la circonferenza: 
per A,D conduco AD, e presa AG = AD, il 
triangolo ADG sarà equilatero . Poiché condotte 
AB,BD, i triangoli ACB, BCD sono equilateri; 
dunque gli archi AB,BD son di 6o° , e l’arco 
totale ABD di ,120% la cui corda è il lato del 
triangolo equilatero (540). 


Digitized by Google 



+» 197 *+ . . hg . 

542. Polche l’arco ARB è di < 5 o*, la 6ua 0( $. 
corda AB è il lato dell’esagono regolare: ma 0 
AB = CB; dunque il lato dell' esagono regolare iscrit- 
to è eguale al raggio. Se l’arco AB si divida iti 
mezzo, la corda di questa metà sarà il lato dej 
dodecagono ; il che può dirsi di tutti gli altri 
poligoni . . 

543. Nel triangolo ijoscele BAC la normale AQ divide in 
mezzo il raggio CB = r; dunque CQ = *,r*V(AC l — CQ 1 )— 
AQ— ? ; »V3 ; dunque 2AQ = »V3 , lato del triangolo equilatero . 

544. II. Iscrivere un quadrato in un datOo- 
circolo. Condotti i diametri AD , BF normali 
1’ uno all’ altro, essi taglieranno la circonferenza 
nei punti A,B,D,F, e le corde AB,BD,DF, 

FA daranno il quadrato , per esser gli archi 
A B = BD = DF = A F = 90*. 

54?. Onde fatto il raggio AC — r, si avrà il lato del qua- 
drato ÀF = V(CA* - 4 - CI’ ) — r\/2. Del resto anche applican- 
do nel circolo i lati AK dell’ esagono c KF del dodecagii.*» 

(542 1 si avrebbe il lato AF del quadrato ; poiché essendo 1’ ar- 
co AK — 6o° e l’ arco KF = 30° (540) , sarebbe AKF — 6o° -+■ 


On° 


90 


546. ili. Iscrivere in un circolo dato un decagono regolare. 

Sia ÀB il lato richiesto, e si conducano i raggi AC.BC e la 
retta BE che divida in mezzo l’angolo ABC. Ora l’ ango- ^ * 

10 ACB =36° •, dunque 1 ’ angolo ABC = BAC =72° : ma 
BE divide in mezzo l’angolo ABC; dunque ABE= 3 < 5 ° = 
ACB; dunque i triangoli ABE , ACB son simili ; dunque AE : 

AB : : AB : AC ; ma 1 ’ angolo EBC — 36° = ACB ; dunque il trian- 
golo CEB è isoscele, c perciò Eli o AB = EC , ed AE:EC:*. 
EC.-AC: se dunque si divida il raggio AC in media ed estre- 
ma ragione nel punto E (5S0) , il maggior segmento EC sarà 

11 lato" AB del decagono regolare. Fatto AC =r , EC = AB — 
x , saia AE — r — at , c si avrà r — x: x::x: r: onde xx -+ rx 4= 
rr , e * = 4 ( -- I - 4 - V.ó ) * tato del decagono . 

547. IV. Iscrivere in un circolo un pentadecagono regolare. 
Presa AB eguale al raggio e condotta AD eguale al lato del „ 
decagono, la corda BD sarà il lato del pentadecagono - In fatti 

P arco ADA = 6o° , 1 ’ arco AD = 36° , e 60 — 36 = 24 , arco 
del pentadecagono (540). Potrà dunque aversi anche un arco 
di 12° , e di 6° , e di 3® (493), e una circonferenza sarà di- 
visibile in no parti, ciascuna di 3 0 . 

54S, Colla Geometrìa Elementare iscrivonsi dunqup io un 
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circolo i poligoni regolari di 3,6,12 lati ec. (542) , di 4 , S , 
l6ec. (544). di 5, 10,20 ec. (546), di 15,30,60 ec. (541) . 
Ma gli altri non posson iscriversj senza risolver dell’ equazioni 
tanto più alte, quanto è maggiore il numero dei lati, come 
vedremo . 

549. Per circoscrivere a un cerchio darò un 
^ * poligono regolare, vi si iscriva, e dal centro C 
abbassata sopra AD la normale CB, si faccia 
passar per B la tangente EBF che incontrerà in 
E ed F i raggi CA,CD prolungati, e sarà EF 
un de’ lati del poligono cercato; si farà lo stes- 
so per gli altri lati FG,GH ec. , ed ecco de- 
scritto il poligono. Poiché i triangoli ECB,FCB, 
FCM , MCG ec. son tutti eguali; dunque EF = 
FG = GH ec., ed EB=BF=|EF=FM ec.; dun- 
que il circolo tocca ciascun lato del poligono 
EFGH ec. che perciò è circoscritto. 

55®. SeCA=r e AD=|, lato del poligono iscritto d’ 
uno stesso numero di lati , si avrà AQ = ±b , Qc = V( r‘ — ) 

e per i triangoli CAQ , CEB simili , QC ( = V( r* — ^6* )) : AQ( = 
U ) : : CB ( = r ) .• EB ; dunque 2EB = — — 1 — — = EF , la- 

^ VI 4 rr — bb ) 

to del poligono circoscritto. Onde il lato del quadrato circo- 
scritto è 2»-, quello del triangolo equilatero è 2»VS » doppio 
del lato dell’ iscritto ec. 

Linee rette proporzionali . 

551. Se una prima retea sta ad una secon- 
da , come una terza ad una quarta, queste rec- 
te son proporzionali fra loro direttamente : ma se la 
prima sta alla seconda come la quarta alla ter- 
za, le due prime son proporzionali reciprocamene 
te alle seconde. Se la prima sta alla seconda 
come la seconda alla terza, la proporzione è 
continua, e diverrà una progressione se la prima 
sta alla seconda come la seconda alla terza, co- 
me la terza alla quarta, ec. In generale tutte 
le proprietà dimostrate delie quantità , conven- 
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gono anche alle linee rette proporzionali. Del 
resto, qui si tratta di proporzioni e progressio- 
ni geometriche. 

552. Prese sulla retta AB le parti AD = DG= 

Gl ec. e condotte le parallele DF,GH,IK ec. 4 1, 
sulla retta AC , saranno le parti AF = FH = HK ec. 
Poiché condotte DE,GR,IS parallele ad AC, i 
triangoli ADF,DGE,GIR saranno eguali; dun- 
que AF = DE = GR = FH = HK = ec.; dunque AD» 

AF :: DG : FH : : Gl : HK, e perciò AP somma di 
tutti gli antecedenti , sta ad AQ somma di tut- 
ti i conseguenti, come un antecedente AD al suo 
conseguente AF , o come un numero di parti 

di AB al numero stesso di parti simili di AC, 
per esempio AG : AH : : AI : AK:: DI : FK ec. (2òi). 

553. Dunque i°. Se due rette AE, AD son ta- 
gliate da due o più parallele ED.CB, le loro parti 4 2 * 
CE , BD son proporzionali alle rette intere AE , AD . 

554. 2 0 . Sedue triangoli ABC,abc son simili, 
tutti i loro lati omologhi son proporzionali . Poiché ^ 
se l’angolo B=b, presa sopra AB la parte DB e 
eguale al lato omologo ab, e condotta DF pa- 
rallela ad AC, i triangoli BDF, abc saranno 
eguali (525): ma AB ; BC BD: BF ; dunque AB: 

BC : : ab:bc . Si proverà egualmente che AB : AC : : 
ab: ac, che AC:CB : :ac : cb . 

555. Reciprocamente, due triangoli ABC, abc 
son simili se hanno tutti i loro lati omologhi pro- 
porzionali. Per la costruzione passata» i trian- 
goli BDF, ABC son simili; dunque AB:BD:: 

AC : DF : : CB: BF ; ma per ipotesi AB:at(=DB):: 

AC : ac: : BC : fcc; dunque DF = ac e BF = bc, dun- 
que i triangoli BDF ,abc sono eguali e simili; 
e poiché il primo è simile ad ABC, lo Sara 
anche il secondo., 
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4-». 55 < 5 . Due triangoli ÀBC,abc son simili se 

c hanno un angolo eguale B e b, ed i lati intorno 
a quest 7 angolo proporzionali. Fatta la solida co- 
struzione , AB:BC ::ab:bc : :BD ( =u6): BF : dun- 
que BF = bc, onde DF = ac ; dunque il triangolo 
abc è eguale e simile a BDF e perciò ad ABC. 
-Si proverà egualmente che se i triangoli ABC, 
abc hanno un angolo B = b, e due altri lati o- 
jnologhi AB, AC ed ab, ac proporzionali, sa- 
ratino simili. 

r 

557. Diviso un angolo A d’ un triangolo 
ABC in mezzo con la retta AD, i lati BA,AC 
saranno proporzionali ai segmenti BD,DC. Poi- 
ché se BF parallela ad AD incontri in F il la- 
to AC prolungato, si avrà BD : DC : : FA : AC : 
ma l’angolo DAC= DAB = ABF = BFC; dunque 
il triangolo FAB è isoscele, onde FA = AB, e 
BD:DC:;BA: AC. 

558. E le parti di due rette che si raglia- 
no tra le parallele , son proporzionali alle ree- 

rtr . te intere. 

ÙC> ' 55 9. Se dal vertice dell'angolo retto A si ab- 
4 Z* bassi sull 7 ipotenusa BC la normale AD, i°. i trian- 
goli BAD, ADC saranno simili tra loro e al trian- 
golo totale BAC; 2*. la normale AD sarà media pro- 
porzionale tra i segmenti BD,DC: 3 0 . ciascun la- 
to AB o A C sarà medio proporzionale ira /’ ipo- 
tenusa BC e il segmento adiacente a questo la- 
to , cioè BC : AB : : AB : BD , e BC : AC : : AC : DC . 
I*. I triangoli rettangoli BAD, BAC hanno l’an- 
golo B comune, c i triangoli rettangoli ADC, 
Ì 3 AC hanno comune l’angolo C; dunque son si- 
mili, e due triangoli simili ad uno stesso triango- 
lo, lo sono anche tra loro. 11°. I triangoli simi- 
li BAJ}, ADC danno BD : AD ;j AD.DC, e però 
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AD 2 = BDxDC. IH 0 . I triangoli simili BAD, 
BAC danno BD: BA : : BA : BC, e i triangoli si- < *’ 
mili BAC,ADC danno DC : AC: : AC : BC . 

560. Dunque BA 2 =CB . BD ,CA* = BC. CD, 
e BA 2 -r-CA 2 = CB(£D-<-CD) = CB 2 , cioè nd 
triangolo rettangolo il quadrato dell’ ipotenusa egua - 
glia la somma de’ quadrati dei lati. 

561. Sia AB=^a, AC z=.b y BC = c , e sarà c 2 = 
a 2 -4-6 2 ; onde dati due lati d’ un triangolo ret • 4 °* 
tangolo, si ha il terzo; così c~\/(a 2 -*- b* ) ,b= 

VC c* - a 2 ) , a=\/(c 2 -6 1 ).Sea = 6, sarà c = ay/st : 
ma c è la diagonale del quadrato AD ; dun- 
que la diagonale è incommensurabile col lato del 
quadrato. 

562. Se dal vertice A d’ un triangolo qua- 
lunque ABC si abbassi sulla base BC la nor- 
male AD, e sia BC = a, AB = 6, AC = d, avre- 
mo è 2 -DB 2 = AD 3 =d 2 -DC 2 = d 2 - (a =f DB) 3 , 
preso il segno di sopra se la normale è dentro : 


dunque DB = £— e DC = ^-"^~ 

Dunque d 2 =ò 2 -DB*-t-(a=f DB) 2 =6*-t a*=? 
2a.DB, cioè nei triangoli acuziangolo e ottusan- 
golo il quadrato della base AC eguaglia i qua- 
drati dei lati AB,BC meno o più il doppio ret- 
tangolo del lato BC su cui cade la narmale, nel- 
la retta DB compresa tra la normale e l’altro 
lato AB. 

Proporzionali nel Circolo . 

563. La normale o ordinata MP condotta da 
un punto qualunque M della circonferenza AMB ^ ’ 
sul diametro AB, è media proporzionale tra i seg - 
menti 0 ascisse AP,PB, e dà PM 2 = APXPB. 

Cc 


- 4 - d' - i 1 
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Condotte AM, MB, il triangolo AMB è rettan- 
golo r onde MP 2 = APxPB. 

564. Sia il diametro AB = 2r, V ascissa AP = 
x, onde l’altra ascissa BP = 2 r—x, e l ’ ordinata 
PM=y; avremo generalmente y* = (-ir~ x)x — 
2 tx-x', equazione fondamentale che esprime la 
proprietà del circolo d’aver sempre il quadrato 
d’ ogni sua ordinata eguale al prodotto dell’a- 
scisse corrispondenti. Perciò si chiama questa 1 * 
equazione al circolo, dal cui punto M conducen- 
do la tangente MT fino all’incontro dell’ asse 
AB, si avrebbe la normale CM =r, la sunnorma - 

le CP — r-x, la suttangente PT = — 

0 r— x r — x 

atteso il triangolo rettangolo CMT , ec. ec. 

565. Se sia CP = * , posta nel centro C l ’ origine dell’ ascis- 
se , il triangolo rettangolo CPM darà P equazione = r* — x 1 , 
che esprime la stessa proprietà del circolo; ma la suttangen- 
te diverrà PT = — e PT -+ CP = CT = — ; di qui la 

x x 

proporzione CP : CA : : CA : CT , onde è facile conoscere il 
punto T e condurre al dato punto M la tangente TM , la cui 
espressione si ha dal triangolo rettangolo TMC che dà TM = 

AS(504)=±r v /(CT a ~CM 1 J=±=v/(~ - r l )=±=-j V(r*-x*). 

5 66. Da questa doppia espressione della tangente AS si 

raccoglie 1°. che come il negativo si oppone al positivo, così 
la tangente negativa dee opporsi alla positiva; onde se AS pre- 
sa al di sopra di AB sia la positiva, AS' presa al di sotto sa- 
rà la negativa; e ordinariamente (ió8) il valor negativo a’ una 
linea dee prendersi in un senso contrario a quello in cui si pre- 
se il positivo : 2°. che fatta per esempio, CP=jc = .4 r . , vena 
AS = ±= ; e fatta x — o , verrà AS = ±= oo : ma presa x ne- 

gativa , cioè da C verso B, e fatta CP' = — * = — -il, verrà 
AS = -1- ; e fatta — x = — r, verrà AS — o: cioè la tan- 

gente AS ha successivamente i valori H-_t r _,oo, — .3_1,o,-4- 

— co , — .3.1 ec. , e cominciando positiva, passa per V in- 
finito e divien negativa , .passa per zero e torna positiva, ri- 
passa per l’ infinito e ritorna negativa ec. : quindi in generale 
le quantità che continuamente variando passano per V infnito o 
per zero , si cangiano di positive in negative c di negative in po- 
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sitive: onde giacché le linee variabili posson passare per l’in- 
finito o per zero senza prender sempre un’ opposta situazione , 
la contrarietà dei segni non sarà sempre un indizio della dia* 
mettale opposizion delle linee . 

5 67. Le parti di due corde che si tagliano in 
un circolo son reciprocamente proporzionali , e si 
ha CF : AF: : FB ; FD, ovvero CFxFD=AFx 
FB. Poiché condotte AC,BD, i triangoli ACF, 
FBD in cui l’angolo CFA = DFB, e CDB = 
CAB (505) son simili, onde CF : AF : : FB : FD . 

Con ciò posson risolversi i due segmenti problemi . 
i". Condurre per il dato punto A la corda BAD tale che „ 
sia AD : AB Conduco per A il diametro FG , ed essen- 5 2 * 

do dato il punto A, è nota la sua distanza AC dal centro C. 

ttX 

Sia dunque AC = b , CF = r, AD = x , e sarà AB =— , BAX 


AD = — = FAxAG = r x -ù' ; onde AD = «= V (r*- 
*•)]." AB =V[ , ^(r‘ -**)]. 

II. Condurre per un punto A una corda BAD eguale alla 
data retta c . Ritenute le denominazioni di sopra, satà AB — c — 
x e AB X AD — ex — x'~r x — b' ; onde AD — < — ...... 

c -fr V( c* H- a,b x — 4 r x ) AB _ e - V( -t- 4** — 4 r') 

2 — 2 


56S. Le parti esteriori AD,AE .di due se- ^ 
canti AB , AC condotte da un punto A fuori d' 
una circonferenza, son reciprocamente proporzionali 
alle intere secanti, e si ha AD: Alì:: AC: AB . 
Poiché condotte BE , DC, i triangoli simili ABE , 
ADC, che oltre l’angolo comune A hanno egua- 
li gli angoli B,C, danno AD : AE: ; AC: AB,' 
onde ADX AB= AEx AC. 

5Ó9. Se una delle secanti divien la tangente 
AM, questa sarà media proporzionale tra la se- * > ' * 
cante intera AB e la sua parte esteriore AD. 
Condotte MD,MB, i triangoli simili AMD, 
AMB, che oltre l’angolo comune A hanno e- 
guali qli angoli AMD, ABM ( 504.505), danno 
AD: AM:: AM: AB, e AM 2 = AD X AB. 


1 
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5"°'-Nel quadrilatero formato da quattro 
corde, il prodotto BD X AC delle diagonali agua- 
glia i prodotti BA X DC -+ BC X DA dei Iati op- 
posti . Poiché condotta DF onde sia l’angolo 
ADF = BDC, i triangoli AFD.BCD in cui ADF 
= BDC e DAF=DBC, danno DB: BC: : DA : AF , 
c i triangoli BAD.FDC in cui ABD = FCD e ADB 
= ADF - BDF = BDC - BDF = FDC , danno DB : 
BA;:DC:CF. Dunque CF -+ FA= AC = .... 
BAxDC-^BCx^A e DB X AC = BA X DC-t-BCxD A . 

Quindi se sia AC = ni, CB = n , BA =d, e un dia- 
metro CD = 2r, condotte le corde BD,DA, avre- 
mo ‘.ird — m.BD-+-n.AD : ma BD = n 1 ) e 

AD = v/(4r a -m*); dunque 2rd = m\ / {^r 1 -n 1 )-+- 
n\/(4 r'-m 2 ), equazione che scioglie i seguenti 
problemi . 

571. I. Date le corde AC = m, CB=ndt due 
archi, trovar la corda AB della loro somma . 

Si avrà d = 

Onde se AC,CB sieno i lati del dodecagono e dell’ esago- 
no , sara AB quello del quadrato (545) , e fatto AC — n 1 = 
KV | — V ^ ) come troveremo or ora , BC = » = r (542) e V( 3-n 
Vp ) = s/ 1 •+ V 7^; (3»S), verrà AB= d=2 r V ^ = W 2 (545) . 

572. II. Date le corde AB = d,BC = n di due 

archi, trovar la corda CA=m della lor differen- 
za. Si avrà. m = ~ \/( 4^-/1*) - -d z ). 

Onde se AB,BC sieno i lati dell’ esagon* e del decago- 
no, sarà CA quello del pentadecagono (547) , e fatto AB = </= 
r, BC = » = i ( — I V5 ) (546}, verrà CA 3=0; =!.[ 10-+- 

3V5 ) ■+ V3 — Vl5 1 • 

573- III. Data la corda AC d’un arco, trovar la corda 
AB —d del suo doppio. Sarà dunque AC = « = CB = », e 

perciò d = ~ — m* ) . 

Onde se AC , CB sieno i lati del decagono , sarà BA quello del 
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pentagono , e fatto AC = CB = tu = t ( — 1 ■+ ^5 ) (546) , ver- 

,à DA = J = (l63) . “ 5 6 - 

5.4- ^V. Data la corda AB — d d’ un arco, trovar la cor- 
da AC della sua metà . Sarà dunque AC = m — CB = n , e per- 
ciò dr — w;V! 4r* — m 1 ) ed m = y^ 2* 1 — r ^(4 r 1 — d 1 )]. 

Onde fatto il lato dell’esagono AB=d=r (442), quello 
del dodecagono sarà AC = «r = >• y\' 2 — V3 ) = r ( V £ — V J , ) 

(3S4) : fatto AB — d ry/(a — vV? ) > il lato del poligono di 
24 lati saià AC — tn zz ry/[ 2 — y'( 2 -4- V3 ) ] ec. Parimente 
fatto il lato del quadrato AB = rf=»\/-2 (5:1), quello dell’ot- 
tagono sarà AC = »» = r v '( 2 — V2 ) : fatto AB — d =1 ry'( 2 — 
V2), il lato del poligono di 16 lati sarà AC = w := ry [ 2 — 

V( 2 -+ V2 ) ] ec. Così latto il Iato del decagono AB d = 

( — 1 *+ V5 ) (54<5) » quello del poligono di 20 lati sarà AC = 

»; = r v '[ 2 — | lo -t- 2^5 ) ] ec. 

5 25- ^ r * Trovare il raggio del circolo, che passa per tre 
punti A , B , C . Si avrà r ss — — dmn - Se 

il triangolo ABC è rettangolo, si ha dunque il centro 

del circolo cade allora nel mezzo di AB , ciò che è evidente 
per altra parte. 

Problemi sulle propoi zionali . 


576. I. Dare tre rette a,b,c, trovare u«m 
quarta proporzionale Conclone due rette AD, 

a 

AE in angolo, prendo sopra AD le parti AB = 
a, AD— e, e sopra A E la parte AC =6; con- 
dotte CB, e DE parallela a CB , sarà AE la 
quarta proporzionale cercata . Poiché i triangoli 
simili ACB,AED danno AB : AC: : AD: AE =s 

Si ha lo stesso coli’ intersezione di due rette 

fra due parallele (558). Che se si voglia una 
terza proporzionale a due date a,b, la costru- 
zione sara la stessa , e solo bisognerà prende- 
re AD=AC. 

5"i* Trovar tra due rette a,b una me- 
dia proporzionale \/ab . Condotta l’indefinita 
APB , prendo in essa le parti AP=a, JJP^O, 58. 


* 
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y e descritto un cemicircolo del raggio AC = ^AB, 

5 * la perpendicolare PM condotta dal punto di di- 
visione P, sarà la media proporzionale; poiché 
PM l = APxPB (563). 

57B. III. Dividere una data retra a nella 
ragione in cui è divisa un’altra AB. Da A con- 
duco AC eguale alla data a, che faccia con AB 
un angolo. Unisco i punti C,B, e dai punti 
di divisione I,F,D di AB conduco parallele a 
CB le rette DE,FG,IH che divideranno AC 
nella stessa maniera in cui è divisa AB. I11 fat- 
ti (553) AB: AC;: AI: AH ; : IF : HG : ; FD : GE : : 
DB: EC. 

<5o 579. IV. Dividere una retta AB in un numero 

n di parti eguali . Da A conduco l'indefinita AC, 
e preso sopra di essa un numero n di parti eguali 
AE.EGec., conduco CB e le rette LK,IH ec. paral- 
lele a CB : dunque AB : AC : : AD : AE : : DF : EG : : 

FH : Gl ec. Ora AE = EG = GI ec. = ^; dun- 

»J* A n * 

que AD= DF =FH ec. = ~ . 

580. V. Dividere una retta data AB in me- 
dia ed estrema ragione , cioè in modo che il mag- 
gior segmento FB sia medio proporzionale rra 
l’intera AB e )\ minor segmento AF . Si alzi 
da A la normale AC=fAB, e condotta CB , 
prendasi FB=CB-AC. Avremo dunque CB 1 ^ 
( FB h- AC )* = AC 1 h- AB 1 cioè FB 1 = AB* - -2 AC x 
FB = AB 1 - AB XFB=ABxAF; dunque AB :FB ;; 
FB : AF . 

Cosiruzion geometrica dcIC Equazioni determinate 
del grimo e secondo grado. 

Costruire geometricamente un’equazione è un trovare in 
linee i valori dell’ incognita . Se l’equazione c del primo gra 
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do , il valor dell* incognita si determina sempre celi’ interse- 
zione di linee rette: se è del secondo grado, i due valori dell* 
incognita si trovano coll’ intersezioni della circonferenza del 
circolo e d’ una retra : ma se 1’ equazione è più alta , bisogna 
servirsi di differenti curve la cui descrizione è sì difficile , che 
i risultati danno radici assai meno approssimate di quelle de’ 
metodi puramente algebrici. 

OC 

581. Se si ha ~^=zx, si prenderà (576) una quarta pro- 
porzionale dopo l,a,c , e si avrà il valore di x. Se ,r = 

ab e . , , ab , • . rw . • 

— j- , si prenderà m = — , e dipoi n— — , e si avra n — x \ 
de 1 d e 

e nei modo stesso si costruirà -7 , -r» > tt ec. Ma se il nume* 

b b b‘ 

ale -+ ecd • 


rator della frazione sia complesso , come — ‘ » J i 

prenderà come sopra , k — — , » = — ed f— 

nendo insieme k,i,f , si avrà una retta eguale alla frazione 
proposta. Se poi sieno complessi il numeratore e il denomina- 
tore, come ^ , si prenderà /= k-b e la frazione diven- 
ni * _i_ «/i m 

terà che si costruirà come sopra. Parimente aven- 

Itti 

, , . alce -*■ q'h-* noqk — m'p . \ r 

do da costruire x — ~ — — - — — , si prenderà/ — 

(j r—kla -t- enti 

kl cmd . . àlee ■ qh , okn m ì f , ■ 

t 1 , e si avrà x = b „ . -r— che si 

. <1 a fa f fi fa 

sa costruire. 

Talora la costruzione è più facile . Sia x = — — — ~r ■ una 
quarta proporzionale dopo c-\-d , a -*• c ,b , dà il valor di x. 
Sia x = — - — : una quarta proporzionale dopo e , a r** b , a~ 

l dà x. Sia anche x — — -, — , prendo f» = — , edho-»'= 

ale -+ e* * • c 


ed u- 


ent — mm . , , 

— — » quarta proporzionale dopo tu ■+ e, c — m ,m. 

582. Passiamo al secondo grado. Se sia xx — am, cioè 
.y=\/h»>, prendo una media proporzionale tra a ed m, c que- 
sta dà .r. Se *= ab -t* bc ) , prendo una media proporzio- 

bc \ 

naie tra l e a -V r; se * = -+ bc ) , fatto m — — , saia 

x — V <*(/*-+- iw ) che si sa costruire . 

583. Sia ora x — y/( a 1 — b* ) •, una media proporzionale tra 
a -+ ii ed a — b darà x . Si può anche costruirla descrivendo 
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col diametro AB = a un semicircolo ACB ; applicatavi la corda 

6 2. AC = b ed unita CB. questa sarà VC* 1 — i ) . per esser rettangolo 
il triangolo ACB . Dovendo costruire \/(«* *+ i* ) si prenda m = 

— , e poi una media proporzionale tra a ed a -+■ m : ma è più 

semplice il valersi d’ un triangolo rettangolo ACB, i cui lati 
AC , CB sieno «ci; l’ ipotenusa AB sarà Es- 

sendovi più termini sotto il radicale proposto, cerne 

lc df), si prenderà. (5Si) ^ “•■/» e *1 radicale 

diventerà *Jdm. Se x — V(ae— fg-+ mq -b rd ) , si prenderà. 

ri=zc —f-- , « si avrà x — V an . 

a a a 

584. Per costruir V( a* ■+ c 1 "+ e f- ) si prenda 

63. AB —a,t condotta BC = i normale ad AB , sarà CA 2 = a l -t- 
b~ ; condotta pure CD = c normale a CA , sarà AD* = or -+ 
b* -t- c » •, condotta DE = d normale a DA , sarà AE* ~ a'- -+■ 

ec . ec. ; onde P ultima ipotenusa AF = V( a* — t- 
ec .). Se alcuni dei quadrati sieno negativi, si prenda 
un sol quadrato m z eguale ai positivi, e un altro »* eguale ai 
negativi , e si, avrà \A m* — » 2 ). 

585. Posson ridursi a queste tutte P altre quantità radica- 
li , Sia •%/( — (■ ctu -V dtt et] ) ; si Farà bc — ■ i , atn — i , dn — 

l 1 ,cq — p % , e dovrà costruirsi V( » l -+■ -+ ~ P 1 )• Se il 

radicai proposto ha dei rotti, è facile di liberarsene. Data 

Vn+r)' tt fiA T-hT = *;w^i = *• e Sl avrà 

( w ■+ » ) . Se si abbia ^ (a* — ~^Y^cd~ ) ' ** C * 

rf* ss »*, V(a* •+ ci) = n , • si avrà ^ (a* — = V( a*—, 
f*), fatto =/>. 

586. Avendo più radicali come <%/[/* -+£V( ** — i*)]> s * 
fa */(**-*’) = <•. quindi v'(/'*-+/c) = ». P« costruire 

Va’c, farei ac—~m x , e avrei va 1 »» 1 = »^am — \/a ì c. Così 

A 4 

/> /ole A si costruisce prendendo ab — tn x ,cd— »* onde V aic/i — 
4 befk _ 

tjtnn. Infine V( a*/j -+ ir/A —a 5 /)» fatto m = ~ ' -+■ 

4 1 

diviene -\/a s o*. In generale ogni quantità composta diradioali 
del secondo grado, del quarto, dell’ottavo ec. , può sempre 
costruirsi col circolo . 

587. Si ò supposto fin qui I*. che la quantità data fosse 

n ^ b . 

omogenea j non lo essendo, come ZT~t si renderà tale col 

» -4 » 
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moltiplicarne i termini per diverse potente di f - T , ciò che 

, a’ -+/ J Ó 

non cangia il valor della data, c si avra • 

588 Abbiam supposto 2°. che la quantità data abbia una 
sola dimensione; se ne ha più, sarà facile di ridarla a una 

. • • abc c/jf 

sola quantità, monomia della stessa dimensione. Sia — - —— — : 
1 m -*■ u 1 


, ab -+fir . _ a le -f- cf% 

prendo ( S 8l) , = — -7 , ed ho * = 

589. Prima di venire agli esempj, si noti che le quantità 
geometriche, come linee, superfìcie ec. , son date o di posi- 
zione , o di grandezza , o di posizione e dì grandezza , quando o 
la loro situazione, o la lor misura, o 1’ una e l’altra sono in* 
variabilmente assegnate . Se una quantità dicasi solamente da- 
ta , s’intende di grandezza ; e se dicasi dato un punto, s’in- 
tende data la sua distanza da una quantità che è data almeno 
di posizione . 

590. Debba dunque condursi dal punto dato A fuor delle 
parallele EB,CD la retta AK in modo che la parte KI inrer- 04* 
cetta da esse eguagli una data retta c. Condotta AF normale 
sopra le parallele EB.CD, pongo AF = <*, FG = i,FK = r, 

e sarà AK [ %/( a* -+ ** ) ] : AF ( a) : : IK ( «■ ) : FG ( b ) , onde 

■£" = <»* ■+ ** ) , ed x = ±= ~jr V( c l — b 1 ) , il che dà que- 

sta costruzione. Col centro G e col raggio c si descriva un 
arco che tagli in H la retta FB, ed AK parallela a GH sarà 
la retta cercata. Poiché FG (£); AF (a):.- FH( ì/[ c‘ — 6* ]) t 

FK (x) = -y \/(c* — b* ) . Quanto al valor negativo di x , os- 
servo che l’arco HM taglia EB in M,H; onde anche AK' 
parallela ad MG, serve come AK a risolvere il problema; e 
però FK' eguale e direttamente opposta ad FK»dà*ae-» 

yV(c*-**)(5<S<S). 

591. Debba anche descriversi un circolo che passi per due 

punti dati A,B, e tocchi la retta CF data di posizione. 11 
problema si riduce a trovare il punto M di contatto, dopo di 
«he basta far passare un circolo per A , B , M . Condotta ABF», 
che incontri in F la data CF, si divida AB in mezzo in D. 
Fatta FM — x , FD = « , AD — DB = b, sarà x* — BF x AF =3 
m 1 — b' v 5Ó8) onde * = — ) , il che dà questa costru- 

zione. Sul diametro DF si descriva il semicircolo DGF , evi, 
si applichi la corda DG — DB ; sarà FG eguale alla cercati 
?M; poiché FG = V(«*-**) = FM. 


Figure simili. 

592. Due figure son simili 

Dd 


quando con un 
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numero eguale di lati hanno tutti gli angoli re- 
spetiivanicnte eguali e tutti i lati omologhi pro- 
porzionali . Onde i poligoni regolari di un egual 
numero di lati, e perciò i circoli riguardati co- 
me poligoni regolari di un’infinita di lati, son 
figure simili . 

593. ^ perimetri di due figure simili ABCDE, 
abcde son tra loro come i lati omologhi AB, ab, 

0 come un egual numero di lati omologhi AB-f 
AE-i-DE ec., ab-+ae~¥de ec. Essendo AB:aA:: 
BC: bc:: DC : de:: DE :de ec., la somma degli an- 
tecedenti o il perimetro della prima figura, è 
alla somma de’ conseguenti o al perimetro della 
seconda, come AB:uA, o come AB + AEh-DE 
ec : ab ae ~r de ec. (261). Onde i contorni di 
due poligoni regolari ABDEFG, abdefg son tra 
loro:: il lato AG all* omologo a^:: la porzione 
BAGF all’omologa bagf dei perimetri; e se C 
è il centro dei poligoni, attesi i triangoli iso- 
sceli e simili aCg , ACG , si avrà AG:ag::CG: 
C g: : ABDEFG ; abdefg: : BAGF : bagf. 

594 Dunque le circonferenze son tra loro come 

1 raggi, o come due archi qualunque compresi 
tra due raggi CA , CM ; ma CM : CN : : AM : BN; 
dunque A£vlF ; BiSD : : AOM: BoN :: AM; BN;: 
CM :CN. 

595. Gli angoli A , B essendo tanto più distanti tra loro 
quanto AB è più grande, il poligono sarà tanto men curvo 
quanto Son maggiori i suoi lati, cioè (308) le curvature dei 
poligoni simili e perciò anche dei circoli sono in ragione in- 
versa de< lati o dei raggi ( 593. 594 ). 

596. Se dunque il raggio sia infinito, la curvatura sarà, 
zero : ma un circolo di raggio infinito ha il centro ad infinita 
distanza dalla circonferenza ; dunque gfó) i raggi di un tal 
circolo son paralleli tra loro e perciò tutti normali alla tangen- 
te Ì49Ó) , che si confonde in tal caso con la circonferenza . 

59^. In due Jigure simili ABGDii , ab :de le 
diagonali AD, AG, ad, ac, son proporzionali ira 
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loro e alati omologhi AE.ae. I triangoli ADE,^ Ó 
ade son simili avendo un angolo E=e,eirtor- 
no ad esso i lati proporzionali; dunque AD: 
nd::AE:ae; così si troverà AC: ac:;BC :bci: 
AE: aei: AD:ad . In generale le figure simili han- 
no proporzionali tutte le lor dimensioni omologhe. 
Onde per descriver sopra un lato omologo ad 
AB un poligono simile al dato ABCDI1I 7 si ^ 9 * 
prenderà in AB, prolungata se occorra, la netta 
Ab eguale al dato lato, e condotte dal punto 
A le diagonali AC,AD,AE, le parallele bc a 
BC , cd a CD.de a DE, ef ad EF formeranno il 
poligono cercato: poiché le figure ABCDEF , 

A bcdef hanno gli angoli respettivamente eguali 
e i lati proporzionali , attesi i triangoli simili 
ABC, A bc , e ACD.Acd ec. 


SECONDA PARTE 

DEGLI ELEMENTI DI GEOMETRÌA 

598. Si chiama Superfìcie, o Area tutto cièche 
si concepisce con la sola lunghezza e larghezza. 
Se si supponga questo Libro diviso in due par- 
ti, e ognuna in altre due ec. , si giungerà a di- 
viderlo in ogni foglio, e se l’arte non possa 
più suddividere , si concepiranno però possibili 
altre divisioni senza fine , per cui il foglio di- 
verrebbe sempre più sottile, benché sempre e- 
gualc al primo in lunghezza e in larghezza. Ma 
le molte suddivisioni confondon l’idee e non si 
comprende bene ciò che chiamasi infinitamente 
grande e injinitamenie piccolo. E' però assai chia- 
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ro i°. che col suddividere, uno si accosta sem- 
pre al termine ove quel foglio non avrebbe più 
grossezza alcuna: 2°. che per giungere a questo 
termine vi vorrebbe un numero veramente infi- 
nito di divisioni: 3®. che questo numero c im- 
possibile e che non si arriverà mai al termine 
per quanto uno vi si accosti sempre. Ora di- 
consi Limili della divisione quell® quantità ver- 
so cui altre tendono senza potervi mai giunge- 
re: così la superficie e il limite del corpo, la linea 
c il limite della superficie, e il punto è il li- 
mite della linea. Può dirsi ancora che la super- 
ficie d’ un corpo è l’inviluppo esteriore che lo 
ricuopre, e su cui cadono i nostri sguardi. Per 
determinarne la grandezza, cerchiamo la misura 
naturale delle superficie. 

Bisogna i°. che sia essa medesima una su- 
perficie a cui possano riferirsi l’altre.e serva in 
certo modo di base a tutte le valutazioni, come 
l’unità è la base di tutti i calcoli: 2°. che sia 
la più semplice di tutte ed abbia perciò lun- 
ghezza e larghezza eguali ; or la larghezza si 
misura prendendo la distanza dell’estremità pa- 
rallele, che è la perpendicolare (489); dunque 
la misura della superficie è un quadrato piu o mcn 
grande , che sèmpre si prende per unità di super- 
fìcie: così la superficie di un pollice in lungo e 
in largo è la misura delle superficie valutate a 
pollici quadri, e la superficie di un piede quadro 
ha 144 pollici quadri . Di qui è che si nomina 
Quadratura la valutazion d’una superficie qua- 
lunque, ed il problema sì celebre della quadra- 
tura del circolo consiste in trovare un quadrato 
eguale in superficie ad un dato circolo . In ge- 
nerale ouando vuol misurarsi una superficie, si 
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dee cercar quante volte essa contiene il quadra- 
to unità . 

599. Misurare il quadrato ABCD, diverso 
da abcd che è il quadrato unità . Presa BF ~bc 
e condotta a BA la parallela FE, il rettangolo 
BE contiene tante volte il quadrato abcd, quan- 
te la base AB contiene la base ab. Dunque se 
abcd=s, sarà. BE:s::AB:i, e BE=:ABXs: ina 
la superficie del quadrato totale AC contten tante 
volte il rettangolo BE, quante la linea AD o AB 
contiene AE o ad; dunque AC: BE(= ABxs);: 
AB: 1 , e però AC = AB 1 Xs, e poiché 5=1 , sarà 
AC = AB*: cioè il quadrato è il prodotto del qua- 
drato unità per il quadrato delle unita di un de' suoi 
lati . Non eguaglia dunque il quadrato d'un de' mìci 
lati , mentre non si moltiplica mai una linea per 
un’altra: ma poiché quest’espressione è usata, 
noi pure l’adopreremo. 

600. Posto ciò, il rettangolo AD è il predet- 
to della sua base AB per la sua altezza AC; poi- 
ché il quadrato AE descritto sul lato maggiore 
AB , conterrà tante volte il rettangolo AD , 
quante AF contiene AC ; dunque AE : AD :: AF: 

AC, ed AD = = ~~~~ = AB X AC . 


FIG, 


IO* 


V* 


Così se AB = 1 pollici, AC =3 poli., sarà AD= 
21 pollici quadri. 

601. Onde i*. il triangolo rettangolo ABC 
è il prodotto della sua semialtezza per la base, 
perchè il triangolo BDC = ABC (536): 2“. un 
triangolo qualunque ABC è il prodotto d' un de' 
suoi lati AC per la seminormale BD condotta dall* ^ 
angolo opposto B su questo lato prolungato, se è 
necessario-, perchè ABD = £BDxAD, e CDB = 
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£BD X DC ; dunque CDB i± ABD = ABC = 
|BD ( DC =fc AD ) = £BD X AC . 

602. Dunque un parallelogrammo AD è il 
prodotto della base A E per la distanza BC dei 
lati paralleli AE,BD. Infatti condotta la dia- 
gonale BE, si ha AD=2AEB < 537 > = AkxBC. 

603. Il trapezio ABCD è il prodotto della se- 
misomma delle sue basi parallele A D,BCperla 
lor distanza CF ; poiché condotta la diagona- 
le AC, si avrà ABC = ±AE X BC = §BC x CF , 
e ACD = £ADxCF; dunque ABC •+ ACD = 
|CF(BC + AD) = ABCD. 

604. Il poligono regolare è il prodotto del suo 
perimetro per la seminormale condotta dal centro 
sopra un de 1 lati ; poiché i raggi dal centro agli 
angoli dividono il poligono in tanti triangoli 
eguali e simili quanti sono i lati : ma ciascun 
di questi triangoli è il prodotto del lato del 
poligono per la seminormale; dunque il poligo- 
no è il prodotto del perimetro per la seminor- 

- male stessa. Onde una porzione BCG del poli- 
gono, compresa tra due raggi CB.CG e i lati 
BA,AG, è il prodotto di BA-t-AG per la se* 
niinormale . 

605. Dunque il circolo è il prodotto della cir- 
conferenza per il semiraggio , e il settore e il pro- 
dotto del semiraggio per l’arco che lo termina. Ber- 
ciò per aver la quadratura del circolo bisogne- 
rebbe conoscer la ragione del raggio alla circon- 
ferenza, la quale non si è potuta determinare 
che per approssimazione ; e si è trovato che il 
diametro d’ un circolo sta alla sua circonferen- 
za presso a poco come 7 a ?2, o come 113 

355, o piti esattamente come 1 a 3,14139 
‘^33589:93*3^26433832795028841971093993 


a 
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75 ^o5^ 20 97494459 2 3 0 7 y 16406*86208998(528034 

8253421 170679821480865132723066470938446 , 
approssimazione quasi infinita. 

Poiché l’uso di questo numero è frequentis- 
simo, ne aggiunghiamo il logaritmo, cioè 
^3> 1-4 1 5 ec. = 0,497 1 4 98726 94133 85435 
606. Sia ^ = 3,14159 ec. ; sarà I : t la ragion 
del diametro alla circonferenza. Sia r il raggio 
d’ un circolo qualunque, e si avrà i:sr::2r:2rT, 
sua circonferenza. La superficie è wr* (605). 

6 07. Come per il diametro I si ha la circonferenza ir = 
3.1415926, così per il raggio I si avrà una semicirconferenza 
espressa parimente per t. Chiamato dunque y il numero dei 
gradi o minuti o secondi ec. della semicirconferenza, g il nu- 
mero dei gradi ec. di un arcq dato , ed jr 1’ arco stesso in parti 

di raggio, sarà y.* 4T= — , Perciò fatto y=l8o,= 

I0800 , =648000 , secondochd g sarà espresso in gradi o minuti o 


secondi, avremo — = arc.l 0 ,= <7rc,l', = <xrf.j", in parti del 

raggio I , ed x = garc.l a . ec. La Tavola degli archi ridotti in 
Parti di raggio si troverà sul line di questo Libro , pag. XXXVI. 
Osservisi però, che se il raggio è a, si ha x ~ag.orc.l°. ec. 
Cosi troveremo 360° =360.0. «re 1°. ec. 

608. All’ incontro se dato l’arco x in parti di raggio, si 

yx 

cerchi l’arco stesso in gradi e minuti, si avrà 

Chiamando r* ,r* ,r" il raggio I espresso in gradi o minu- 
ti ec. ed essendo »: I : : y° : r° : ry'rr* :: y" sr" r ovvero gene- 


V 1 

talmente r= — = — — (607), si avrà g = xr° , = xr' ec. op- 

x r a xr' . 

Pure se il raggio è a , g= — ec. come è chiaro. 

Per facilitar questi calcoli, ecco i logaritmi degli archi ridot- 
ti in parti di raggio, e del raggio ridotto m archi 


lare. i° 
lare. l> 

I are. I " 


= «.24*87 73675 90827 78455 
— 6,46372 6 1 1 72 07 ! 84 1 5204 
= 4,68557 48668 235405*053 


Ir 0 

Ir' 

Ir» 


col. are. 1 0 = 
col. are. I ' = 
col. are. I" = 


1,758 li 26324 ec. 
3.53<527 3S827 ec. 
5,3*44* 5 'o3« «• 


Di qui si trova, fitto x— l , che il raggio I diventa g— 
52 * , *96 — 52 ° , n ' » 44" . 8 = 206265» . 

Ó09. Un poligono irregolare si divide in 

triangoli, e la loro somma è il poligono pro- 
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' posto; ciò c evidente. Ma se si voglia un trian- 
25. golo eguale al dato poligono ABCDE, condot- 
ta la diagonale CE, la parallela CE a DG che 
incontri in G il lato AE prolungato , e poi CG , 
sarà il triangolo CGE — CDE per la base ed al- 
tezza eguali; dunque ABCDH = ABCG. Con- 
dotta ora la diagonale CA , la parallela BF e 
congiunta CF , si proverà egualmente il trian- 
golo FCG = BCGA, c perciò eguale al penta- 
gono dato : e poiché con questo metodo si può 
ridurre qualsivoglia poligono in un triangolo , 
ed è facile di far d’un triangolo un parallelo- 
grammo, d’un parallelogrammo un rettangolo, 
e d’ un rettangolo un quadrato , può sempre tro- 
varsi la quadratura esatta di tutte le figure reni- 
line. Ecco ora alcuni evidenti teoremi, molto 
utili nella Sintesi, 

I. Se la retta FE sìa divisa comunque in A , 
il rettangolo FEx EA sarà eguale al rettangolo FAX 
AE col quadrato di AE; cioè fatta FA = a,AE = 
b, sarà ( a -+b) b^zah-bb* « 

li Poste le stesse cose, U quadrato di FE 
sarà eguale ai quadrati di FA , AE col doppio ret- 
tangolo FAxAE: cioè (a-b b)* ~a z -+2ab-}-b\ 
Onde se sia b=za, verrà (a-+ a) 1 =a a -+ acT-4- 
a* = 4 a* , cioè se FE sia divisa in mezzo , il qua- 
drato di FE sarà quadruplo del quadrato di FA, 
e i quadrati di FA,AE saranno eguali al doppio 
rettangolo FAXAE. 

Ma se a> b, fatto a-b = c, si avrà a*-*a&-+ 
b* = c 1 , onde a* — 2 ab -+£ 2 > o , e quindi a* -+ b~ >• 
2a&;cioc se PE non sia divisa in mezzo, i quadra - 
ti di FA, AE saranno maggiori del doppio rettan- 
golo FAxAE. 

III. Poste le stesse cose, il quadrato di FE 
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sarà eguale ai rettangoli FE X E A ed EF X FA : cioè fi- 

IV. Poste le stesse cose , i quadrati di FE , 

AE saranno eguali al doppio rettangolo FExEA, 
e al quadrato di FA: cioè (a -+ bf b* ~ 2 b( a h- 
b) -+ a'' . 

V. Se la retta DA sia divisa in mezzo in G e 
comunque in F, il rettangolo AFxF D col quadrato 
di FG sarà eguale al quadrato della metà DG: c;oè 
fatto AG — a ,GF = b, sarà (a 4 i) (a-b) -+ 6 2 = a\ 

VI. Poste le stesse cose, i quadrati di AF, 

FD saranno doppj dei quadrati di AG,GF: cioè 

(a (a-/>r= 2 (a 2 -+/>*). 

VII. E la differenza dei quadrati di AF,FD 
sarà quadrupla del rettangolo di AGxFG: cioè 
( a -+■ b ) 2 - ( a - b )* = 4 ab . 

Vili. Se alla retta FE divisa in mezzo in A 
si unisca la 1 retta EG, i quadrati d/FG,GE sa- 75* 
ranno doppj dei quadrati di FA, AG: cioè fatta 
FE = a , EG=:è, sarà’ (sa-W *) 2 •+ ò 2 = 2 (a'-Ha-t-ò) 2 ). v 

IX. Poste le stesse cose, il rettangolo FGxGE 
col quadrato di AE sarà eguale al quadrato di AG* 
cioè ( 2 a-+- b) b -+ a* = (a-+- b )~ . 

9 , 

Paragone delle superficie. 

6 1 o. Se B , b sono le basì , ed A , a P altezze di 
due triangoli, la loro superficie sarà S= B ^,s=— ; 

dunque S:s::BA:ba. Onde 1°. le supetfoie di 
due triangoli sono in ragion composta delle ba- 
si e delle altezze: 11°. due triangoli con la stes- 
sa base o basi eguali son come Foltezze; poi- 
ché B — b dà S:s::A.a. 111°. due triangoli eoa 
altezze eguali son come le basì; poiché A = a 
dà S :s::B;b. 1V°. due triangoli sono eguali in 

E e 
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'superficie 1*. se tra due lati eguali a due lati 
abbiati l’angolo supplemento l’un dell’ altro ; 
poiché uniti i due angoli insieme, sarà BA = ba, 
onde S = .s: 2 0 . se le lor basi e le loro altezze 
sono in ragione inversa; poiché B:b::a:A. da 
ba = BA ed S = s. V a . due triangoli simili stanno 
come i quadrati delle lor dimensioni omologhe ; 
poiché in questo caso B:/>::A;a; dunque S:s:: 
B* A \-a\ 



61 1. Onde 1°. il triangolo equilatero circoscritto è quadru- 
plo dell’iscritto, poiché il lato dell’uno è doppio del lato 
dell’altro (550): 2°. il quadrato circoscritto è doppio dell* 
iscritto , perchè chiamato r il raggio del circolo , i lor lati 
sono 2r , »V2 ( 545 . ) -, ora ( 2r)* è doppio di (rV2)*. 

612. Se due triangoli BAC ,bac hanno un angolo eguale 
A, a, saranno tra loro come i prodotti de’ lati intorno all* 
angolo eguale . Poiché condotte le normali BD , bd sui lati 

ld 

AC , ac , sarà BAC : lac : : BD X AC : bd X ac:: AC ::ac X ; 

bd ab . 

ma i triangoli simili ABD, abd danno dunque BAC: 


at X ab _ . _ 

lac : : AC : — — : : AC X AB : ac X ab. 

-- Per farne un’ applicazione , debba condursi dal dato pun- 

to B la retta BF in modo che il triangolo ACD resti diviso in 

due parti AEF.EFUC nella ragione di m:n. Poiché AEF : 

EFDC sarà AEF -4* EFDC ( = ACD ) : AEF : : m -+■ n : 

tn : : AC X AD : AEX AF . Condotta ora BI parallela ad AC , e 

fatte BI = a , AI = c , AC — b , AD —de AF = x , i triangoli 

simili AEF, BIF daranno FI ( x •+ c ): 1B («.):: FA ( *■) : AE 

ax , , ax 1 bdmx 

•= — —7 ; onde m-+ n:m:: bd: ~~TZ e Però x — —7 _ \ 

*4t ’ x •+ c r a(m -*• n J 

Idem bdm ±: V[ h *</*;»*-+• bah dine (wi-t-*)] 

= 7747) 5 dun ^ ue * = sTl 7*47 j * 

Di questi due valori il solo positivo scioglie il Problema . Per 
saper ciò che l’ altro lignifica , si osservi che se AC , AD( f> ,d) 
fossero negative , cioè divenissero AC', AD', non si cangiereb- 
be 1’ equazione trovata; onde ella insegna anche a condurre dal 
punto E la retta BF'E' che divide il triangolo A'D'C' nella ra- 
gione- di m:n. Dunque il valor negativo significa AF'diretta- 
anentd opposta ad AF (566). Se il punto B fosse Stillato AC 

/dm 

come in E , sai ebbe AI ( c ) — o , e AF — x — ~ ~ — t ; e se 

a^ ni-4-0 ) 

questo punto fosse dentro al triangolo , si farebbe c negativa . 
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613. In due figure simili C aree son ptoporzio 
nali ai quadrati delle loro dimensioni omologhe. Poi- 
ché se A , B ed a, b sieno le due dimensioni omo- 
loghe il cui prodotto da V aree S ,s delle figure, 
saia S : 5 : : AB:a£>: ma per la natura delle figure 
simili. A: a;: Beò; dunque S: s : : A"; a 1 : :B‘: 6'. 

614. Onde 1*. I cìrcoli sono come i quadrati 
de' raggi, de’ diametri , delle circonferenze , in gene- 
rale delle loro dimensioni omologhe : 2 0 . Una figura 
qualunque ALMNC (a ) costruita sull’ ipotenusa 
AC d’ un triangolo rettangolo, eguaglia la som- 
ma delle due figure simili ADFGB ( b ) , BHIKC (c) 
costruite sui lati. Poiché a: AC*:: b: AB 1 :: c; 
BC’; dunque a:b-+c:: AC 5 : AB 1 -t-BC 1 : ma AC*= 
AB l -+BC l ; dunque a = b-+c. Onde il semicir- 
colo ACB sull’ipotenusa AB eguaglierà i semi-™, 
circoli ACD , BCF sui lati AC,CB, e tolte le 
parti comuni AÌECA.CGBC, gli spazj curvili- 
nei ADC'EA - 4 -CFBGC sono eguali al triangolo 
ABC. Questi spazj si chiamano le Lunule d’ Ippo- 

c rate. Ecco altri teoremi. 


I. Dì due poligoni regolari 2mCZX , snCZF circoscritti ad 
un circolo, il Maggiore e 2mCZX che ha il minor numero m di “ 
lati. Chiamo T ,t,t' i triangoli CZX,CZF,CFX, ed S , s , s' 

i settori CZr, CZf, Cfr , onde T — t -+ 1' , S — s -+ e poiché 
t‘ > CFR e CTF > t , sark (192) t':t> CFR: CTF 4 ma CFH ; 
CTF : : s' : t (614); dunque t'\ t >s': t e t‘ -+■ t : t>s’ -+ s : s , cioè 
T : t > S : s ovvero 2 mT : 2«f t> 2«S : 2 ns ; ed essendo 2/»S — 2»f 
perchè i poligoni son circoscritti allo stesso circolo, avremo 
2 otT > 2«rf . 

II. Il circolo ì medio proporzionale tra due poligoni regolari 
simili , f uno circoscritto , l' altro isoperimetro . Posto r il rag- 
gio del circolo e 2 q il perimetro del poligono circoscritto , 
saranno r*» , qr le lor superficie. Sia p l’ isoperimetro al cir- 
colo, e chiamata r' la sua normale dal centro, sark p 


qr' ... . . r jt i’t* , 

“ ~ (013) = rr't (604) , ondo r' = e p = : ora qr : r v : 

r'»‘ 

Onde come anche > — — , cioè il circola 

è il massimo di tutti i poligoni isoperimetri . 


Digitized by Google 



< 4 * 220 - 4 » 

jjt Di due foli ioni regolari isoperimetri quello che h t più 
iati e maggiore. Sic no p,p' due isoperimerri d’uno stess-» cir- 
colo rV, c P,P' due a lui circoscritti relativamente simili 
agli isoperimerri: avremo • II} r 2 * — Pp Py,' e supposti i 
più lati in p , P , sarà ( I )■?' > P ; dunque P': P'/>'> P .■ P/>, cioè 
1 :p' > I : p e p . D’ onde pur si deduce che il circolo aven- 
do infiniti lati, è il massimo de’ suoi isoperimerri. 

615. Sciogliamo ora alcuni problemi. I. 7 Vo- 
'-g. vare una figura ALMNC simile a due dare ADFGB, 
BHIKC e loro somma. Posti in angolo retto i 
iati omologhi AB,BC, sarà AC il lato omolo- 
go della figura cercata, che con ciò si descri- 
verà facilmente (597). Onde un circolo è egua- 
le a due dati se essendo AB,BC i lor diametri, 
P ipotenusa AC sia il suo. 

II. Trovare una figura simile a due date e loro 
differenza. Sul lato AC della maggiore si decri- 
va un semicircolo, in cui si applichi il lato omo- 
logo BC della minore, e sarà AB l’omologo del- 
la cercata; poiché AB 1 = AC 1 - BC 1 . Onde può 
aversi un circolo eguale alla differenza di due dati. 

III. Trovare una figura simile a molte date e loro somma * 
differenza. SicnoA.B.D ec. i lati delle figure da sommarsi, omologhi 
ad a ,b ,d ec. di quelle da sottrarsi , ed x I’ omologo della richie- 
sta ; sarà, x* — A 4 -+• B 1 -4- D 1 ec. - n 4 — b 1 — d 2 ec. quantità 
facile a costruire (584) . Può dunque farsi un circolo che sia 
somma o differenza di quanti circoli si vorrà. 

IV. Trovare una figura simile a una data che sia a quell» 
nella ragione m:n. Chiamo a un lato della data , ed x l’ omo- 

a 2 o 

logo della cercata: dunque «a 1 :* 1 ::»:», ed x — *J — -~ 


“ ojmn. Onde possono aversi due circoli in una ragione an- 
che incommensurabile m:n. 

V. Dato il perimetro p e la diagonale a ef un rettangolo AD. 
1. trovarne la superficie e i lati . Sia AB — v, BD y , e si avrà 


p 


•y z — a* , onde y 


quadrando e risolvendo si trova x 
4 V 1 a 16 ‘ ’ 


_ P_ 
3 

— P 


— xz=. V ( a* — x 4 J» 


4 -V( £-£).,= 


Digitized by Goo< 


le 



FIG. 


*>>• 22 1 + 4 * 

VI. Dati i trt lati d' un triangola , trovarne la superficie . f, , 
Sia AC — a , AB = b , BC = c , la normale BD — .v , sarà AD = 
l S{i>'-x*),DC=zy/(c'—x'),AD-+DC—a — y^b'-x') -+- 

V ( c 1 — x* ) , e però a* = — v' [ 4*’ — ( <** -i- i* — c* )* ] » * 


'la 


la superficie cercata ~~ j = ^ y/[ 4 **b'— [a* -*■ b % — c 1 )*] = 

( «Ó.XXXI.) ±V[(* e — *)(«-»- 

i -+ c ) ] . Sia la semisomma dei tre lati n ~~ r e - — q , e sarà 

iq — la — b -X- c — a ,iq — ih — a ~X c — l , in — le —a-xb—c ; 
onde s — ^/[q{q — d){q — b) (q— c)] . Se C'N -è il raggio del circo- 
lo iscritto nel triangolo AB'l , condotte C'B,C'A,C'C e lo 
normali C'M.C'P, sarà il triangolo ABC = AC'B-»-BC'C-+- 

CC'A = r = C'N ( — — ; dunque C'N = — . 

'\A— - — — — — --ILt — £-0. t e poiché se 1* angolo A è ret- 

q 

to , C'N = q — c (531) , sarà q : q — a : : q — b : q — c . 

VII. Data l' ipotenusa d' un triangolo rettangolo e la ragion 
dei due lati , trovarne l’area . Sia AC = a, BC .• AB : : m : », AB — x , 

„ v __ mx . . . wV ' . . a 1 » 1 bl. 

n » ta-X-u ’ 

„ ... w * 1 a 1 »»» 

e 1 area richiesta = — r- . . 

In 2 \m~-ttr) 

Vili. Data la ragione e la somma dei tre lati d' un triango- 
lo , trovar l'area. Sia AC = x , AB = y , BC — z , il perirne- „ 
tro p—x -X-y-¥z, la ragione dei lati xty a:ù :e, sa- £>0« 
rà x -Xy -x- z{ = p) : a -X b -X- c : : x: a: :y :b : :z: c , e perciò 

x = , y =: ~ , z = — ^7 , e di qui l’area (VI). 

a-X-b-xc J a-xb-X-c a-rb-Xc 1 ' 

IX. Dato il perimetro d? un triangolo rettangolo e la ragion 
dell' ipotenusa alia somma dei lati , trovar V area . Sia p il pe- 
rimetro, AC =x , AB —y , BC = z *, sarà x : y -X- z:: m : n-, e 
. , » , tnp ^ Ol* 

peso x-+y ■+ a ( = p ) : x : : m -4- n : in , onde x — >> “♦" z — 

np n*p x w’/» 1 

^ • >' ■+ 3 >* •+«“ = > ma = **= Im^n)' > 

dunque l’arca cercata ^ y ( *“ 7 ~ ) • 

Z ^ 1" O / 

Superficie Piane. 

616 . La Superficie piana o il Piano è quello 
in cui posson condursi per ogni verso delle li- 
nce rette : onde il piano è tra le superficie ciò 
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che la retta è tra le linee. Ma per farne un’idea 
distinta , concepisco il triangolo rettangolo subli- 
me ABF che giri intorno ad AB: se nella sua 
rivoluzione la retta BF lasci le vestigia del suo 
passaggio, queste saranno tutte in un piano cir- 
colare, mentre quelle dell’obliqua AF formeran- 
no una superficie convessa . 

6 17. Da questa descrizione risulta i # . che 
se una retta ha due punti comuni con un pia- 
no, tutti gli altri ancora son nel medesimo pia- 
no, e che perciò la retta e il piano prolunga- 
ti son sempre confusi: *2°. che una retta AB 
normale a un piano, lo è a tutte le rette FB , 
GB,DB,HB,LB che sono in esso e passano per 
l’estremità B della retta; onde da un punto A 
fuori del piano una sola normale AB può con- 
dursi sul piano stesso, altrimenti si potrebbero 
dal medesimo punto A condurre due normali 
AB,AF sulla medesima retta FB, il che è as- 
surdo: si proverà egualmente che da un punto 
B del piano una sola normale può alzarsi sopra 
di esso: 3°. che la distanza da un punto a un 
piano si misura dalla normale condotta da que- 
sto punto sul piano: 4 0 . che due rette AB,MN 
inclinate egualmente dalla medesima parte sul 
piano PQ, son parallele, perchè gli angoli ABC, 
MNC sono eguali. 

6 18. Se due piani si tagliano , la lor interse - 
tt ione comune è una linea retta: è una linea, per- 
chè i due piani son superficie e non hanno gros- 
sezza; ed è retta, perchè se per due punti A , 
B comuni ai piani si conduca la retta AB, que- 
sta dovrà essere nell’uno e nell’ altro piano; dun- 
que è la loro intersezione comune. 

dtp. Dunque tre punti B,A,C non posti in 
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linea retta determinano la posizione d ’ un piano BC ; 
poiché può esservi un* infinita di piani diversi 
HA,BC, coi due punti comuni A,B, ma un 
solo di questi piani può passar per il punto de- 
terminato C . Onde i°. tre punti non posson es- 
ser comuni a più d’un piano, se non sieno in 
linea retta: 2 0 . due rette CA,AD che si taglia- 
no, sono in un medesimo piano PQ, poiché i 
tre punti C, A,D determinano la posizione del- 
le due rette CA,AD; onde un angolo CAD de- 
termina la posizione d’un piano: 3 0 . una retta 
AB normale a due rette FB,GB nel loro punto 
d’ intersezione , è normale al piano PQ che esse 
determinano. 

620. Suppongo ora che due piani si se- 
ghino nella retta AB, e condotte CA,DA nor- 
mali ad AB nei piani CG,DH, l’angolo CAD 
misurerà, l’inclinazione dei due piani DH,CG, 
la quale perciò si misura come quella delie ret- 
te; onde i°. un piano che ne incontra un altro 
fa con esso due angoli, la cui somma è 180°: 
2°. nell’intersezion di due piani gli angoli al 
vertice son eguali : 3 0 . se più piani si taglino 
sulla stessa retta, la somma di tutti gli angoli 
sopra e sotto l’intersezione è di 360°: 4 ? . un 
piano che ne taglia due o più paralleli , fa con 
essi gli angoli alterni eguali ec. 

621. Se un piano tagli due o più piani pa- 
ralleli, le rette d’intersezioni saran tutte paral- 
lele, altrimenti prolungate s’incontrerebbero, e 
i loro piani non sarebbero più paralleli . 

622. Se il piano CG è normale al piano PQ, 
e da un punto B di CG si conduca la normale 
BA sull’intersezione comune FC , sarà BA nor- 
male al piano PQ; poiché se nel piano PQ si 
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conduca da A la DA normale a CA ; l'angola 
BAD sarà rerto a cagione dei piani normali: 
dunque BA sarà normale alle due rette CA , 
AD, e perciò (619) al loro piano PQ. 

623. Se due piani DH,CG son normali ad 
un terzo PQ, lo sarà anche la loro intersezione BA; 
poiché in tal caso BA è normale alle due rette 
CA,AD; dunque anche al piano PQ. 

Linee rette tagliate da Piani paralleli. 

624. Se da un punto A si conducano a tra- 
84* verso di due piani paralleli PQ,pg quante rette 

si voglia AdD, AfF ec., saranno tutte tagliate 
proporzionalmente; e le figure DFGEH idfgeh sa- 
ranno simili; poiché i 9 . fatto passare un piano 
per i tre punti A,D,F, le sue intersezioni coi 
piani paralleli P Q,pq saranno le rette parallele 
DF ,df (Ó21); dunque i triangoli ADF , Adf sa- 
ranno simili. Lo stesso si proverà de’ triangoli 
AFG.A fg, AEG, A eg ec. ; onde AD:Ad;:DF: 
df:: A¥ : Af: : FG :fg : : AG : Ag ec. : : le perpendi- 
colari AB,Aò condotte da A sui piani PQ.pq; 
2 °. essendo DF :df:: AF : Af : : FG : fg: : ec. , si ha 
DF : df: : FG :fg: : EG : eg, ec. Ora se si conduca- 
no DG , dg , si proverà (556) che i triangoli 
ADG, A dg son simili , e perciò AD : Ad:: DG : 
dg: : DF : df: : FG: fg\ dunque i triangoli DFG, 
dfg hanno tutti i lati omologhi proporzionali , 
e perciò son simili, onde l’angolo F =/; si pro- 
verà lo stesso degli angoli G,*, ed E, e, ec.; 
dunque tutti gli angoli della figura DFGEH son 
respettivamente eguali a quelli della figura dfgeh: 
ma per altra parte tutti i loro lati omologhi 
son proporzionali ; dunque esse son simili. 

6-5. Dall’esser l’angolo F=f si deduce che 
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se due angoli DFG ,dfg hanno i loro lati re- 
spettivamente paralleli , saranno eguali benché 
situati in diversi piani. £ dall’ esser simili le fi- 
gure DFGEH , dfgeh segue che le lor superficie 
Stanno fra loro: : DF 1 ; d/* : : AD 1 : Ad 2 :: il quadra- 
to BA 1 della distanza del punto A dal piano 
PQ, al quadrato è A* della distanza del medesi- 
mo punto A dal piano pq ; e perchè la ragione 
di AB’: Aè* è cosranre per lo stesso punto A 
qualunque sia il numero delle rette AD , AF ec. , 
le superficie delle figure DFGEH , dfgeh saran- 
no sempre fra loro nella ragione costante di 
AB*: Aè 1 , e i loro perimetri nella ragione pari- 
mente costante di AB: Aè. Che se le rette AdD, 
A/F ec. in vece di partir dal punto A sieno pa- 
rallele, tutte le rette dD ,/F,gG ec. saranno 
eguali, c le figure diverranno eguali e simili. 


Pie. 

b'q. 


TERZA PARTE 

DIGLI ELEMENTI DI GEOMETRÌA * 

62 6. Si chiama Solido ciò che ha le tre dimen- 
sioni dell’ estensione. Un solido può formarsi 
con varj piani talmente uniti ne’ loro angoli , da 
chiuder per ogni parte uno spazio; allora si 
avrà un Poliedro le cui faccie saranno i piani 
che concorrono a formarlo, e i cui angoli solidi 
risulteranno dal concorso degli angoli piani. Se 
il poliedro ha quattro faccie, si nomina Tetraedro , 
se ne ha sei. Esaedro ec. Quando tutti gli angoli 
d’un poliedro son eguali, e tutte le sue faccie 
son piani eguali e simili , il poliedro è regolare . 
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Ó27- Si misurano gli angoli solidi col pren- 
der la somma degli angoli piani che gli forma- 
no. L’angolo solido B per esempio, ha per mi- 
sura Ja somma dei gradi degli angoli piani ABC, 
C&D , DBE, EBA. . Bisognano per lo meno tre 
angoli piani per formarne un solido C, e la som- 
ma di due di quasti angoli ACB-i-BCD è sem- 
pre maggiore del terzo ACD, poiché i due piani 
ABC , CBD unendosi nella retta sublime CB , 
necessariamente si soprapporranno se si abbassino 
sull’angolo o sui piano ACD. 

628. Dunque un angolo solido e minore di 360“: 
poiché nel solido quadrangolare BACDE i due 
angoli ALBh-DEB sou maggiori dell’angolo AED 
con cui formano l’angolo solido E (627); dunque 
il lor supplemento è minore di quello dell’an- 
golo AED . Lo stesso è del supplemento di EAB-+ 
CAB relativamente a quello dell’angolo CAE ec. 
Dunque la somma de’supplemenci degli otto an- 
goli inferiori delle faccie del solido (somma egua- 
le all'angolo solido B) è minore della somma de’ 
supplementi dei quattro angoli della base che è 
360°; dunque l’angolo solido è minor di 360°. 

629. Onde cinque soli sono i Poliedri regolari , cioè tre le 
cui faccie so» triangoli equilateri , uno le cui faccie so» quadra- 
ti , ed uno le cui faccie sou pentagoni . Poiché bisognando al- 
meno tre angoli per fare un angolo solido, che intanto non 

{ >uò esser di 360°, in cinque soli casi può farsi un angolo so- 
ido con piani di poligoni regolari: 1°. l’ angolo d’ un triango- 
lo equilatero essendo di 60 0 , tre de’ suoi angoli fanno un an- 
golo solido di l8o°, e quattro di questi triangoli posson fare 
un Tetraedro : 2*. quattro triangoli equilateri fanno un angolo 
solido di 240° , e formano un corpo regolare d’ otto faccie det- 
to Ottaedro: 3 0 . cinque triangoli equilateri fanno un angolo 
solido di 300° , e può comporsene un corpo regolare di 20 fac- 
cie chiamato Icosaedro ; ma sei farebbero 3(^0° , e questo non 
può essere un angolo solido; 4 0 . l’angolo del quadrato essen- 
do 90° , tre faranno un angolo solido di 270*, e potrà com- 
porsene ur> corpo regolare ili sei faccie che si chiama Esaedro ; 
ma quattro farebbero 360° , i quali non posson formare un 
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angolo solido : 5*. 1* ango^^V pentagono regolare valendo r 
loS°, tre formeranno un solido di 3?4° , e potrà farse- 

ne un corpo regolare di isntccie nominato Dodecaedro ; ina 
quattro farebbero 432 0 , angolo solido impossibile. In fine l* 
angolo dell’ esagono essendo 120° , tre fanno 360° , che non può 
essere un angolo solido: molto meno tre Ettagoni, tre Otta- 
goni ec. ; dunque i corpi regolari non son più di cinque. 

630. Occorrendo almen tre angoli per fare 
nn angolo solido, e lasciando essi un vuoto nel- 
la base, vi vuole un altro piano per chiuderli. 
Perciò il più semplice de’poliedri è la piramide 
triangolare o il tetraedro. Se ella abbia per ba- 
se un poligono d’un maggior numero di lati, 
le faccie cresceranno , finché la base divenuta 


un circolo, la piramide diventa un Cono. La 
piramide ed il cono son retti quando una per- 
pendicolare partendo dal vertice passa per il 
centro della base, e sono obliqui se Don vi passa. 

631. Altro modo di formare i solidi. Se la 
base DGKH salga parallelamente a se stessa lun- 
go una linea DA, la somma di tutti gli elementi 
eguali a questa base forma un solido che si 
chiama Prisma. Egli è retto o obliquo secondo 
che DA è perpendicolare o inclinata sulla base. 
Dunque il prisma è un solido terminato da basi 


eguali e parallele, e da faccie che son parallelogram- 
mi: è triangolare quando il poligono generatore 
è un triangolo, quadrangolare quando è un qua- 9 
drilatero; e se questo quadrilatero è un paral- 
lelogrammo, il prisma si chiama Parallelepipedo , 
che sarà rettangolo quando la base è rettangola, 
e la linea lungo la quale si fa il movimento, 
è normale a questa base. Se la base fosse un 
quadrato, il cui lato fosse eguale alla linea d* 


altezza, il prisma sarebbe un esaedro regolare. 


che si chiama anche Cubo : onde il cubo è un ^ 
prisma di sei faccie eguali c quadrate. Ma se y 
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il poligono generatore jBkn circolo, il prisma 
divien rotondo e si chiaffl® Cilindro , che è retto 
o obliquo secondo la posizion della linea di mo- 
vimento riguardo alla base. 

632. Terzo modo di formare i solidi. Se in- 
torno a una linea immobile CA giri una figura 
qualunque AFBC, ella genererà, un solido chia- 
mato solido di rivoluzione , il cui asse è la linea 
CA; onde un punto qualunque B di questa figu- 
ra segna nel muoversi la circonferenza d’un cir- 
colo, il cui raggio BP è normale all’asse e il 
cui centro è P; perciò tutte le sezioni fatte in un 
solido di rivoluzione con piani normali al suo asse, 
son circoli .Se il poligono generatore è un rettango- 
lo , il solido sarà un cilindro retto; se è un trian- 
golo rettangolo, sarà un cono retto; se c la metà 
d’un poligono di molti lati, sarà una Sferoide ; 
e se c la metà d’un circolo, sarà una Sfera. 

633. La sfera è dunque un solido, tutti i pun- 
ti della cui superficie sono egualmente lontani da un 
punto interno, che si chiama centro. Onde ogni ret- 
ta che passa per il suo centro e termina da am- 
bedue le parti alla sua superficie, è eguale all’as- 
se . Può dunque prendersi per asse della sfera ogni 
retta che passando per il centro, ha le sue estre- 
mità nella superficie. Onde tutte le sezioni fatte 
in una sfera con piani che passano per il centro, 
son circoli eguali e si chiamano circoli massimi . 

634. In generale, la sezione d’ una sfera ta- 
gliata da un piano sarà sempre un circolo: poi- 
ché un diametro normale al piano segante può 
riguardarsi come l’asse della sfera, nel qual caso 
la sezione è un circolo (632). Questi circoli che 
non passano per il centro, rìiconsi minori, e sono 
tanto più piccoli quanto più son lontani dal centro. 
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Misura delle superficie de Solidi. 

635. La superficie d’ un solido senza le ba- 
si si chiama sempliccmenre superficie, e superfi- 
cie totale quella delle basi e delle faccie. 

636. La superficie d’ un prisma c il prodot- 
to della lunghezza BC nel contorno GIHG del- 
la sezione fatta nel prisma da un piano norma- 9 1 * 
le a BC: poiché ella risulta dai parallelogram- 
mi BCED-t-ABCF-t- AFED =BCxGl -+ BCxIH-4- 
BC X GH = BC X GIHG . 

633. Onde la superficie d' un prisma retto, e 
pero anche quella di un cilindro retto, c il prodot- 
to del contorno della sua base perla sua altezza. 

La superficie del cilindro obliquo ABCD è pure il prodot- o 
to della sua lunghezza AB nel contorno GMIMG della sezio- °y*- 
re fatta da un piano normale ad AB , e questa sezione è un’ 
ellisse ; poiché se per un punto P dell’ asse Gl passi il circolo 
LMK parallelo ad AD, la sua intersezione col piano GMI sa- 
rà la retta MPM normale all’asse Gl. Sia dunque GP = rr, 

PM , LP = z , Gl — n , LK = BC = AD = £ , e per la pro- 
prietà del circolo si avrà y* — Ir. — s* : ma i triangoli simili 
bx b l 

LPG , PKI danno * = — ; dunque = ~i ( ax — x 1 ) , equazio- 

ne all 'ellisse. Vedete le Sezioni Coniche. 

638. La superficie della piramide regolare 
retta è eguale al semiperiinerro del poligono re- 
golare che le serve di base, moltiplicato per la 
normale o apotema condotto dal vertice sopra 
un lato della base. Ciò è manifesto. Onde la 


superficie del cono retto è il prodotto della se- 
micirconferenza della sua base per l’ apotema con- 
dotto a qualunque punto della circonferenza. 

639. Debba misurarsi la superficie del cono 
retto troncato ACED il cui piano DE è paralle-^ 
lo alla base AC. Fatta AC=a,DE = 6,EC(rc- 
sro dell’ apotema BC) = i,BE = jr, sarà .v-t -d: 


a::x:b, onde x = edx^-d = BC 

»— b 


ad 

S — ir 


Sia 
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'r il numero 3,141 ec. (606) e saranno br , ar 

le circonferenze delle basi DE, AC, e BCx^ , 

BEx^- le superficie de’ coni recti ABC,BDE 
(638); perciò la lor differenza o la superficie 
del cono troncato = — yX — jX— X 
il^-r-=dX|r(a- 4 -è); ma Ir^a-^b) è la cir- 

conferenza del circolo medio tra le basi DE, AC; 
dunque la superficie del cono troncato e eguale al 
prodotto del resto dell' apotema per la circonferen- 
za media proporzionai - aritmetica tra quelle del- 
le basi. 

640. Giri il semipoligono regolare SAN in- 
93 * torno all’asse SN e cerchiamo la superficie della 
sferoide da lui generata. Condotte sull’asse SN 
le normali BQ,AR,EK,IL, è chiaro che i due 
lati BS, 1 N del poligono descrivono dei coni 
retti (632), il Iato AE descrive un cilindro, e 
gli altri BA,IE descrivon tronchi di cono ret- 
to: onde se dal centro C si conducano sui lati 
SB,BA,AE le normali CV,CM,CZ che gli di- 
vidono in mezzo e son tutte eguali (539), i tri- 
angoli rettangoli CVS,BQS con l’angolo in S 
comune, saranno simili e si avrà VS:QS::CV: 
BQ : : 2CW : 2BQx (606), e però VSX2BQX 
(cioè la superficie del cono descritto da BS (638)) 
= QSX2CVt. Di nuovo condotte da B,M so- 
pra AR , SC le normali BD , MP ,i triangoli CMP , 
ABD con tutti i lati omologhi normali , son si- 
mili (521), e però AB:BD (=QR)::CM (=CV): 
MP : : 2CVV: 2 MPtt, ed ABX2 MPt (cioè la su- 
perficie del cono troncato descritto da AB (639))= 
QRX2CW. Infine il cilindro descritto da AE = 
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RK e da EK = CV,haper superficie RKXaCVr .J 1 ® 
Perciò la superficie della sferoide = ( SQ -+ QR -+ 
RKh-KLh-LN)2CVt = SNX2CVjt, cioè è egua- 
le al prodotto del suo asse per la circonferenza del 
circolo al quale e circoscritta. Or la sfera è una 
sferoide d’infiniti lati; dunque la superficie della 
sfera è 4-rV, prodotto dell' asse 2r per la circonfe- 
renza iT7r d' un suo circolo massimo. E la superficie 
d’ un segmento sferico nato dalla rivoluzione del 
semisegmento circolare BCP, e 2rrx, prodotto dell ’ « 0< 
altezza CP=x del segmento per la circonferenza y 
2r 7r del circolo massimo della sfera . 

641. Dunque la superficie della sfera i°. è 
quadrupla di quella del suo circolo massimo; 
poiché un circolo massimo del diametro 2r è f 1 r 
(606): 2“. è eguale alla superficie del cilin- 
dro circoscritto; perchè questa è FAX2AK/r=^‘ 
2r.2i7r = ^r : ‘7r : 3 0 . sta alla superficie totale del ci- 
lindro circoscritto:: 2:3; poiché le due basi del 
cilindro sono ciascuna rV. 

64?. La superficie totale del cono equilatero DIL circo- 
scritto alla sfera, sta a quella della sfera 1:9: 4; poiché nel co- 
no avendosi DI=IL = !2rv'3 (550), la sua base sarà 3 r*ir (606), 
la sua superficie 6 r*v (638) , e la totale r ; ora 9r*7T : 4 r' 1 * : : 
9:4. Perciò le superficie totali della sfera, del cilindro e del 
cono equilatero circoscritti sono -fr 4 : 6: 9. Si proverebbe nel 
modo stesso che le superficie totali della sfera e del cilindro 
e cono equilateri iscritti stanno-H- 16.- 13:9. E se concepito il 
cono ACB e il solido scavato HAKBMKH, si conduca una ret- 
ta qualunque NT parallela ad AB, sarhNQ 1 * 1 = r*?r, OQ*t= 
( 2 rx — )?r (564) , ed NQ’x — OQ*v = ( r — x)*n = CQ*'*' = 

PQ* ir » cioè la base del solido generato dalla rivoluzion del 
curvilineo HNO , eguaglierà la base del cono corrisponden- 
te PCR. 

643. Il paragone delle superficie di due so- 
lidi è facile. Poiché chiamando S,s queste su- 
perficie, A,B i fattori della prima, a,b quelli 
della seconda, si avrà sempre S : s : : AB ; ab . On- 
de i°. se A = a, si avrà S:$::B:6; 2°. se A: a::- 


l 
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*Z»:B, avremo S=s; 3 0 . «e A:<t:: B:b, sara S;$:: 

A Quest’ultimo caso ha luogo nei 
solidi simili, le cui dimensioni omologhe son 
proporzionali: per esempio le superficie delle sfe- 
re, che son solidi simili, stanno tra loro co- 
me i quadrati dei raggi o delle circonferenze o 
in generale delle dimensioni omologhe dei loro 
circoli massimi. 

Misura dei Solidi. 

644. La solidità d’un corpo è la porzion 
d’estensione compresa tra le sue facci e . Così 
due cilindri della grossezza ed altezza medesima, 
hanno una stessa solidità, qualunque sia la ma- 
teria di cui son fatti, come per esempio, l’uno 
di piombo e l’altro di sughero. Non bisogna 
dunque confonder la massa nè il peso d’un cor- 
po colla sua solidità. 

645. Per misurar la solidità bisogna pren- 
der per unità di misura il solido più semplice, 
quello cioè le cui tre dimensioni sono eguali 
all’unita di lunghezza: il cubo perciò è la mi- 
sura naturale della solidità. Quindi si dice in- 
differentemente o la cubatura o la solidità d’ua 
corpo, la cui determinazione perciò si riduce a 
trovar quante volte il cubo unità si contenga nei 
dato corpo: così per valutare un solido in pie- 
di cubi, basta determinar quante volte egli con- 
tenga il piede cubo unità « 

95. 646* Misurare il cubo ABCDF, diverso da 

e abcdf=s che prendo per cubo unità. Tagliato 
nel cubo un parallelepipedo P eguale in base ad 
ac, è chiaro che egli contien tante volte il cu- 
bo s, quante l’altezza DI o AD contiene l’al- 
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tezza di o ad; dunque ad:s:: AD:P=^^ 


ad 


ma 


95 » 

il cubo AG contien tante volte il parallelcpi- e 
pedo P, quante la base AC contiene la base 9 ^* 

HM o ac; dunque AG : P ( = :: AC : ac: : 


AD 1 : ad 2 , onde AG= > c poiché s = i = ad’> 


sarà AG = AD 5 , cioè il cubo è il prodotto del 
cubo unita per il cubo delle unità di un de’ suoi lati . 
Così un piede cubo=i228 pollici cubi ; una te- 
sa cuba = 216 piedi cubi = 216 X 1728 pollici 
cubi ec. 

Dunque il parallelepipedo rettangolo è il pro- 
dotto della sua base per la sua altezza. Poiché 
il cubo AG descritto sul maggior Iato DI con- 
tien tante volte il parallelepipedo HN, quante 
AC contiene HM ; dunque AG (=DI 3 ).- HN:: 

AC (=DD : HM (=DH.DM), ed HN = ^p?^= 


96. 


DIxDHxDM. 

647. Onde un prisma retto o obliquo è il 
prodotto della sua base per la normale abbassa- 
ta dalla base superiore sull’inferiore, prolungata 
se bisogni. Infatti ridotta' la base del prisma 
ABCDEF retto o obliquo ad un rettangolo abed, 97 * 
sul quale si formi un parallelepipedo rettango- 
lo abedf dell’altezza GO del prisma , posson di- 
vidersi due solidi con < piani paralleli alle basi 
per aver delle sezioni IKLMNI , ikli eguali alle 
basi e fra loro. Ma la somma di queste sezioni 
è eguale in ambedue i solidi; dunque il prisma 
è eguale al parallelepipedo , e si misura come lui . 
Dunque anche il cilindro la cui base è un cir- 
colo , è il prodotto della sua altezza per que- 
sto circolo.. 

G g ; 
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Onde poste a, a' l’altezze di due cilindri, r,r' i raggi 
delle lor basi , saranno 2 arr , •la'r'ir le lor superfìcie, or'it ,«V*t 

le lor solidità; dunque 1°. se ar'ie — a'r''ir onde r' = rv , 'l» * 

avremo 2er/r : lat'* : .* */a : »Ja' ; 2°. se onde r' = 

ir 

avremo ar* 7 r :a'r''v ::a':a , cioè due cilindri eguali in so- 
lidità, hanno le superficie come le radici dell’ altezze , ed e- 
guali in superficie , hanno le solidità in ragione inversa 
tìeU’altezze . 

64 Ò. Due piramidi SABCDE, sabe d’altez- 
ze eguali scanno fra loro come le basi ABCDE, 
abc. Infatti tagliandole in egual distanza dai 
vertici parallelamente alle basi , si avrà (625) 
SF* : SP 2 :: ABCDE :IKLMN;: sf:sp*::abc: ibi. On- 
de ABCDE :aòc ::IKLMN:/£Z, e però la somma 
di tutti gli elementi IKLMN o la prima pira- 
mide , sta alla somma di tutti gl’//*/ o alla se- 
conda, come la base ABCDE alla base abc. 

649. Date ora due piramidi d’ una stessa al- 
tezza a, sieno X,*le lor solidità, B , b le lor ba- 


si ; ed avremo X:* 


B : b , e però X = ^-, onde 


conosciuta la solidità d’ una sola piramide , 
si avrà subito quella di tutte 1’ altre egualmen- 
te alte. Ora un cubo è l’aggregato di sei pira- 
midi eguali che col vertice si uniscono nel cen- 
tro del cubo, ed hanno ciascuna per base una 
delle sue faccie. La loro altezza sarà dunque la 
metà di quella del cubo, che supposta la, dà 


8a 3 per la solidità del cubo , e perciò -~ 
per la solidità x di ciascuna piramide: e poi- 
ché la base b = 4a*, la formula X = ?f- diviene 

b 




X= gjB , cioè la piramide, e perciò anche il cono , 
è il terzo del prodotto della sua base per la sua 
altezza. Onde la piramide e il cono sono il tcr- 
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zo del prisma o dei cilindro di cgual base cd 
altezza . 

650. Per misurare il cono troncato ADEC , 
condotta la normale BF sulle sue basi, e fitta 
AC = a , DE = />, GF =d, la ragion del diametro 
alla circonferenza I : ir , e BG=a*, si avrà x : 

x ■+ d::b: a , onde x— — -- , x -+d =BF = — — r , e 

a — b a — b 

i circoli delle basi DE , AC saranno (606) — , 

,4 

ÙL; dunque i coni ABC,BDE sono — X e 
onde la lor differenza o il cono tron- 
cato ACDE = — — ( — — 7-) = — — ( a‘ -+ b z -+■ ab ) . 

651. Un poliedro si divide in piramidi, che 
si calcolano separatamente, e la somma di esse 
è la solidità del poliedro. Se egli è regolare, 
condotte dal centro a tutti gli angoli del po- 
liedro delle rette che lo dividano in tante pi- 
ramidi eguali quante ha faccie, una di queste 
piramidi è il prodotto del terzo della sua base 
( che è una faccia del poliedro ) per la nor- 
male condotta dal centro su questa faccia; on- 
de il poliedro è il prodotto del raggio della sfe- 
ra iscritta per il terzo della sua superficie. 

642. Dunque anche la sfera , poliedro rego- 
lare d’infinite faccie, è il prodotto del terzo del- 
la sua superficie per il suo raggio. 

, 653. Fatto r il raggio della sfera, sarà r’*il suo circolo 

massimo (606) e ~r x * la sua solidità: ma quelle del cilindro e 
cono equilatero circoscritti sono 2r ,,f (647) e 3 r * * (550.649'} 
dunque le tre solidità son tra loro: : : 2r 3 » ^r'»; : 4--6 : 9, 

appunto come le superficie. Se il cono abbia l’altezza e base 
stessa del cilindro, sarà il terzo di esso (649), e il cilindro, 
la sfera e il cono staranno :: 2 : ^r , ’ r : » : : 6: 4 : 2 : :3 : ì : 1; 

onde il cilindro AM meno l’emisfero HKM, cioè il solido 
scavato HAKBMKH , eguaglia il cono ACB . 


F1G. 


92. 


94. 


Digitized by Google 



FIG. 

90. 


94. 


236 

654. Un settore sferico è dunque il prodotto 
della superficie descritta da BC nel terzo del rag- 
gio BD (<552). Onde fatea BD = r ,CP = a: altez- 
za del segmento sferico BCM, ed 1 : ir la ragione 
del diametro alla circonferenza, sarà 2 rnx la 
superficie descritta da BC (640); dunque il set- 
tore sferico BCDM = ^— . Perciò in una stessa 

O 

sfera, i settori son tra loro come l’ altezze de* 
segmenti su cui posano. 

655. Onde essendo PD = r- x e BP = \Z(2rx~ 

■*■*), sarà il cono retto BDM = (2rx-x z ) (r-x), 

e BCMD-BDM, cioè il segmento sferico BPMC = 

— ( 2 r z x-( 2 rx -x' )( r- x )) = ^*(r-— ). 

S o 

656. Dunque fatta DP = z , altezza del trapezio DPBF , 

■jr 3 7 r 

si ha CP = jc = r— s, e sottraendo dall’emisfero—^- il sef- 

mento, viene **(»■*——), solidità della porzione sferica ge- 

3 

nerara dal trapezio DPBF. Cosi si trova che fatta l'altezza 
DQ = «, la porzione sferica descritta dal trapezio DQNF ha 

per espressione ( r % — — ) . Onde la solidità della Zona ge- 

3 

• 11 ^ ^ 

nerata dal trapezio QPBN — ), e fatta 

O 

la sua altezza PQ = g, il suo maggior raggio QN = y , il minore 
PB zzy’ , si ha z = u •+ g, il che dà la sua solidità *g(r* — 

** — — ). Si ha poi>* =r* — #* , e però y* -+• u 1 ~ r* —y'y-¥ 

O * - 

y 2 — y*y f — o 1 

-+ 2 gii -ì-g* ; onde gu — - , e però una zona qua- 

si 

lunque = ng ^t? 2 L*** -1.) = ( a? 1 H- $yy -+ g' ) : 

onde la zona può conoscersi benché sia ignoro il raggio della 
sua sfera . Del resto , poiché il trapezio IiOSM genera la por- 

zione ▼«(r 1 — ), ed è il cilindro NM=rz*w, il cilindro 

meno la porzione, cioè la parte NHO del solido scavato 


\ 
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HAKBMKH, sarà. , eguale -al cono corrispondente PCR , 

3 

come le loro basì (642). 

657. Ora per paragonar due solidi insieme, 
chiamo S,s le lor solidità, e A ,B ,C ,a , b , c i 
loro fattori; dunque S:s : : ABC : abe-, onde 1°. se 
A =a , S : s: : BC : bc ; 2°. se A: a: :bc: BC ,S=s ; 
3 0 . nei solidi simili S:s: : A J ;a J : :B 3 ;6’ : :C’ : C’.- 
Onde, per esempio , le sfere sono come i cubi dei rag- 
gi, de 1 diametri , o delle loro dimensioni omologhe. 

Ecco alcuni Problemi per esercizio dei Piin- 
cipianti che potranno scioglierli o nel primo o 
nel secondo anno dei loro Studj, or per sintesi or 
per analisi ed or nell’ una e nell’altra maniera. 

6 58. I. Dati gli angoli contigui e contrariamente posti 
EBC — a , BCD = b . CDH — c ec. , trovar l’ espressione dell’ an- 
golo fatto sull’ ultimo lato CD o DH da FN normale al lato 
BE del primo. Zi/7. .Se 1’ angolo àuto, l’ espressione cercata sarà. 
j,o° a ; se son due , 90° a ±zb ; se son tre , 90° =f atiqic 
ec. : i segni di sopra son per l’angolo superiore , quei disot- 
to per l’ inferiore . 

659. II. Supposto ora che FN si pieghi in I per IP e si 
accosti ad IO normale sopra BC, e poi di nuovo si pieghi per 
PQ e si scosti da PR normale sopra CD, e così continui a sco- 
srarsi per un numero qualunque d’ angoli , determinare in qua! 
caso sarà. PQ sopra o sotto la normale PR , e l’ angolo che fa- 
ranno tra loro le due FN,PQ: si osservi che oltre gli angoli 
o,l ,c ec. dati come nel passato problema, si suppongon dati 
anche gli angoli PIO =:>•', QPR r" ec. . Rii. Se i dati angoli 
son due e si abbia h > r ' , la retta PQ sarà sotto PR : se b <r' 
sarà sopra, e l’angolo che fanno tra loro le due FN,PQ,sarà 
nei due casi b — <j=pr". Se i dati angoli son tre e si abbia 
e>r" , la retta sarà sopra la normale ; se c<r", sarà sotto , e 
l’angolo cercato sarà nei due casi b-a-c-r*". Non im- 
porta che questi angoli si trovino negativi . 

660. III. Condotte sui lati CG,GD d’un angolo G = a le 
normali CF,DF e la retta CD che fa con esse gli angoli DCF 
== r , CDF = i , supponendo noti gli angoli a , r , trovare in turti 
i casi l’espressione dell’angolo i. Rit. Vi sono cinque casi: 
1°. se a>r e CD è sopra la normale CF , sarà 

2°. se a r e CD è sotto CF , sarà i — a — r : g". se r — o , 
CD si confonderà con CF e sarà i = 0 ; 4 C . se a — r, CD saia 
sotto CF e si avrà i — o; 5®. se a<r, CD sarà sotto CF e vi 
avrà » — r— 0. 
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661. IV. Condotte nell’angolo stesso G = s due altre nor- 
mali CF' , D'F' con Un’altra retta C'D' onde si abbiano gli 
angoli DCF = p , D'C'F = u , CDF —g , C'D'F' = h , supponen- 
do p, u dalla parte medesima delle loro normali, g-+h un 
angolo assai grande, p — « un angolo piccolissimo, e pr*u , de- 
terminare i casi in cui sarà g maggiore o minore di h , e la ra- 
gion degli angoli p — uc±=-h=fg. Ris. Di II combinazioni, 
5 sole non si oppongono alle condizioni del problema : I*. quan- 
do CD , C'D son di là dalle loro normali CF , C'F' , si avrà g =2 
a -ì- p ,h=-a - l- # t g>h: 2 a . quando sono al di quà , se g = a - p 
ed h = a— u .sarà g< h : 3*. se g = 0 ed h = a — u , sarà g <h: 
4». se g= p — a ed h=o, sarà g >h : 5». se g = p — a ed h — 
u - a , sarà g>h . In generale si avrà sempre p— u = ±=ft g. 

662. V. Condotte da un punto qualunque d’ un triangolo 
equilatero tre normali ai tre lati, assegnar la ragione della 
lor somma alla normale che dal vertice del triangolo va alla 
base. Ris • La ragione è d’egualità. 

66 3- VI. Descritti tre quadrati sui lati d’ un triangolo qua- 
lunque e congiunte le loro estremità con linee rette, e di nuo- 
vo sopra queste descritti tre altri quadrati , e unite con tre 
rette le quattro estremità corrispondenti di ciascuna lor cop- 
pia , assegnar la ragione del dato triangolo a ciascun dei nove 
che ne risulteranno. Ris. Ciascun dei nove triangoli eguaglia 
il dato. 

664. VII. Data l’ altezza a d’ un triangolo e le differenze b ,e 
dei lati e dei segmenti dalla base , trovare il triangolo . 

Ris. Chiamato x il segmento minore , sarà x ~ — — 

2 


b , -^c x -b x \ 
c'-b 1 )‘ 

665. Vili. Dato un lato a intorno all’ angolo retto d* un 
triangolo rettangolo e l’aggregato b degli altri due, trovar 

-*■ b 1 

questi lati. Ris. L ipotenusa x= — —g — . 


666. IX. Determinar la figura contenuta dalle quattro ret- 
joo, te che partono. dal mezzo di ciascun lato d’ un quadrilatero, 
e la sua ragione al quadrilatero. Ris. La figura è un paralle- 
logrammo che è metà del quadrilatero . 

66j. X. I quadrati dei lati d’ un parallelogrammo qual ra- 
gione hanno ni quadrati delle diagonali ? Ris. D’ egualità. 

668. XI. Condotte da un punto E della diagonale AB d’ un 
1 “O* parallelogrammo IIC le normali EF.EI sui lati AH. AC, as- 
segnar la ragione del rettangolo BAxAE ai rettangoli CA X 
AÈ -+■ HA X Al. Ris. La ragione è d’egualità. 

669. XII. Prolungati i lati KI,IG il’ un parallelogrammo 
<>4. HI, e da un punto qualunque come vertice descritti tre tri- 
angoli sui lati KI.IG e sulla diagonale HI condotta per l’an- 
golo contenuto dai lati KI,IG , assegnar la ragione di quelli 
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dei due lati, o nella diagonale , o nel prolungamento degli uni 
o dell’altra. Rit. l u . il triangolo sulla diagonale eguaglia la 
somma di quelli sui lati: 2°. ne eguaglia la differenza": 3 0 . i 
tre triangoli divengon due e sono eguali . 

670. XIII. Descrivere un quadrato in ua semicircolo. Rit. 
Chiamato 2 a il diametro, l’incognita presa dal vertice sarà 

x = a ±= v/*-. 

671. XIV. Il quadrato del lato del trigono regolare iscritto 
nel circolo , qual ragione ha al quadrato del raggio ? Rìs. Tripla. 

672. XV. 1 quadrati del lato del pentagono, dell’esagono 
e del decagono regolari iscritti in un circolo qual ragione han- 
no tra loro? Rii.' Il quadrato dell’uno eguaglia quelli degli 
altri due . 

673. XVI. Qual ragione hanno tra loro le differenze de- 
gli esagoni regolari circoscritto ed iscritto ad un circolo, dell’ 
esagono e trigono iscritti, del trigono ed esagono circoscritti, 
e dell’esagono circoscritto • trigono iscritto? Rii. Continua 
aritmetica . 

674. XVII. Qual ragione hanno tra loro tre poligoni rego- 
lari di lati il primo circoscritto e gli altri due 

iscritti al circolo? Rii. Continua geometrica. 

675. XVIII. Qual ragione hanno tra loro tre poligoni re- 
golari di lati m,aw,2ffl, i primi due circoscritti e il terzo 
iscritto al circolo? Rii. Continua armonica. 


+*• 2,59 

a questo I*. quando il vertice è dentro l’angolo CIA o TIK; 
2°. quando è dentro 1* angolo KIG o DIA: 3 0 . quando è in uno 


67 6. XIX. Iscritto e circoscritto al circolo uno stesso po- 
ligono regolare, trovare il raggio del circolo a cui pircoscri- 
vendo o iscrivendo un poligono simile , il nuovo poligono egua- 
gli la differenza dei dati . Rii. Il raggio cercato è nel primo 
caso la metà del lato del dato poligono iscritto, nel secondo 
la metà del lato dpi circoscritto . 

677. XX. Alzata nel semlcircolo ACD l’ordinata EB per 

cui passi una corda AC condotta dall’estremità del diametro, 124* 
trovar la ragione dei rettangoli DA X AE e CA X AH . Rii. La 
ragione è d’ egualità. . 

678. XXI. Condotte da un punto M della circonferenza il 
cui centro è C , la tangente MT e 1’ ordinata MP , assegnar 5°* 
la ragione delle quattro linee TA , 7 P, TC , TB prese sul dia- 
metro dall’ origine della tangente . Ri . La ragione è geometrica. 

679. XXII. Data l’area AN — a ed il solo contorno late- 
rale ALMNC=e d’ una figura, trovare un rettangolo che la - 
eguagli in area e con tre de’ suoi lari anche in contorno. 

Rii. Se l,p sieno la larghezza e l’altezza del rettangolo cer- 

. » c-J-VCe 1 — Sa] 4<j 

cato , si avrà p = , / ~ ~-r — : . 

63o. XXIII. Trovare un circolo eguale alla superficie d’ 
un dato cilindro o cono' retto. R/s. Se a sia il lato del soli- 
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FIC * do , r il faggio della sua base , x quello del circolo cercato , 
si avrà x — y/2 ar per il cilindro, x — \/*r per il cono. , 
68:. XXIV. Dato un tronco di cono retto CD con le basi 
AC , DE parallele , farvi una sezione HI parallela alle basi in 
modo che la circonferenza di essa sia media proporzionale jint- 
merica tra le circonferenze delle basi. Bit. Se sia EC — 0 , 

EI = x 1 si avrà x = . 

2 

682. XXV. Trovare un circolo eguale alla superficie d’ un 
dato segmento sferico. Rit. Sesia 0 1 ’ altezza del segmento ,r il 
xagéio della sua sfera , quello del circolo.cercate sara x v2u»'. 

683. XXVI. Trovare una sfera eguale in solidità ad un da- 
to segmento sferico . Rii. Prese le denominazioni del passato 

3 / flé r — M*\ 

problema , il raggio della sfera sarà x=y ^ equazio- 

ne che eon la seguente s 1 insegna a costruire a suo luogo . 

684. XXVII. Trovare una sfera eguale alla somma d un cono 
• d’ un tronco di cono retti . Rii ■ Se a ,0' sieno 1’ altezze del, 
cono e del tronco , ed r.r'.r" i raggi delle lor basi , quello del- 

3/ rar* -+ a' ( f x ■+ r"‘ -v r'r" ) q 
la sfera cercata sarà x 'y (_ ^ J • 

685. XXVIII. Data una sfera formarne un cono retto l*. 
della data base ; 2 °. della data altezza; 3*- 0 un tronco di co- 
ro retto delle date basi, o d* una base e d’ una altezza date. 
Rii. 1°. be r,r sieno i raggi della sfera e del cono , 1 ’ altezza 

di «so sarà x — ; 2*. se sia* V altezza del cono , il raggi* 

f 

della sua baso sarà y—2r Vi : 3°. se r > , r" sieno i raggi delle 

4f * 0 

basi del tronco , la sua altezza sarà t = — t <r ,, » 4 • ** 

sia r’ il raggio della base del tronco , 0 la sua altezza , il rag* 
gio deli’ altra base sarà * ^= — - j-±= V “ ) • 


FINE DELLA GEOMETRIA . 
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APPLICAZIONE DEI PRINCIPJ 

DI GEOMETRIA E D’ ALGEBRA 

AL CALCOLO DEI SENI E ALLA TRIGONOMETRIA. 


3 LrfA Trigonometrìa risolve i Triangoli ,a cui pos- 
son ridursi tutte l’ altre figure. Ella è di due sor- 
te; la rettilinea misura gli angoli e i lati de’ tri- 
angoli rettilinei; la sferica risolve i triangoli for- 
mati da archi di circolo. L’una e l’altra son di 
grande utilità; ma per giudicarne bisogna co- 
noscere a fondo la teorìa dei Seni che son metà 
di corde calcolate in parti di raggio del circo- 
lo, in cui si suppone iscritto il triangolo da ri- 
solversi. Vedremo poi per qual motivo si sieno 
introdotti i Seni nella risoluzion dei Triangoli. 


CALCOLO DEI SENI , 

686. A normale BD condotta dall’estremità B 
dell’arco BA sul diametro A a, sichiamail seno dell’ 99 * 
arco AB o dell’angolo ACB misurato da quest’arco. 

687. Se EB è il complemento dell’arco BA, 
il suo seno GB è il seno del complemento o il 
coseno dell'arco AB, ed è chiaro che CD = BG 
e BD = GC, 

-< 588 . La tangente AT condotta da A fino all* 
incontro del raggio CB prolungatoci chiama la 
tangente dell’arco AB, e CT ne è la secante. Così 
EM è la tangente del complemento EB o la co- 
ti h 
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no tangente dell’arco AB , e CM ne è la cosecante. Si 
'' chiamano ancora seno-verso e coseno-verso le linee 
AD,EG; ma ne è raro l’uso. In vece di raggio , 
seno, coseno ec. , noi scriveremo r, sen , cos ,tang % 
cot , scc , cosec , sen v , cos v . 

689. Segue da queste nozioni i°. che il seno 
d’un arco èia metà della corda dell' arco doppio; poi- 
ché prolungata BD in F, BD è mera di FB corda 
del doppio dell’ arco AB. Dunque iL seno di 30° è 
metà del raggio , per esser meta della corda di 6o° 
eguale al raggio (542). 

690. 2°. Che il seno d’ un angolo BCA o dell* 
arco BA è lo stesso che quello dell’angolo aCB o 
deU’arco aB suo supplemento. 

691.3°. Che il coseno d’ un angolo ottuso è ne- 
gativo : così è la sua tangente , cotangente e secante. 

692. 4°. Che i seni crescono da o° ove cos = r , 
fino a 90°; qui sen = r e cos— o. Dipoi decresco- 
no da 9G°a 180° ove scn = o ,cos — -r . Dai 180° in 
poi divengono negativi e crescono nuovamente 
fino a 270° ove sen = - r , cos = o . Di qui fino a 
360° serbandosi negativi, diminuiscono un’ altra 
volta finché a 36o°si ha di nuovo sen — o,cos = r. 
I coseni decrescono quando i seni crescono ed all’ 
opposto; son negativi da 90° a 270° e positivi da 0° 
a 90° , e da 270° a 360° . E poiché dai seni e coseni 
si determinano le tangenti , cotangenti , secan- 
ti , cosecanti, seni-versi e coseni-versi, come pre- 
sto vedremo, anche queste funzioni circolari son 
soggette a dei cangiamenti relativi a quelli dei 
seni e coseni , di cui ecco il compendio 
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Che i seni c coseni d’archi mag- 


giori di 3 6o° son gli stessi che quelli della lor 
differenza da 360° tolti quante voice si può: 
così seri 7.9 o° — sen 3.90 ° — sen 270 °=-r ,sen 1 2.90°— 
seno°=o, cos 10.90 ' — cos 1S0 0 — - r ec. c gene- 
ralmente sen n . 90° = sen ( n - 4/1 ) 90° , e cos ri . 90° = 
cos (n -4/1 ) 90° , preso per h qualunque nume- 
ro intero . 

694. 6°. Che la tangente di 45 0 è eguale al 
raggio come la cotangente, perchè allora i tri- 
angoli rettangoli CEM,CTAson eguali ed isosceli. 99. 

695. Posto ciò i sia l’arco BA=A, il rag- 
gio CB — CA = i ( supposizione che d’ora in poi 
farò sempre per facilirare il calcolo, avverten- 
do che quando il raggio sia r, l’ espressioni deb- 
bon moltiplicarsi o partirsi per quella potenza 
di r che le renda omogenee ) ed i triangoli ret- 
tangoli e simili CBD ,CGB, CTA ,CEM daran- 
no le proporzioni e equazioni seguenti : 

696. 1 . BD I -fCD I =CB 1 ; ovvero sen A -t-cos 2 A 
= 1 = sen~ B -+ cos 2 B ( posto B un alcr’ arco qualun- 
que ). Dunque sen A -t-senB: cos B-+-cc>s A ::cosB- 
cos A : sen A - sen B , e sen A -f cos B : sen B -+ cos A : : 
sen B - cos A : sen A - cos B . 

697. II. CT*-TA* = CA*...«c*A-fan^*A 
= I : onde sec A -+ tang A : I : : I : sec A -tang A . 

698. III. CE 2 = CM 2 -EM 2 1 -cosec 1 A- 

cor A = sec 1 A - tang z A . Dunque cosecA-cot A : 1 : : 

1 : cosec A 
sec A 

699. IV. CD : BD : :C A : AT cos A : sen A : : 

1 : tang A ; dunque sen A=cosA X tang A ... .cos A = 

*cn A * sen A 

tang A s cos A 

700. V. CB:BD ::CT :TA... I : sen A:: se; A: 


cot A , e cosec A - coi A : sec A-tang A : : 
■ tang A : cosec A -+ cot A . 
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tang A ; dunque senAXsecA = tangA = —— .... 

senA = ' mt ^....secA = ^=-l T .." — * v 

sec A A «/A 


coi A = i . 

^ 701. VI. CG : GB : : CE : EM sen A : 

cos A : : I : cor A= e - S ~= ; dunque cor A X 

se» A A ^ 

tang A = l = scc A X cos A : 

703. VII. GB: £M:: CE: CM.... cos A .cor A:: 

1 :cosec A = — dunque sen Axcosec A = 

cos A sen A 1 

i = cor A X tang A = sec A X cos A . 
ioo 2°3* ^ aC * ora * seni EG, BD e i coseni 
’CG, CD di due archi a,b, per avere il seno 
e ii coseno della lor somma o differenza» sia r 
il raggio, ed m,n,d le corde o i doppj di questi 
seni (689), onde sena = ~ e (696) cos a = \/ (r 1 - 
) = | \/ ( 4 r 2 - ni 1 ), senb = % e cos b — f V ( 4r 2 - 

«*)» dunque (571) sen ( a -+b )= £ = ^.^(4^*- 


n 2 )H-^ .|X\Z(4r*-m*), e fatto r=i» 

I. sen(a-*- b)=sen acosb-t- senb cos a . 

Che se sia sena=%d, senb = ±n, avremo 

(572) «n(a-6) = |=^.iv / (4'- 1 -n i )-^.|v / (4r- 
d 1 ), e fatto r — 1 * 

r 1 1 . sen (a-/>) == sen a cos b-sen b cos a = - sen ( b-a ). 
Posti ora questi valori in cos(a-t-b) = V( 1 - 
sen 2 (a -+ b)) e in cos(a- b) = \/ (1 -sen 2 (a-b)), 
riflettendo (696) che 1 =sen 2 an-cos 4 a , verrà 

III. cos ( a -f i> ) —cos a cos Z> - sen a sen b , 

IV. cos ( a-b ) =cos a cos £-t- sen a sen b=cos(b~a)— 
cos (a co i) » 

704. Si osservi i°. che P equazioni sen(a-b) 
~-sen(b-a) e cos (a-i) = cos (b-a) danno (699 .701) 
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tang(.a-b) — -tang{ b-a), cot (a-b)--cot (b-a ) , 
sec(a-b) = sec(b- a ) e cosec (a -b) = - cosec ( b-a). 

2°. Che dalle formule generali, fatio a — 
90*, = 180°, = 270°, =360*, si ottiene 

$en( 90° =t 6 ) = -4-cos b I cos( 90 °z±b) = =+senb 
sen ( 1 8o° r± b ) = =q - sen b I cos ( 1 8o° =fc è ) = - cos b 
sen( 270 °=±6) — - cos b I cos ( 270° )=r ± sen b 

sen ( 360* b ) = =t sen b |.cos ( 360° =tb)=-+cosb 

e di qui si ricava (699,701) 

rnng( 9o e =±6) = =pco£ fc cot( 90°=^ b) = =ztangb 
tang(iSo°^±b)==ttangb :ot ( i8o°:±6 ) = r±cof è 
r ang^ 70 c =±6) ==f cor b cot(2lo°^±b) = =ztangb 
tangl^6o°z±b) — -=±tangb cot(^6o*=±b) = ^±cot b 

3 0 . Che con ciò si determinano ancora gli 
archi dei seni, coseni ec. negativi, poiché si ha 

— stn l—sen (1S0 °-\-b)=sen (360®— l)i — coi b—cos(\ 8 o° ±=b) 

— tiingb—tang(l 8 o°~ b)=tatig{$ 6 o a —b)\ — cot b=cot( l8o° — b) 

4°. Che essendo sos b ( a precisione del se- 
gno ) — cos ( 1 80° - b ) , sarà cos(b-+n) <,cosb ogni 
volta che b-\-n < 180 0 -b, cioè quando 6*+n è un 
arco intermedio tra b e il suo supplemento, E 
se si chiami m il prodotto di un numero qua- 
lunque di seni o coseni, sark sempre (64) anche 
mcos(b-bn)^cos b. 

5 0 . Infine se gli angoli a,b molto piccoli 
abbian per seni s , a-, sark sen (a=£b)—s y/( t-<r z ) 
=fcoV( i-s 2 ), o prossimamente =sy/ ( 1 -<r* -+• 

i<r 1 )=±«’V’(i-s*H-^-)(per esser quantità pic- 

colissime (64)) = $ ( I ) =±<r ( 1 - ^ ) = s ~ t - 

2 2 

— ( tr nts) . 

705. Se ora nelle formule 1 *. e III a . (703) si a a = 
b> avremo senza — 2sena cos a , e cos za — cos 2 a — 
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$en* <i= zcos* a-i (posto per sen'a il suo valo- 
re 1 -^cos 1 a (696)) = 1 -2sen a a, seno e coseno del 
doppio d’ un arco, di cui si conosce seno e co- 
seno . Per trovare il seno e il coseno della me- 
ta 

COSi 


a di quest’arco, fatto 2a—c,s\ ha sen c— zsen^cX 
,os~c , e cosc = 2cos l fc- 1 = 1 — 2sen a fcj dunque 
= —ì» esente = 

2*#w|c \ 2 / * 2coi±c 


cos 

a - ~ a ■ 

V ^Lr_££l£\ . Scc = po° , sarà. $e/i45° (=cos 45* ) = 

V- = — 

2 Va 

706. Per applicar taluna di queste formule, si cerchino i 
valori di senn- 120 ° e di cos ».I 2 o°. 1 °. se u—l, sarà rr» 0. 120° 
= ie«6o°( 690). II. se n —2 , verrà sen 0.120° = sen 240° = 
«0 (l8o°-+<5o°) = se» l8o° cor 6o° -+ se» 6o° cor 180° = — se» 60° 
(692): 111 °. se 0=3, avremo sen ».I20°— re»36o“=o. Ora dopo 360® 
ricominciano i gradi con l’ordine stesso di prima, e fatto 
» = 4, =5,=6ec. si ha come prima sen 480° = s en 6o° , 
se» 6co° —— sen 6o° , sen 720° = 0-, dunque Jf« ». 120° == sen 60, 

— — se» 6 o°, = o. Con lo stesso raziocinio si trova che cosn.l2o ® 

ha tre valori o piuttosto due, cioè se 0= I , = 2 , = 3 ovve- 
ro 0 4 , = 5, = 6 ec. viene cos n 120° = — cos 60° , — — cos 6o°, 

— X . Onde anche l’espressione sen (.20 -+■ i) 6o° ( = sen (».i20°-f- 
6o°) =jr0 0.120° cor 6o° -t- rcw 6o° cof «.120° ) nei tre casi di 


ha 


i tre valori 0, — *C0 60 0 


sen 60 0 , e 1’ e- 


ft *~~~ T — — •> — - f> 

" 1 » — -5 f — — j » 

spressione cos (2» -*■ l)6o° ( = coj («.i20° -+ 6o°) = C0*».i2o° X 
cos 6o° — sen ». 120° seu 6o° ) ha i due valori — X , cos 6o° , che 
nel solo segno differiscono da quei di sopra . E però la quan- 
tità sen ( a ±=0.120° ) = sen a cos n.V 20 ° ±= sen ss 120 ® cos a ha 
cinque valori che si riducono a tre : I* e 2°. — sena cor6o°±= 
sèsti o° cos a=z±= sei/(6o° a)\ 3° e 4°.— sen a cos 6o° =qp sen 6o° X 

coi « = q:/f8(6o 0 t r ): $°.sena. Del pari la quantità ±= 
sen [ ( 20 -+ I ) 6o° a ] z=" ±= [ sen (20 ■+■ l) 6o° cor a sen aX 

cos (20 - 4-1 ) 6o° ] ha cinque valori che si riducono ai tre 
medesimi ; 1°. ±r [o =T sena X— 1]= sen a: 2° e 3°. t [—sen 6o°K 
cos a sen a cos 60 0 ] — tea (6o° 2= a): 4 0 e 5". [ sen 60° X 

cos a =t- sen a cos 60° ] = ±= sen ( 6o° a ) . 

loi. Ma prima di andar 
modo di 


prima 

conoscere i seni 
formule suppongon noti. 

1 °. Calcolati una volta 


e 1 


piu oltre, ecco il 
coseni che queste 


i seni dall’arco di 


1 fino a 90" , si conosceranno anche tutti i se- 
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ni da i" fino a i8o° (690). Ora da 180* fino & 
360° i seni sono i medesimi che da o* fino a 
180° a riserva del segno che è negativo; dun- 
que il calcolo dei seni si riduce ai soli del primo 
quadrante d’ un circolo. Inoltre i coseni si deter- 
minano colla formula cos a = y/ ( i-sen'a ) (< 5 y< 5 ) i 
basta dunque calcolare i seni. 

11 °. Si sa (606) che essendo il raggio 1 , I* 
arco di 90° si esprime per 1,520796326794896; 
dunque l’arcodi i"è 840,00000484813681 1095; ec. 
parti del raggio; e siccome un arco sì piccolo 
non differisce sensibilmente dal suo seno, si è 
preso 0,000004848 ec. per seno dell’arco 1 Si 
c raddoppiata, triplicata ec. questa frazione, e 
si son avuti i seni di 2", di 3" ec. Potean cal- 
colarsi questi seni per mezzo delle formule sen la. 
— 2 sen a cos a e sen ( a -+b) = sen a cos 6-4- sen bcos a-, 
ma la differenza tra archi sì piccoli e i loro se- 
ni è troppo insensibile per non prender ciascun 
arco per il suo seno respettivo. Così continuan- 
do il calcolo dai secondi fino ai primi, e da 
questi fino ai gradi per mezzo delle due for- 
mule precedenti, si arriva al seno di 30°. Do- 
vendo questo esser la metà del raggio, posson 
verificarsi con esso i calcoli antecedenti , e si 
han così tutti i seni da 1" fino a 30°. Ma per 
non render troppo voluminose le tavole, vi si 
fanno entrar per lo più i soli seni dei gradi e 
dei minuti . 

Ili", Suppongo ora a =30°; sarà sen (30* 
-+ b ) = «0130° cos b-hcos 30 senb : ma sen 3o°=§» 
cos 30° =\/( 1 - -4- ) = W3; dunquo sen (30° -+ b) = 
■§ cos b -+ fsen b.y/^, e sen( t ^o°-b)= %cosb- %sen b.V 3. 
Dunque sen (30°-+^) — sen ( %o u -b) -+ sen b.y/$- 
Onde i seni da 0° a 30° danno quelli da 30° a 60“. 
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IV®. Sia a=^6o°; si avrà sen( 6 o* -t-b) = 
£cos b.V 3 ~+ isenb, e scn(6o b - b)=-±cosb\/$ - 
i senb\ dunque sen ( 6 o°h-& )= sen (6o° - b )-+senb: 
così sen 66° =sen 54° •+ sen 6°: onde i seni da 30° 
a 6o° dando quegli da 6o° a 90° , ;1 calcolo 
è compito. 

708. Riprendendo le formule del n°. 703. e 
sommando la 1 *. e. la II*. , si ha 


sen a cos b=%sen(a~i-b)-*-% sen(a-b) , 
sommando la IH*, e IV*., poi sottraendole , si ha 
cos a cos b = % cos (a -t-b)-{-% cos (a- b) 
sena senb — .%cos(a - b ) -^cos 
E queste formule servono a trasformar prodot- 
ti di seni in seni semplici . Le seguenti vagliono a 
cangiar somme o differenze di seni in prodotti d* 
altri seni , onde applicarvi il calcolo coi logaritmi. 

709. Sia a -+b=zp,a-b=q, sarà a = %(p-i-q), 
b=$(p-q): perciò 

senp-+ sen q = zsen^ip -+q)cos ±(p - q) 
senp -senq = zsen±(p -q)cos %(p-*-q) 
cosp~hcosq = 2 cos %(p~+ q) cos ± ( p -q) 
cos q - cos p = 2 sen % ( p -+ q ) sen % ( p - q ) 

Per le somme o differenze di tangenti si ha 


tang p =fc tang q = —— =± = (703) 

pr 01 cosp cos q v<> cosp cos q 

coi q -±cot p = — — — ■ — . 

1 Sen p sen q 

?lo. Danno queste formule tutti gli archi che hanno lo 
stesso seno. Sieno x questi archi . e preso ad arbitrio un arco 
n il minimo di tutti gli x , dovrà esser sen az=±z sen x , giac- 
ché i seni posson essere e positivi e negativi : avremo perciò 
sen x — seu a — o e anche - ( sen x -+ sen a ) — o . Dunque I °. 
sen x— sen a — 2 sen |(x— a) cos ^(x-+a) — o, e potrà, esser del pa- 


ti e sen^[x— a)=o, e cos ±(x-+o)= o. Nel caso dite» ì(x— a) =0, 
saià £(x~a) = o, = l8o° , = 360° , = 540° ec. onde fatto l8o° 


— v , verrà x — a ,=2ir i+ a,=z 4-r -+■<*,=: -+ a 

=- 2«t -+• a , postp « un numero iatero qualunque cominciando 
da zero; e quindi in generale sen a =; seu ( 2n?r -+ a) . Nri caso 
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p«i di eos %( «■■+«) = o, sarà ì( *■-+ a) =90“ , = 9 o®-H 8 o°= 
90° -+ 2.180°, = 90°-+. 3.180° ec. , cioè * = — a, = tt -t- 2 * —a, 
• — t — t- 47 r — <j,.... = 7 r H- 2 » ir — 0 = ( 2 » -t- i )* — a , onde in 
generale ir» A = se» [ ( 2» H- I )*■ — a]. Dunque 2*. — ( x«* * -t- 
sena) — — ( <lsen £( x H- a) cos | — a))=o, e potrà esser 

del pari e sen x •+ a ) = 9 e"cos ±(x - a)z= o. Nel caso di 
jcm <i) = o, sarà i( x •+ a ) =0 , = 180° , = 360° ec. , cioè 

x= j*~ a , — 2 v — a — a , . , . . = 2»7 t — a , e però — *■ = 

— [imi— a) ed in generale xe» a =— seti ( 2 nx — <j ) . Nel caso 
poi di cos |(x — a) = o, sarà ±(x-a) = 90°, = 90° -+- 180° ec. . 
cioè * = »-4 a, = * -*- 2 x-+a , = * -+ 4 v 0 , . . . = (on-t-l)*--*. 
* > c P cro * — L ( 2» - 4 - 1 onde in generale 

a — — sen[ ( 2* - 4 - 1 ) ir -4- a ] . Pertanto le formule che espri- 
mono gli archi a cui conviene lo stesso seno , si contengono in 
se " a = = ±= se» [ ( 2« i )t=po]. Trattando 

nel modo stesso cos a d= cos x — o , viene cos a — — cos [ ( 20 -+- 
I ) n ±z a ] — cos ( 2 wr fc a ) : ove se a — v, sarà in generale 
cos* — — cos 2 wr = cos ( 2 n ■+ 1 ) *-=— i , e se a — 2 .*, si avrà 
cos 2* — — COS ( 2 » — h I )* — COS 2 ttn = I (692) . 

. . 1 1 *• Torniamo alle quattro formule primitive (709) e fac* 
ciasi nella prima e terza p ±z nA, q=(n- 2 )A -, avremo dalla prima 
se»*A = 2 cos Ase»(a- I ) A - tenia — 2 ) A e dalla terza 
«■0X nA — 2cox A cos ( » — l ) A — cos ( » — 2 ) A e qyindi fat- 
*?• ” “l 2 - ’ ~ 3 t” 4 ec ' • si avrann .° * valori dei seni e coseni de- 
gli archi multipli per mezzo dei loro inferiori , La seconda e 
quarta equazione darebbero 


sennA = sen( » — 2 ) A-+ 2 xe« A cos ( n — I ) A 
cos nA — cos ( n — 2 ) A — 2 xx« A sen ( n — i ) A 
equivalenti alle prime, come è facile il dimostrare. 

712 . Sia ora nelle due prime formule di somar-teoo) p — 
Po , e nelle due ultime q — o; avremo ' - w r 

l-+senq=22s,«(4 5 °-+±q)cos(4S 0 -Zq)=: . . . 

*'»* ( 45° •+ 1 <J ) ( 68 7 ) = 2C0X* ( 45° - \<t ) . 

l-x«,^ = 2xe»(45“-i^)«x(45°H-i^)= .. 

2,w » a ( 45° — § q ) = 2 rox* ( 45° “♦* | 0 ) = cos v. q. 


\ 


I ■+ cosp=2cos % ip l-cosp= 2sen 1 lp = senv.p. 

713. Dividiamo ora le formule stesse (709) l’une Perl* 
altre e avremo ' v * - - • r 


Sen p —f. sen q 


senp— sen q 
sen pA*sen q 


.mMli 

■ cos Mp- 


I 


H ^ cot ¥- p ~ ^ 
•q)seni{p~q) 


tang Up-*-j) 

' !)' 


- - -, m .en p — sen q * 

cox p-+ cos q ~ tan l 2 ^ q) \wp+co7ìj = tan S^;(P — 4) 

senp-*- sen q \seiip — xe« q I 

cos q—cosp ~~ cot 2 coiq—iòsY^ cot 
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■ n ) eot±(p — q) 


tee p -4- tee q 
tee p — se e g 


eet p-+eos q e6t £■ (P 

cos q -cos p ~ tang^{p—q) ~~ tang^\p~+q)' 

tan g p -t- 1 ang q _ sen ( p ■+ q ) _ cot_ p cot q 
tangp — tangq sei»(p — q ) est q — cotp 
tallir p -+ fan" q tati g p — tang q 

cot q — t- cot p - tang p tangq cot q — cotp 

tang p -4- tang q sen ( p -+■ q ) 

~coVq — cot p -=tangptangq X — ( 

tang p — tang q sen(p — q) 

cot q cotp tangptangq x {p q ) 

714. Divido pur l’une per 1 ’ altre le formule del n°. 212, ed 
T^Tenl' ~ ta '*' U 5 °-t ^) = cot 1 ( 45 * - \ Q ) 

T^lJq = ( 45 ° ■ - J ) = «"• ( 45 * H- \ ) 

I -4- cotp 
I — cos P 


eaf'^P 

p\\-+ senti 

*™ r £p 

~ COt 2 |l-t-C 0 fp 

cos v. q 

«» l (45° — %q) 

sen v q 

sen 1 i q 


sen- ( 45 * -4 •£?) 


cos 1 lp 

s / - - o r - \ 

I — se 11 q 
1 — cos q' 

Ripiglio anche le formule del n°. ■503 e fatto seua=zs, 
cos a—c, seti b =z <r , cos l ~ k , ne deduco 

715. 1°. jen[a-+b'< X sen(a — b) = s % k * — tr*c* — s' (l -»*) — 
e* ( 1 — s 1 ) —s 1 — <r* — sete 1 a — seti 1 b — (696) cos 1 b — cos 1 a . 

, £ _i c_ 

sen ( a-h b ) sk ■ 


tre 


ck 


• Str 


• tang b 


216. - . . 

cos ( a — b ) 

cot b « 4 - eot a tang a < 

I -+• cot b cot a tang a tang b -¥ 1 ’ 
t o ren (a ~ b ) sk — 

3 • cos {a b ) ck — sr 
tango — tangb 

1 — tang a tang b ' 


ck 

s • 


-4- I 


rof b — cot a 
' cot beota — I 


ck 


* 13 . 4° 


cos ( a -4- £_) 
cos (a — b ) 


T — Tang a tang b 
I -+■ tango tang b ' 


cot b — tang a 
’ cot b-f tang a 


ck — S' ir C 

ck -¥ s* ck 

C 7 cr 

cot a — tangb 
cota~+ tangb ' 


tr ck 

re sk 

Str ck 


Str 

sk 

ta- 


sk ik 
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«*+ <2$ r *<• 

. , . v sk -+ *c tati? a «+ fo//?£ 

^19. 5 . f.T»/ la-+b) — , = — — — 

* y 3 ® ' > c k — s<r 1 — tango toug l> 

cot b -+ cot a 
cbt b cot a — I 

_ , I — tangatangb coti cot a — I 

720. 6 . cot{a 1 )=: - ; = -, . 

tang a -+ tang b cot b -+ cot a 

„ , , . tang a — tang b cot h — cot a 

721. 7 • tang[a ) 1 _(. tang a tangS cot b cot <* -+ I * 

7» 8*. . 

tang a — / £ cot ù — cot a 

723. Sia a z— 45 0 , e sarà tang ( 45 0 •+ b ) = cot ( 45 0 _ b ) = 
I -+ fa»? b cut b -+■ I 

rZ.TT« 7 ì = ™ 7 *=TI ’ c ta,, S ^ 3 —b)—— tang Ci — 45 °) = 

J — tangb COt b — I 

I -t- tangb ^ 45 ’+l) cet £ ^ j • 

_ . . ,1 . 1 tang a 

724. Se si fa « =zb = ~e, sarà tatsg2a=z ; - ’ i — = 

^ 2 J I — tang a 

3 tang?; c 


2 cot a 


Vot^T~\ ovvero tan * c ~ ~ 
1 I 


tang' If 


, e cof2<r == 


I — tang' a 


2 tango 

cot' a — 11 I II 

~ c òtV =3 cot a-~ tang a . Dunque cotc = — cot- C — 

piangici e cot jc =2 cot c -+■ tang le . Ora (705) tang *c =3 
/nl/l — cot c\ l — cote 

V l T^7o7~c) = ~~sttTc~ ' Dl 1 Ul viene a nc °raf4»£ ( 45 * -»•«)-- 
tang ( 45 0 a ) ovvero 45° *+<*)-+ tang (a — 45° ) = 

( I -+• *o»£ « )* — ( I — tango ) l stanga 

1 — tang ' a I — tang' a 2 tan % ~ a * 

725. Poiché seca— — cotte a=z~- , sarà tee ( a -+ f ) = 
I 

I efe ree a tee b cosce a co tee b 


ck — s »■ 


ta 

l ~ck 


1 — tang a tangb cot a cot ò — l ’ 


tee a secò coste a cotee b 

<«(«-»)= i<OM (»+*) = , i 

, coree /» coree b 

cosce (a—b) — — —, r~~ • 

1 J cot b — cot a 

, ... cosce' a IH- eot' a 

726. Sia a — b, e si avra cosce 2 a — — = — — — ; — — 

2 cot a 2 cot a 

t -J ( cot a -+ tango) : dunque coree a = ±{cot±a -ì- tang £ a ) : ma 
cot i a = 2 cot a -v tang £ a ( 724) ; dunque co tee a — cot a *+■ 
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tang l* = \ ( cot |«-+ tang ±M)=zcotZ*- eot a , posto in lao- 

go di tang A a il sub valore fc# j a — Zcet a . 

/re* * 1-4- tang 1 a 

Si ha ancora tee taàF'a ~ V^~tang-~a — • • • • 


( i -»• tang a )* 
I _ tang * 


2 fa»» a 


\ — t- f a »f /» 2 tanga_ 


X tang 1 a “ I — *<*»£ <* I — ««"J 1 « ’ 

2 f< 3 «£ a 


ma 


Ht 2 ;= ì '“'(« ,+ ') *r =^7 - - • *-*» 

/« 2 <* = 45 ° -+ a ) — * a ”S 2a » * ue a = WV( 45 ° "** è a 5 “ 

tang a = cot{ 45 0 — ì a ) — tang a. 

i i _ 

Poiché «<■ tf = — ~ i e w w a — — — , sarà tee a—tangaX 

cotte a-, e sostituendo tutti i valori di cotte a trovati qui so- 
tanga, I I . , .. 

pra , si avra tee a = — g— ( cof — a -+ tang — a ) — tang a X 

( «ttta-*rtang\a ) = I •+ tang a tang \i = tang a icot±a — 
i tang a 

tot a) = tanga eot - a -1 = — -j- - - 1 - 

Del resto queste formule possoil variarsi all* . 
infinito sommandole, soctraendole, dividendole ec. 

Calcolo delle Tavole de’ Seni 
per mezzo delle Serie. 

727.Poichè(696)#e« i tf-+cof 1 tf=I=(^ ) 

«V— I —ay/— 1 . 

(i ) (385)0 l’arco a — oda • • 

\ ' 1 *J — 1 / 

a\J — I , -av'-i a»J-\ —ay/—f 

4 —ri « c — c 

, sarà sena — 


2 


2 V —* 1 


: ma sup- 


posto Ìe—\ (35l), abbiamo (360) t * — I •+« V— I — 


aV - 1 


— — — — — -+ ec. = I — — •+ — 

2 2.3 2 2.3.4 

V- I , cd •+ ec. = 


- ec. -+ ( d — — r -i-ec.)x 
a* . «‘V— l 


■+ 


2 ’ 2.3.4 , * o 

tuendo e riducendo, verrà 


. 1 . 

ec. (a - — -4 - ec . ) V — I i dunque sosti- 

23 
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sena — a — - 


_a*_ 

' 2 -3-4-5 


*53 


2.3.4.5-Ó.2 2.3-4-5-6-Z-8-9 


— ec. 


a * a 4 a 4 

fax a = I — — _+ — — > ■ 

a 2.£4< * 3 45-6 


sena 


>) 


2a* 


fa»? a = — - = a ■+ -+■ — ■ -*• -f — - 

* cosa 2 a. < 2 .*.■* 


2.3-4-S6.2-8 
I?a 7 Ó2a 9 


■ec. 


3-5 


r» ■ r 

o *5* 
2a* 


3 l «5Z-9 

a 7 


I_ _ J a^ a» 

COta ~ta»ga~a 3 3*5 3*.5.l" S'5*-? 


*+«. (324) 
-ec. (324). 


Si ossetvi che se il raggio dell’ arco qui supposto I , sia r, 
1°. volendo calcolar queste serie, dovrà moltiplicarsene per r 
il risultato finale (594): 2°. volendo usar di esse come stanno, 
dovrà supplirsi il raggio r secondo la regola già data (695). 

Si osservi ancora che posto a — —■ , se ra sia infinito o gran- 
dissimo, sarà a infinitesimo o piccolissimo, e molto più a 1 . 
a 3 ec. che spariranno in confronto di a ; onde in tal caso se» a =s 
a — - tang a ,cosa — l,cota — os. 

gO° é * 

728. Ma sia a — — ; poiché 90°= 1*570796326794896 , chia- 


ra 


"4* 


mando c questo numero , si avrà 

90° c_ c* j c* cj 

ten m ~~m 2 3ra } 2.3.4.5« f 2.3.4-5.6.7ra 7 ' 2.2.4....9ra 7 

Tèrmini Positivi ^ Termini Negativi 

• 1.520296326794896 1 -V- 0,645964097506246 

m Tra’ 

I * I 

— 0,079692626246167 1 — — . 0,004681754135318 

TO’ | OT ' 

0,000160441184787 1 — !t* 0,000003598843235 

m J ra 

— . 0,000000056921729 T — 0,000000000668803 

W 4 wl» 

— 0,000000000006066 T "• 0,000000000000043 
ra ’ 7 ira ' 9 

a/* * a» s- 


-ec.= 


90 / #* c 4 c 4 

eos — I — 7 -+ — _ r -+ ec. 

m 2 ra* 2.3.40* 4 2.3.4.5.6ra* 

E lo stessso dicasi per tang — , e per cot . 

729. Per mezzo di queste serie si calcolano i seni, coseni ec. 
di tutci gli archi con sostituire i valori convenienti dira: co- 
sì per calcolare il seno di 30 3 , si fa ra = 3 , c si ha 


/• 
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Sue 30* = 0,523 598 275 593 299 
*+ o.coo 322 953 194 428 
-+ 0,000 000 ocS 151 256 
-+■ 0,000 000 oco 000 036 
-1-0,523926 -36 944 0 1 9 

— 0,023 9‘-4 596203 935 

— o,coo 002 1 40 2 1 9 269 
— O.COO O OP OOP 020315 

— 0,023 926 236 944 019, cioè XV» 30* =0, 5. 


230 - Del resto , poiché basta calcolare i seni fino a 30 0 per 
aver tutti gli altri, sarà sempre ro > 3 e la serie eguale a 
9°° 

seti — sara convergcntissima. Per esempio, se si vuole il se- 
no di 9", si fara tn — io , e si troverà subito x«j9°=ro, 
156434465040231 . Il seno d’ un arco d’ un certo numero di gra- 
di con minuti e secondi ec. , si avrà collo stesso metodo. 

23 1 * Nelle Tavole rrdinarie si suppose in principio il rag- 
gio = lo 000 000 000 e ciò per calcolarle con maggiore esattez- 
za : ora che son già calcolate , il raggio si suol supporre = r. 
Per facilitare il calcolo, vi si trovano anche i logaritmi dei 
seni , coseni , tangenti e cotangenti ; anzi conquesti soli e con le 
Tavole dei logaritmi ordinari può farsi qualunque calcolo . 
Non si son fatte Tavole particolari per le secanti e cosecanti 
perchè è raro l’uso di esse, ed è facile di calcolarle colle 


formule sec a — e cosce a — . 

cos a feti a 

232. Sciolghiamo ora il problema inverso, e dato il seno, 
il coseno , la tangente ec. d’ un arco, troviamone la lunghezza : 
1°. se si risale al valore di sena, se ne dedurrà per il mero- 
, . , sen* a 3 seti* a 

do inverso delle serie (346) , a = xe» a •+ — — -*■ 

3.5 .seti 7 a 2-5Z- sen9 a 

~2.£6&9 H eC> : 2 °‘ dal1 ’ equazioni (222) seti a — 

— ay/-l - I — QnJ~ I 


... tfy'-I 

— — , cosa = si ricava e =5 

2 V-X 2 

— a -I 

cos a -+ */-l.seu a — cos a (l-4-vM .t/tttga), ed e — cos a — 

y-l.xe» * — cos a(l — \M- tang a ) ; e presi i logaritmi ( 361 ), 
* V " 1 — l cos a l ( 1-4- *J- I. tang a ) e — * \/-I =: l cos a -ir 
. . , , / i-+*/-l.tanea\ 

a)i dunque sottraendo, 2 — ^ 7^ tan ghi * 

, tang* a tang s a 

e (oS^) a — tang a 0 •+ — : — — ec. 

... o 5 

Applichiamo queste Serie alla ricerca della ragion del dia- 
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metro alla circonferenza . Fatto sett a = -*- , si avrà la lunghezza 


dell’ arco di 30° = — H- — ^ -b ^rrrzr ■+ ; 


-+ec. che 


.3 _ 3 £. 

2 '2 3.2» ■" 2.4-5-2 1 2.4 .6.?.3 7 

moltiplicata per 12 darebbe la circonferenza e perciò la ragion 
cercata; ma poiché questa serie è lunga a calcolarsi, sarebbe 
migliore la seconda , che posto a — 45 0 , dà<j;=i — -Ì-+4- — 

A * 4 - A — -jL -+• ec. , se non fosse anche più spedito il decorn» 

f uor l’arco di 45 0 in due altri a,l, e cercar separatamente 
a lor lunghezza. Ora in questa supposizione , tang[ a *+ L )=a 
tanga-\- tangb \—tangb 

1= — — — t ; dunque tane a — 7-7 7 . Sia tango— 

I — tangatangb ’ n * l-k-tangb * 

A, sari tango — onde la somma degli archi a,t, o sia la 
quarta parte della semicirconferenza -r , sara. 

I I _l_ J_ 

r i 

53 f ~ 7 - 3 7 


4 


1 

2 

j_ 

3 


33 


9 . 2 V 

I 


9-3 


»— ec. 




= 0 , 28539816339:4453 


d’ onde t = 3,141 5926535897933 , come si è detto (605Ì. 

233. Con J’ equazioni di sopra ( 2*2. 2°. ) una quantità espo- 

iczx\f~ I 

nenziale immaginaria si riduce a dei seni ; poiché posto a 
XX-Z^-l ±ZX <^- 1 

r e =zcoszi=*/-l.se»a,sara. xla—z ea a xxcotxX 

la ±= *J~\.sen x. la . Le stesse equazioni ±= z\/-l = / ( cos z ±= 
*J-\.ten z) , se si faccia s = ) v essendo n un nu- 

mero intero e 7r la semicirconferenza 3,1415 ec. , danno sai a=0, 
cos z — — 1 (693I e ( 2» -+ I ) 'tv'-I — l — l ; dunque il lo- 
garitmo di — 1 e però anche quello di qualunque numero o rag- 
gio negativo — r (230), ha infiniti valori tutti immaginari , e 
in generale sono immaginari i logaritmi dei numeri negativi , 
Anche quelli dei positivi hanno un’ infinità di valori immagi" 
nar j ed un solo reale , che perciò si usa nel calcolo ; poiché 
fatto z = 2tn- , viene ±= c»W- 1 —l I * ove se « = o , si ha / 1 =0, 
valor realo, mentre tutti gli altri sono immaginari» 

234 - Ma sia /( a ±2 b V'i ) il logaritmo d’ una quantità im- 
maginaria; fatta V(« l “♦'i 1 ) = <■ e ~—ta»gh, avremo /'a — 

4V-i ) = la ( 1 2= — V-l) = la -+ /( I ±= V-l - tang h) = la — 

leot h ixhV'l (732. 3°.): ora cos h= 
a a 

~ c ’ dunque /( a ±= b \/-\ ) —lc±x ìi/J-l ~ le -+ 

l ( cos h±z y/-i.senh) ( 232. 2°. ) = le ( cos h rfc <\f-s.s*nh ) , • 
perciò — c [ cos h-J=\l-l.sen h. ) , cioè le quantità 
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Immaginarie e i lor logaritmi posson ridursi a seni e coseni 
d’archi reali . 

735. Infine se nelle coifcuete formule U32.3 0 .) in vece di 

moy/~l , . 

0 si scriva ma, avremo e ■ — cosma -V v “ I* senma — 

Ì — ma-J’-l , 

", ed r = cosma — *J-\.ttn ma = 

ove di passaggio si noti che se a =90°, 
si avrà cor fw.90 0 —h ^~\.sen in 9o J = (V* 1 )* e cor fw.po — \/ _ i^ 
«»w.9o°= ( —V- I )" = (V: « )*" ( 385 )i onde sommando e 
sottraendo lè due equazioni, si ha 1°. 200/01.90° — (V“l )’*“♦■ 
( v '-i ) 3 ™ = ( 1 -f(V-i )*")(V-i )* = (385) (itjH V* 1 )* i 
2°. 2sen m. 90° ==( V'I i" -1 — W'I 1 ■ — ( 385 )(v'*I )"' 1 “+ 

(V-I )»£-—•> = ( 1 — (V-i )*")(^‘I )"-’=( 1 =Fl)(v'-l)"“'- 


itn ma — 


Tornando alle formule generali si troverà. 

( cos a -+ .se na)" — ( cot a — V-l .sena)" 

2V-I 


m cos m ~' a sena — w.*— I cor " -3 a tea 1 a -t-m. •,-* p • 

nr -3 . "—4 cos m - s a sen* a — ec. . e cos ma — {cos »-W" I •*<*«»)"-+ 

(cor a — */-\.tcna] m ] = cor"» — OT.*^Ifor"-*»rr»*»-+»T.?!=i . 

. ”~:2eos m —‘* a te»+ a — ec. con che si cangiano i seni e co- 
seni d’ archi multipli in potenze di seni e coseni d* archi Sem’ 
plici ; poiché fatto 01 = 2, = 3, = 4 ec., si ha 

cos la =e cos * a — seti* a 
co s 30 = cos 3 a — 3 seti 1 a cos a 
cos 4 a — cos 4 a — óre»* a cos* a -+ re» 4 » 
ec. ec. 


sen la — 2 sen a cos a 
sto £a = 2sen a cos * a — 


re» 5 a 


Sfitta — 4 sen a cos 3 a — 4 se» 1 a cos A 
ec. ec. 

sostituendo ora successivamente I — f or*» a re»* a (696) , ed I — 
re»*» a cos" 1 a, avremo 

A cos'ia— 2 cos* a — I — 1 — 2 se»* a 

B cos'ha— 4 cor 5 a — 3 cor» = (l — 4rr«*»)V(i — reo*») 

C cos^a— 8 cor 4 a — 8 cor* a — f. I == I . — 8 reo* » -1- 8 re» 4 a 

ec. ec. ec. 

£ re»a»==2cor a y/{ 1 — cor* « ) = 2 re» a \/( r — «»* a ) 

T re»3»= (4 cor*» — 1)^(1— cor*»)^3re» » — 4 re» 3 » 

G re»4»— (8coj 3 a—^cosa )\/ ( 1 —cor 1 »)=t4rco»— 8re» 3 ») V( I — reo*») 
ec. ec. ec. 


Queste ultime formule danno i valori delle potenze dei se- 
ni e coseni d’ un arco, espresse in seni e coseni semplici d’ ar- 
chi multipli. Ci contenteremo di accennar solamente colle let- 
tere marginali 1’ equazioni onde nascono; rammentando eh* 
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se» — ma — — starna ("04), coi ma — tot — ma — i eesaa-i- 
| tot — fw a , ec. : si ha dunque 

W) 2 cos 1 a — coi la -+ 1 = ± [ cos‘2a-+‘2eoso°-+cot-2u ]. 

(B) 4 cos 1 a — tot 34 -f 3«/ « = ì [ eos^a -+■ 3«xa -+ 3C ot - a 

-+cos - sa.] 

(C,B) 8cos 4 a — cos<\a -+4 cos 2 0-4-3 = 5 [ cos\a -+ 4 cot \a -4- 6cot o* 

-+ 4 cor— •ìa-Vcos -4 a J 
*c. ec. ec. 

dal che si ricaverà generalmente 

2* cos” 0 — cot ma _+ w co/ (m- 2) o -+ 1» . £rl «/(«— 4) j -4. 
t» . *t: 1 . "Tp cor ( m — 6 ) a -4- ec. 

Operando in un modo suiule sulle fòrmule dei seni avremo 
[A) Iteti 1 a— — cot 2*-+ I — |[ cos 190°. costa 

•+ 2 cos o°. cor o* 

•■+• cor-2 90°. cos-ta ] . 

(F) tytn'a— — stn^a-^Sttn» — stn 3.90°. stn 30 

-+■ 3 sta 90® sen a 
-+ 3 xc»*9 o®. sen-a 
-t- ««-390’. rr»-3o ]*. 

(,C,A)8seu*o—coSi\a — 4 \cos*a-t3 — ~[ cos 4 90°. cor 4» 

H- 4 cor 2.90 0 . cor 20 
*+■ 6 cor 0°. cor o° 

— +• 4 cor-2 90°. cor-20 
-+■ cos- 4.90 0 . oor*4<i ] . 
ec. ec. 

«lai che pure si avrà generalmente 

2" stn m a — 1 [ cosm.90 J cos m a - 4 - rr»w#9o* starna ] -+> 
tn L cot (m-2 ) 90 8 cos ( m — 2 )« - 4 - re» ( w— 2 ) 90° rr»( r »-2 )a ] -+• 
m. *-r±[cos(m- 4(00° cor (v>- 4 )<* -*• re» ( w _ 4 ) 90 « stn ( w _ 4 ) n ]-+ 

m. . 1'^^[cos{m-6)90°cot(m-6) a-+seis[m-6)9o°sen(m-6)a ] -*ec. 

736. La formula primitiva sen ma — m cos” a sen a ec. 
( 235 ). dà 1’ equazioni che servono a dividere un arco o un an- 
golo in un dato numer 1 di parti eguali ; poiché in tal caso si 
ha sen ma e si cerca sen a . Sia scarna — b , sena = x, cos a =z 
— V( I — ar*),e la formula diverrà b — mz"~ ‘x — m . 5.~JL , 

*’ -+ec. , e però facendo »w = 2,3,4,5 ec. le -0 se- 
guenti equazioni serviranno a dividere un arco in altrettanto 
parti eguali 

b — 2*x = 2* V( I — ** ) per 2 parti 

b = 3 ®* x — x* = 3r— 4*> 3 

b = 4 *’ * — 4zrr , = ( 4 rf- 8*’ ) V( 1 — x * ) 4 

b — 5* 4 jc — 1 cz* x J x s = 5* — 2or J *+ i6x r . . 5 

232 * Con ciò si risolvono per approssimazione 1 * equazioni 

K k 
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del^terzo grado nel caso irriducibile. Infatti l’arco 3* si di* 
vide in tre parti eguali per mezzo dell’ equazione 3* — 4** = 
t = sen^a: ma sen 30 — sen ( 34±=2 «tt ) = ±z se» [ ( in -*■ 1 )v =p 
30] (2 IO )i dunque posto t=i8o°, con la stessa equazione si 
divideranno in tre parti eguali anche gli archi e ±= 

{ (2« -+■ I )7r=F3rt ] , che di fatto divisi, danno le tre radici 
dell’ equazione te» a , sen{a±zti.i-20° ) , e ±= sen [ ( in -+■ 1 ) 60 * 
=PA ], cioè (70 6) seti a , sen (6o° — a ) , e — se» (6o° -4- a ) . Ridot* 

S»’* r* se» 3 a 

ta dunque l’equazione a x 1 — 1- = 0 (095), e 

paragonata con quella da risolversi jr ! — p.v -t- 7 = o ( se 7 fos- 
se negativo si farebbe # = — j ) avremo =p, 3« = 

37 

7, onde r = 2\/--^ e tesila — ; e poiché »•> feti 34 , sarà 

° r 

f 3f P 3 7* 

2\Z',T ^ 1~ e ~> ~r, ciò che nella nostra ipotesi di p nega* 

v * # 4 * - 

tivo costituisce il caso irriducibile (393); onde tutte l equazio- 
ni del terzo grado nel caso irriducibile son risolubili co» questo 
metodo. Quindi riducendo queste espressioni al raggio r, si 

37 37V3 

•vra 1°. -“( = jfB34) = r./r»3* (797) onde stn 3« = ~p\/p con 

p 

che si conoscerà 34 ed a : 2*. x( = se»a)~ r.sen a = Sv'^X 

o 

P P 

stn a: 3 0 . x = 2%/ ~ X se» (6o*— 4): 4*.*=— 2\/ ^ X rr»(6o°-4-4) , 

Esempi I. Si* l’equazione **— 3r-t- I=o, che dap=3, 
f=l; onde sen 34=4., 0342=30*: dunque x = Isen io° == 

0,347296 . x—iten 50° = 1,532089 * » = — 2*t-« 7 ° < ’=-l.S 79 oS 5 . 
IL Sia x* — x -+ i = 0 , si avrh p = 1 ,7 = .£• , 34 = 

| V3 e Lr/w 3 a = ^ L3 “ La = 9.93753«5 = L sen 60° -, dunque 

„ „ , axe«20° 3/e»4o° 

34=60 , ed #=— — = 0,39493 1,*=—^— =0,742227» 

2 re» 8o° 

* = — — ^ — = — 1,137158* 

III. Sia anche l’equazione x } — 5v-+3 = o, che da p = 
I 

5 > 7 = 3 lf «3« = --v' |i; difnque 34 = 44° II' 52", ed .v = 

2v'5«»(i4°43'57") , 2V'5«»(45 ° i 6'3" ) 

~l~ =0,656617, 


,, 8 ^ 46 . 


V3 


2,4908 63 
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Risoluzione de' Triangoli Rettilinei. 

738. Trigonometrìa risolve questo proble- 

ma. generale: Date in un triangolo tre di que- 
ste cinque cose, due angoli e tre lati, trovar 
le due altre. La soluzione è fondata sul prin- 
cipio, che in ogni triangolo i seni degli angoli son 
come i lati opposti. In fatti iscritto il triango- 
lo al circolo, ogni lato saia doppio del seno 
dell’ angolo opposto; dunque i lati del triango- 
lo saranno come i seni degli angoli opposti mi- 
surati in questo circolo, c perciò come i seni de- 
gli angoli stessi misurati nel circolo delle Tavole. 

739. Dunque i°. in ogni triangolo rettan- 
golo BAC chiamato r il seno deli’ angolo retto 

0 il raggio, l’ipotcnusa BC = h, il latoAB=gr, 
l’angolo adiacente B = a, l’altro lato AC — g' , 
l’angolo adiacente C=a', si avrà r:K::senai : g 
: : sen a: g ; 2 0 . poiché nel triangolo rettangolo 
il seno e la tangente d*un angolo acuto a' sono il 
coseno e la cotangente dell’altro acuto a, onda 
sena =cos a , tango = coi a e reciprocamente, ver- 
rà sen a : sen a': : g :g:: $cn a : cos a::{ 6 ^.'loi)tangai 
r::r : col a. 

Perciò si è formata con le due analogìe 
1 ®. r : h : : sen a' ( =cos a):g : : sen a ( = cosa' ) : g 
li ** § : S : : tan § a (— cot «0 * r : : r : tango! ( =cot a) 
la seguente Tavola per risolvere il triangolo ABC , 
ove oltre l’angolo retto son date dne delle cin- 
que cose h>g>g', a , ai , purché queste non sieno 

1 due angoli , nel qual caso si ha la sola ra- 
gion dei lati; 


FIG. 
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TAVOLA PER LA RISOLUZ. DEI TRIANG. RETTANG. 


?4o 

741 

1M 


743 

744 

745 

746 

747 

748 

749 

750 


751 

753 


753 

754 


755 

75<5 



759 

760 


Dati 

Trovare 

FORMULE 

£•£' 

h 

a 

a' 

h-^/ig^g'*) 
tanga =r.g':g 
taiig a' — r.g : g' 

£>h 

£' 

a 

a' 

S3„ 

b a <«ì 

lì II 11 

1 

j: 

£ \h 

e 

a 

a' 

£ = >s/(h*-g'') 
seti a = r.g : h 
ecs a' = r.g* : h 

g,a 

i 

g'—g.tanga : r 
n = r.g: cos a 


£ 

h 

g =.g'.c»t a : r 
h = r.g' : sen a 

l> a ‘ 

( 

g' = g.cota':r 
n = r.g : sen a' 


i 

g = g'. tanga : r 
h = r.g' : cos <t 

h,a 

£ 

£' 

g = h cos a : r 
g' — h-sen a : r 

h , a • 

i 

g — h. seti a r 
g' — h cos a' : r 


\ 


761. Convien qui avvertire che se nelle for- 
mule 744,745, 747 e 748 i seni e coseni di a, a' 
fossero molto grandi, le Tavole darebbero gli 
angoli poco esatti. Cosi se fosse £=9648893, 
h = 9648900 ed r=f, si avrebbe (744)/ cos a ( = 
Isen a'( 745 ) ) =lg-lhz=. 6,9844775-“ 6,9844778 = 
9.9999997, nè si saprebbe qual fosse l’angolo 
tra o°.3'.45' / e o°4'.25". Ecco perciò un compen- 
so che somministrano le stesse formule. Poiché 


(244)cos a= , sarà h : g : : 1 : cos a e perciò i°» h : 
h- g:: li 1 — cos a : : I : 2 seti* (705) e quindi 




1 
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sen~ — V C 7 h ~) : 2 ° . h-*- g : h. - g : : i -+ co* a : i - 
co* fjn £ 7 (714) e pero . . . 


tang * = \/ 77) . Così la proporzione h:g ni; 

cos u'(74 8)(=ae/z a (747)) dark sen 7 = V (^-) e 

tang t == ^(a^J')‘ Applicando al caso di sopra 

la prima di queste formule, si avrà lsen — t= 

6/729795 1 = 1 seno 0 . 2'. 4.", 2 , ed a =o 0 .4'.8",4. 

Le tangenti o cotangenti benché grandi non 
conducono all’ istessa incertezza perche crescono 
o scemano con differenze sempre notabili . 

Risoluzione de’ triangoli obliquangoli . 


762. I. Dati due angoli B,A ( cioè tutti 
e tre (510.690)) e un lato BC, trovare i due al- 
tri lati BA, AC. Sarà dunque (738) sen A:BC:: 

senB:AC=?^— ? 5 ::ien C( = je/z( Ah- B)):AB= 

rcWAH-B). Dato ABt si avrebbe wn (A-4-B)r 
stn A v ' 

BA:: se/l B: AC; : sen A : BC e generalmente 


lato e creato 


lato dato X se n angolo opposta al lato cercato 
sen ang. opposto al lato dato 


D’ora in poi chiameremo per brevità l,a 
il lato e angolo dato; l.c.,a.c. il lato e angolo 
cercato; l.adj., a.adj. il lato e angolo adjacente ; 
l.op. , a.op. i 1 lato e angolo opposto . Se op. , adj. non 
hanno altro aggiunto, si riferiscon sempre aciòche 
immediatamente precede. Così sen a.c.^z seni op.X 
sen a.adj.: l.op. a si leggerebbe: il seno dell’angolo cer- 
cato è eguale al prodotto del seno del lato opposto 
aH’angolo cercato, nel seno dell’angolo adjacente 


fIG. 


1 02 » 
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al detto Iato opposto, diviso per il lato opposto , 
all’ angolo dato. Ciò sia detto ora per sempre. 

763. II. Dati i lati AB , AC e l’ angolo 
B opposto ad AC , trovar l’ angolo C opposto 
ad AB. Si ha (738) AC : sen B : : AB :sen C , 

e quindi generalmente sena.c.= --~ s ~— .esi no- 
ti che l* angolo cercato e 90° quando è opposto 
al minor dei due lati dati -, poiché se AB<AC, 
anche C <8(514) e perciò C < 90° (513). In 
caso diverso, l’angolo cercato è dubbio (690) 
se d’altronde non se ne sappia la specie. 

III. Dati i lati AB, AC e l’angolo B oppo- 
sto ad AC , trovar l’ angolo contenuto A . Si cer- 
chi C e si avrà A (510). 

764. IV. Dati i lati AB, AC e l’angolo B, 
trovar l’altro lato BC. Si cerchi A , e si ha senB: 
AC : : sen A : BC . 

Ma per trovar PC direttamente, condottala normale AD 
sopra BC » sia AB = a , AC = b , sen B = s , cosB =zc: avre- 

(l s AC 

tno AD=y(z58) e BD = — (757); dunque DC=V(AC* — 

AD 1 ) = V(^ 1 -^i-)eDB-fDC=BC=yH-V(**-^s-)| 

ove se B è ottuso , il primo termine sarà negativo ((Spi) , e se 
è ottuso C, sarà negativo il secondo (562). 

765. V. Dati i lati AB,AC e l’angolo contenuto 
A, trovar gli altri angoli B e C. Si avrà (738) 
A B : AC : : sen C : sen B , e perciò AB -+ AC AB co 
AC : ; sen C ■+ sen B : sen C c/d sen B : : tang ( C -+ B ) : 
fan S r K C c' 5 B ) (7 r 3) ; ma /fln^|(C-fB) = ran^(9o 0 - 
£A )( perchè B-+C = i8o°- A ) — cot~ A ; dun- 
que ran^|(CcoB) = ^|~^Xcor ~ e quindi ge- 
neralmente, chiamando a ,a" gli angoli cercati 
cd 1 , 1 ' i lati loro opposti, 

1 1 /««/' 

tarif — ( a ' <w a " ) —cot ~ * x 
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di qui si hanno subito (196) gli angoli BeC. FI( *' 
766. Fatto ora AB=a, AC = b e supponendo loa * 
che ~ rappresenti la tangente d’un arco u (741), 

a 

' AB oo AC av>i f> tan*tt co i 

Sar3 AB AC a-Vb ~ ~a ~ Ungaci ~ tdT1 S ( “ 

J * 1 

Y 3 45° ) (723) » e quindi fatta questa proporzione: 
il minor lato b al maggiore a:: 1 : tangente d* 
un arco it , si avrà. 1 alla tangente della diffe- 
renza di u da 4$° ::tang$(C-bB)(~cot % A) tang 
i (C co B) = coll A Xtang{ a C045 0 )• Nel modo 
stesso si troverebbe cor £ ( C o>B ) = fa/ 7 ,gi A X 
xa/i^(u-t-45° ). 

Per risolver direttamente il problema, condotta sul lato 
AC la normale FB e tatto AB — a, AC — b, senA — s, ccs A 
. . as ac ac 

— c , si avra FB = —, AF = — ; dunque FC = b — - - , e pcr- 

asr 

ciò (742) e condotta da C una normale sul 

hsv 

lato AB si troverebbe del pari tang B = ~~~_ bc ■ Se l’angolo A 


fosse ottuso, c diverrebbe negativa e sarebbe tana G=t 

, * ùr-i-ac 

_ bsr 

€tang B=— - iT . 


767. Vi. Dati due lati AB, \C e F angolo contenu- 
to A, trovar V altro lato BC. Trovato (7Ó5) f un de- 
gli angoli B , o C, si ha sen B : AC : : sen A : BC. 
Ma presi i valori di sopra (7 66), il triangolo rettangolo 

BFC dà direttamente BC = ^ f“r~ *+■ ( £ — ~ J 

** “ ~,r~) * ovvero = -+ -+ ~ se l’angolo A è ot- 
tuso. Ora fatto r— 1 e c= 1 — A(705), si avrà BC = 

V( «* -+ b x — •Xab-¥i\ab sen * ) = V[ (« ^ b )* -+ 4 al sen 1 ^A ]= 

\( ( 4«i«»*-Ad 2/#»iA 

V \ i^^ a ^f]*-JovYcrotfa.cenào -^£-x^ai=ztatt£H)t 

BC = ^*. 

fw » 
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^68. VII. Dati i tre lati d.’ un triangolo trovarne 
gli angoli. Condotta da un angolo A la normale 
AD , sia BC=a, A B = b, AC = i; si avrà (562) BD 
a ■+b* — J x ^ e p erc jò ( 244 ) COiB= 


la 


= 2a6-t-I>’-d s )- ! cioè (fatto r=ied a 

-+ b-+d—2q), c os B = - 1 , onde V 

cos~ (2o5) = V— • Similmente perchè 

- 1 , 

. Xab 2ab ab 

si.vrà V(— = j = V<lzj£i=£. on- 

de in generale ( chiamati l* i lati adiacenti 
all’angolo cercato ed / il lato opposto ) cos £a.c= 
Jiilzil e sen -a c- 

\ t'xi" e sen a a,c— V rxr 

Finiremo con alcuni Problemi per esercizio 
dei Principianti . 


pia 


del 


769 . 1. Trovare un angolo x la cui tangente sia n 

Vi»*-!) 

suo seno. Rit . tertx — . 

n 

270 . II. Dividere un dato angolo a in due angoli x,a —x 

tali che i loro seni sieno nella ragion data di 

_ . m sen a 

Rts. tJ»ex=z — -, . 

s » -I- m coi a 

271 . III. Data la differenza d di due angoli x , x-¥d e la 
ragione tn : » dei loro seni, trovare gli angoli. Ris.tangx — 

n tea d 

tn — « coi d ‘ 

222. IV. Date le ragioni «ri dei seni ed m : I delle tan- 
genti di due angoli x,z, trovare gli angoli. Rii. tang x = 

V ) • t 3 ”z 8 = (v=r) = i * ; 

273- V. Supposti aritmeticamente proporzionali i seni di 
tre angoli p,tu,u, determinare quali debbano essere gli an- 
goli estremi p , « affinchè anche i coseni di tutti e tre fieno 
nella medesima proporzione. Rit. Gli angoli debbono esser 
tali che /> — u sia piccolissimo. 

224- VI. Data 1 ’ equazione [n -*■ N)tenu = (» — N ) sen p 
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ove » , N son note e se» m è medio proporzionale aritmetico 
tra se» p e senti , trovar l’angolo p — u che si suppone picco* 
lissimo. Ris. p — u — "(2N tangm ). 

775. VII. Date l’ equazioni ( » H- N ) sen h — se» «' ed ( » — 
N ) sei ìg — sen p' ove si h&-±z h g p — « . N è nota , e son 
noti seti in, seni' .senni' medj proporzionali aritmetici tra se» p 
e sensi, tra sen g e senti, e tra sensi' e sen p' , trovar l’angolo 

. . ì 2N«»(»'tw) 

u'-p' che si suppone piccolissimo . Ris. u —p' — — — ~ — . 

776. Vili. Con la regola di doppia falsa posizione trovare 
un arco x che sia meta della sua tangente, o calcolar J’ equa- 
zione 3 v — ta»g x . Ris. x ■= 66° 46' 54" 14"'. 

777. IX. Con la regola stessa ricavare il valor dell’ an- 


sie» x sen* r,x 


f OS ix 


Ris. x — 


golo x dall’equazione sen 16'=. 

li 0 44' 42" incirca. 

278. X. Con le formule del N°. 727. sommare in genera- 
le la serie S — sen a •*+■ sen [a -+ b ) -4- seti (a -*■ ) -+* . . . 

pen ( a ~\-tib ) , e determinar particolarmente S nel caso di 

as-nb =i( n - 4 - 1 ) a = 90°. Ris. In generale S = 

celle— 0 )-cos[a~+( l n-t- ì- )b J 

r— 1 — 77 , in particolare S = •*( l !-+ cot~ a). 

229 - XI. Risolver l’ equazioni della forma x m iz. = o . 

Ris. Il fattor generale della prima equazione si troverà. #*— 

lax cos ir -+ a , della seconda x * — 2ax cos -+ a , 

m m 

ove » =0, = 1 , = 2, — 3 ec. e 180 0 . 

280. XII. Un vascello si avanzò di 50**^ a Levante e di 
1 1 6 a T ramontana. Qual’ è la posizione e la lunghezza della linea 
retta per cui ha camminato ì Ris. Ella fa un angolo di 23 0 19'£' # 

con la linea di tramontana, ed è lunga 126°^ incirca. 

281. XIII. Data l’area t e uno degli angoli acuti » d* 
un triangolo rettangolo trotaf^e i,Mati x,y e l’ipotcnusa %. 

/2x tango . / licosa . f rs 

Ris. x = V — >y= — » * = 2 V — 7T“ « 

V r v . r V tenia 

282. XIV. Dati i Iati CA=<*i ,AH — b e gli angoli ACB=:w, --- 
AHB = », CBH==rd’ un quadrilatere, trovar l’angolo CBA 

. ,. , . „ „ . 0 . e 1 xi a a se» m cos r±=bse» » 

e la diagonale AB. Ris. 1 . «fCBA = — • , 

a »» w ir» r 

ove il segno — vale per il quadrilatero ACBH' : 2°. AB = . 

283. XV. Dati due circoli concentrici NPK . QRF con la g. 
tangente in Q e la corda QR nel minore, e condotta dal pun- 

to N la NK parallela a QR, la NE normale ad NP e la NL 

L 1 
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che formi l’angolo LNE = ENK, trovar la razione di NK •+■ 
9 “NL a Qtt . Ris. La ragione è dupla. 

784. XV L Data la retta AC comune sezione di due pia- 
ni triangolari ACB, ACD tali che la retta BD condotta per 
i due vertici sia normale al piano ACD , e dati oltre al tri- 
angolo ACB gli angoli d’inclinazione BCD = m, BAD = », 
determinare il triangolo ACD, o sia trovare sul piano inde- 
terminato MAR il piano 0 triangolo di riduzione ACD del tri- 
angolo ACB. Ris. Fatti gli angoli CAB — a, ABC — b t 


123. 


ACB = c, si troverà 


=V( 


cos ACD = — — 
cos m 


„ . ~ cosa 

cos CAD — 

cos n 


sen^{b -¥ m - »). sen ±{t -ir n — m )\ 


tender. A . v 

^ ' costa cos n 

che è data AC , si avrà di qui tutto il resto . 


)• 


e poi- 


TRIANGOLI SFERICI 
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Sii E il semicircolo generatore PAp forma la sfera APA^ 
•(632). il solo raggio AC descrive un circolo warr/wo f633) det- 
to Equatore , e l’ altre ordinate descrivon circoli paralleli 
tanto minori quanto più son lontani da AC (634) ; perciò i 
circoli minori equidistanti dal centro sono eguali. Ogn’ altro 
setnictrcolo APA eguale al primo genererebbe la stessa sfera, 
e ogni sfera ha uminfinità di circoli massimi (633) Ve ne è 
pure un’ infinità di minori di cui non si fa uso attesane l’ ine- 
guaglianza : onde col nome di circoli e d’ archi intenderemo 
sempre i circoli massimi e i loro archi. Ora la Trigonome- 
trìa sferica risolve i triangoli formati sulla superficie d’ una sfe- 
ra da tre circoli che si segan tra loro; e però ciascun lato d’ 
un triangolo sferico è l’ arco d’ un circolo che ha par centro il 
centro stesso della sfera, e a traverso del quale può condursi 
normalmente un diametro di essa . 

7S5. Questo diametro normale al piano d’ un circolo ACA 
è V Asse di questo circolo, eie sue estremità P.p ne sono i 
Poli . Ogni circolo ha poli diversi , perchè ha diverso asse . 

786. E poiché 1 ’ asse passa per il centro del circolo e gli 
è normale, è chiaro ;°. che vi fa tanti angoli retti quanti 
son raggi nel piano del circolo: 2°. che gli archi che misurati 
. questi angoli son tutti di po° e perciò^ eguali , appartenendo 
a circoli eguali : onde V arto compreso tra il polo tC u» circolo 
e ogni punto della sua circonferenza è sempre di 90" : 3 0 . che i 
due punti B , D bastando a determinar la posizione d’ un cir- 
colo che dee passar per C(6l9), due archi AB, AD di yo° de- 
terminano il polo A di BD . Col compasso sferico è facile di se- 
gnar sulla superficie di una sfera il circolo di cui è dato un 
polo, o di trovare i poli di un circolo dato. 


* 
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383. Poiché tutti i circoli della sfera hanno un centro co- 


FIG. 


mune, la loro intersezione è necessariamente un diametro sì 
della sfera, come di questi circoli: ma ogni diametro taglia il 
suo circolo in mezzo; dunque due o più circoli si tagliano in 
parti eguali. Onde 1°. se due circoli si son tagliati una vol- 
ta, non si taglieranno più che a i8o° di distanza dulia 
prima intersezione: 2°. perciò due soli archi non chiudon su- 
perfìcie , se non è ciascuno di l8o°; del resto qualunque sia 
il numero dei loro gradi, si formerà sulla superficie sferica un 
angolo di cui bisogna conoscer la misura . 

■388. Siano i due archi AB, AD di 90° ciascuno, e col lo- I05. 
ro incontro in A formino l’angolo sferico BAD. E' chiaro i°. che 
i raggi BG , DC sono ambedue perpendicolari ad AC (386) : 

2 3 . che questi raggi hanno tra loro la stessa inclinazione che 
i piani circolari ACB.ACD in cui sono (620): 3 0 . che la mi- 
sura di questa inclinazione è l’arco BD, poiché 1’ angolo b’CD 
è al centro: 4 0 . che condotti gli assi di questi circoli (385), 
il loro angolo o che lo stesso, l’arco compreso tra i loro poli 
è la misura deila loro iuclinazione . 

Dunque i°. la misura if un angolo sferico e t arco del cir- 
colo compreso tra i suoi lati a 90° di distanza dal vertice di 
quest' angolo : e in generale se dal vertice d’un angolo sferico co- 
me polo si descriva un circolo, la sua porzione compresa tra 
i lati dell’angolo, ne sarà sempre la misura. 

389. Dunque 3 ° ogni angolo sferico è <!l8o°; 3 0 . i due 
angoli fatti da un arco che cada sopra di un altro eguaglia- 
no iSo"; 4 0 . prolungati questi archi, gli angoli opposti sono 
eguali ; onde la somma di tutti gli angoli sièrici intorno a un 
punto è — 360° ; 5 0 . prolungato BD fino a 90° , l’angolo B avreb- 
be per misura un arco di 90° (388), onde ogn’ arco di 90° eh© 
scende dal polo d’ un altro , gli è sempre normale ; 6°. e se 
AB —90° sia normale a BD, potranno condursi da A sopra 
BD due archi di 90° , e sarà A il polo di BD {386;. 

390. Se per due punti b , d della superficie sferica sian con- 
dotte diverse sezioni o archi, il minor di tutti appartiene a un 
circolo massimo; poiché tra quanti archi può sottender la cor- 
da comune bd, si sa (595) che il minimo ha il massimo rag- 
gio ; dunque gli archi dei circoli massimi oi loro angoli son la 
sola misura deile distanze prese sulla superficie sferica, che 
perciò si dicono anche distanze angolari, 

391. Sia il triangolo sferico AGB; conduco dai suoi angoli 
i raggi AD,CD,BD; è chiaro che gli angoli al centro D mi- 
surano i lati del triangolo , e che l’ angolo solido D misura la 
loro somma (388); dunque 1®. in ogni triangolo sferico ogni 
lato è < 180° (383); 2°. la somma di due lati qualunque supe- 
ra il terzo (623), 3 0 . la somma di tutti i lati ò sempre <360® 
(628); 4 0 . e poiché ogni angolo sferico è < lSo° 1389), la som- 
ma di tutti gli angoli sarà soistor di sei retti , cioè ha un limite 
in piu che è 540° . Vediamo se ne ha uno in mene - 
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FIf». ~ 9 o. p a j tre an g 0 i; A , B ,C presi successivamente per poli , 
108. ji descrivano gli archi EF,DF,DE che col loro incontro for- 
mano il triangolo esteriore FDE. Dunque i*. il punto A è lon- 
tano di qo j da tutti punti dell’arco EF ( 786. 789 ) ; 2°. il pun- 
to B è parimente a 90° da tutti i punti dell’arco DF : dunque 
F è il polo dell’arco AB ("86). Così si prova che i punti E,D 
sono respettivamente i poli degli archi CA,CB. 

Posto ciò, si prolunghino i due archi CA , CB fino all’ar- 
co DE , e sarà EG — 90 0 = DH ; onde EG -+ DH — EG — t- DG -+- 
GH = ED-+- GH = J80 6 : dunque l’arco ED è il supplemento 
dell’arco GH , e perciò dell’ angolo C di cui GH è la misura 
(-88). Cosi si proverebbe che gli archi EF , DF sono i aspet- 
tivi supplementi degli angoli A,B. Prolunghiamo ora l’arco 
GC fino all’arco EF , e Gl sarh la misura dell’angolo E, c 
la parte AC ne sarh il supplemento , giacché GC H- AI ovve- 
to Gl -+• AC — 180“ : cosi AB sarh il supplemento dell’ angolo 
F, e BC dell’angolo D: onde in generale se dai tre angoli di 
11» triangolo sferico , presi per poli , si descrivan tre archi coi quali 
ti formi un nuovo triangolo , gli angoli e i lati di quest' ultimo sa- 
ranno reciprocamente i supplementi dei lati e degli angoli che sou 
loro opposti nel primo • Così angolo E -4- arco AC= l8o° =arco 
DE -4* angolo C ec. Il triangolo esteriore DEF si chiama pola- 
re o supplementario del Triangolo ABC: lo applicheremo alla ri- 
cerca del limite in meno, 

■393. I tre angoli A,B,C hanno per supplementi respettiri 
i tre lati del triangolo supplementario, onde formano con essi 
il valor di sei retti ; ma la somma di questi tre lati è sempre 
<360° (29l); dunque la somma dei tre angoli A,B,C è > 
l8c J . Onde T, la somma degli angoli di un triangolo sferico 
può variare da 180° fino a 540° esclusivamente , nè può dedursi 
il valor del terzo angolo da quello degli altri due come nei 
triangoli rettilinei; 2°. i tre angoli d’un triangolo sferico pos- 
son dunque esser tutti retti o ottusi , o anche acuti purché in 
quest’ultimo caso la somma loro superi 180”: 3’. la somma di 
due angoli d’ un triangolo sferico è sempre > 90' , ogni volta che 
l' altr angolo i eguale 0 minor dì un retto : 4^. poiché DE < FE — *- 
FD (291) , sarh (792) 180° — C <3 180 3 — A H- 180 3 — B , cioè 
A-t-B-C <180° e|(A 4 B-C)[ = |(A-+B 4 C)-Cl 
< 90“ ; onde in ogni triangolo sferico la differenza tra un an- 
golo e la semisomwa dei tre è < 9 o\ 

294- Se i tre lati di due triangoli sferici siano respettiva- 
. ✓ mente eguali tra loro, saranno eguali le loro corde (4S2) e i 
IO °* triangoli che esse formano (526) 1; perciò condotti dagli angoli 
1 raggi (291), si avranno eguali piramidi, eguali angoli soli- 
di al centro, ed eguali inclinazioni dei loro piani; dunque an- 
che gli angoli sferici respettivi saranno eguali (788) e perciò 
i triangoli sferici che hanno ì tre lati respettivameute eguali , han- 
no eguali anche gli angoli e Sono eguali tra loro . 

Reciprocamente se avranno eguali i tre angoli l’uno all’ al- 
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tro , i loro triangoli supplementar j avran lati respettivamente 
eguali (79 2): dunque saranno eguali tra loro ed avranno eguali 
anche gli angoli e 1 supplementi di essi; ma questi supplemen- 
ti sono i lati stessi de' triangoli proposti; dunque anche due 
triangoli sferici son eguali ogni volta che i loro tre angoli siano 
respettivamente eguali , proprietà che nei triangoli rettilinei in- 
dica solo la somiglianza . 

Due triangoli sferici son parimente eguali 0 quando due lati 
respettivamente eguali formano un angolo eguale nell' uno e nell' 
altro, 0 quando sopra d' un lato eguale posano due angoli pari- 
mente eguali ai loro corrispondenti . E* facile dimostrarlo come 
nei triangoli rettilinei . 

795. Dato il triangolo sferico CAB in cui CA.f'B sicno 
eguali, e prese due porzioni qualunque eguali CD, CE, con- 
duco gli archi BD, AE , ed ho due triangoli eguali ACE.BCD; 
dunque AE = BD, e perciò il triangolo ABD = EAB (294) e 
1 ’ angolo A — B ; onde in ogni triangolo sferico i lati eguali suno 
opposti ad angoli eguali. La proposizione inversa si dimostra 
col triangolo supplementario . 

796. Sia ora nel triangolo sferico ABC l’angolo A> B ; 
potrà dunque condursi un arco DA che faccia 1 ’ angolo DAB 
= B j e si avrà un triangolo isoscele ABD ; dunque 1 ’ arco BDC = 
AD-+DC; ma AD -t- DC> AC; dunque l’arco BC opposto 
all’angolo A c maggiorò di AC opposto all’angolo B; onde in 
ogni triangolo sferico al maggiore angolo è opposto il lato mag- 
giore e al minor angolo il minor lato . La proposizione inversa 
si dimostra come sopra col triangolo supplementario . 

797. Sia il triangolo sferico ABC rettangolo in A . Può 
essere che 1 ’ angolo B sia opposto a un arco <90" come AC, 
ovvero =90’ come AD, ovvero >90° come AE : di quale 
specie sarà l’angolo B in questi tre casi? Poiché l’arco AD 
è di 90° e perpendicolare sull’ arco AB , il punto D sarà il polo 
di AB (789); dunque l’arco BD formerà un angolo retto DBA; 
dunque l’ angolo CBA sarà acuto ed EBA ottuso; onde gli angoli 
Be C saran della stessa specie dei lati opposti. 

"98. Questi angoli per distinguerli dal supposto retto si 
chiamano olii qui . Può dunque dirsi che in ogni triangolo sfe- 
rico rettangolo , ciascun degli angoli obliqui è della specie mede- 
sima del lato opposto . 

Dunque se in un triangolo sferico ACB si conduca da C un 
arco CD normale ad AB , quest' arco dovrà cadere 0 dentro 0 fuori 
di AB secondo che gli angoli A , B son della stessa 0 di diversa spe- 
cie ; poiché nei triangoli rettangoli CDB.CDA, al lato comune CD 
debbono opporsi angoli obliqui CAD.CBD della medesima specie. 

Questo nome di angoli obliqui è dato per brevità , e non 
impedisce che possano esser retri come A o ottusi. Chiamasi 
ipotenusa il laro opposto a quell’ angolo retto che si considera 
come tale-, così BC è l’ ipotenusa del triangolo BAC. 

. 799 . Potendo essere i due laci intorno all’ angolo retto o 
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della stessa o diversa specie , di quale specie sarà l’ ipotenusa 

1 11. in ciascun di questi casi? i°. Se AC, ABson minori ciascuno di 
po°, gli angoli ADB.ACB saranno acuti (298) e il supplemen- 
to BCD «ara ottuso; dunque nel triangolo BDC sarà. BD> 
BC ( 29 < 5 ); ma BD = 90° (286); dunque l’ipotcnusa BC<90°: 

112 . 2 °- se AC, AB son maggiori ciascuno di 90“, condotto l’arco 
’ BD che tagli 1 ’ arco AC in modo che AD sia =90°, sarà an- 
che BD = 90° (286): ma gli angoli C e ADBsono ottusi(?98); 
dunque BDC è acuto , e però nel triangolo BCD si avrà BD > BC 
(Z96/1 dunque BC <3 90° : 3 0 . se AB è maggiore ed AC minor di 90°, 

11 « 3 * cioè di AD, si avrà DC=90° (1%6) e gli angoli CDA.CBA 
iaranno acuti (29S); dunque CDB sarà ottuso, e perciò 1 ’ arco 
opposto BC sarà > CD, cioè> 90°. 

800. Onde se i due lati d' un triangolo sferico rettangolo so n 
della medesima specie , t ipotenusa e minor di 90° ; e se son di 
diversa , ipotenusa è maggior di 90°. E poiché gli angoli obliqui 
son della medesima specie dei lati opposti , possono anche essi 
far conoscer di quale specie è l’ ipotenusa. Similmente l’ ipo- 
tenusa può far conoscere di quale specie siano i lati e gli an- 
goli; per esempio, l’ ipotenusa e mn lato della specie medesi- 
ma danno 1’ altro lato < 90* ; e l’ ipotenusa e un lato di diversa 
specie danno l’ altro lato > 90°. Si osservi intanto che se un 
dei lati intorno all’ angolo retto è 90’ , anche l’ ipotenusa è 
90° (286), e il terzo lato può essere o>, o <, 0 =90° , nel 
qual ultimo caso i tre angoli son tetti. 

Ptopoi zioni per risolvere i Triangoli sferici. 

. .. 801. I. Sia il triangolo ABC rettangolo in A , e prolungati 

* ' i lati EA , BC fino a 90° in il ed F , 1 ’ arco FH sarà la misu- 
ra dell’ angolo B (288) , FG ne sarà il seno , FE o HE o EE 
sarà il raggio della sfera , CD il seno dell’ ipotenusa BC , e CI 
il seno dell’arco perpendicolare CA . Ora conduccndo la linea 
DI, si vedrà che i triangoli FGE ,CID rettangoli in G , I (ó’-j. 
612. 2 C . ) coi lati FG , CI ed FE,CD terminati sul piano stes- 
so BAHE e paralleli , son simili ; dunque r : sen BC : : sen B : tea AC. 
Così prolungati CA.CB fino a 90°, si troverebbe del pari r: 
sen BC : : sen C : ten AB ; dunque generalmente in ogni triangolo 
sferico rettangolo il raggio sta al seno dell' ipotenusa come il se- 
no d' un angolo obliquo al seno del lato opposto . 

E siccome non è mai sen C o sen J] > r , così nsiAmeno 
sui AB o sen AC saràt> sen BC ; onde i lati d' un triangolo sfe- 
rico rettangolo non potranno esser maggiori dell' ipotenusa se 
siats <90°, nè minori di essa se abbiano più di 96 0 (692). 

. „ Soj. Se il triangolo ABC è obliquangolo, si avranno, ab- 

* 1 5 * bussando un arco perpendicolare CJ, le due proporzioni r : 
C sen AC : : sen A : sen DC ed r : sen BC : : sen B : sen CD ; onde sen A : 

IIÓ. B : : sen BC : xrn AC; e perciò in un ttiaugnlo sferico qualun- 
que i seni degli angoli son propormi: di ai seni dei lati opposti . 
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Di qui si ha tea Bh-wiA: seu B •'> «» A : • tea AC H- ita CB : 
Je»AC«oxe»CB, ovvero (713) M»^i(B-+A ):tang «A):: 

tang |( AC -+ CB ) .• tanghi AC co CB ), e perciò tang f(B-bA) = 
tang |(B»A) tanghi AC-± CB) cot AC^CB )(2of). 

803. II. Sia ora il triangolo ABC rettangolo in A , i cui 
lati AC e BC sian prolungati sino a 90° in E e D ; e si con- 
duca 1 ’ arco DE . Poiché per ipotesi 1 ’ angolo A è retto e DA 
= 90*. Sara D il polo di AB (789) e perciò DB = 9o* =. BE ; 
dunque B è il polo di DE (z86); dunque l’angolo B = 9o"~ 
DE , D = 90® — BA ( 786 788 ) e il triangolo CfcD è rettangolo 
in E (789) i perciò D c il complemento di BA, DE di B , EC di 
CB, DC di C A ; e da ciò deriva il nome di complementarj ai 
triangoli così formati. Ora nel triangolo complcmentario CDE 
si ha r: sen CD : :sen D: xewCE (801) ovvero r:cos AC :: cos AB: 
cos BC -, dunque in ugni triangolo sferico rettangolo il raggio sta 
al coseno di uno dei lati dell' angolo retto, come il coseno dell' 
altro lato sta al coseno dell ’ ipotenusa . 

804. E per conseguenza se un triangolo sferico obliquangolo 
i diviso in due triangoli rettangoli con un arco normale alla ba- 
se , si avranno sempre i coseni dei segmenti della base proporzio- 
nali ai coseni dei due lati adiacenti ; così nel triangolo ABC, 
descritto l’arco normale CD , si avrebbe cos AC:c«CB:: 
cos AD: cos DB : ora di qui si ricava cos AC -* cos CB : cos CB co 
cos AC:: cos AD-+cos DB: cos DB*» coxAD.onde (713) cot i(AC-t- 
CB ) : tang £(AC w CB ) : : cot I( AD •+ DB ) : tang * ( AD 00 DB ) 
ovvero (sostituendo le tangenti alle cotangenti' (2 ot) , ridu- 
cendo e ponendo AB in recedi AD-+DB o di AD DB secondo 
che l’arco normale cade dentro o fuori del triangolo) tangi- AB: 
tangH AC -+ CB } : :tang±( AC 03 CB ):taogi( AD £ DB Spro- 
porzione di grand’uso che può enunciarsi generalmente così: 

Soy In ogni triangolo sferico obliquangolo, sulla base del 

quale si abbassi un arco normale che cada j*”*™ del triangolo , 

la tangente della seuiibase sta alla tangente della semi somma 
dei due lati adiacenti, come la tangente della semidifferenza 

di questi lati sta alla tangente della ,em, ^ l lì erinza ^ e j segmenti 

seunsomma 

della base . 


Fatto AD DB = V, si avrà ( anche senza cercare qual 
dei due segni abbia luogo) tang±Vz=tang]ffAC-+CB) tangi( ACc* 
CB ) cot ^AB , e sarà, sempre --AB -+iV il segmento maggio- 
re, «d ^AB — -*-V il minore (196). 

Sostituito nell’equazione di sopra il valor di tang ~{AC -*• 
CB ) (802) si ha tang i( AD J» DB ) = tang 1 J ( AC co CB ) tang 
^ (B -+ A ; cot ^AB cot i( B co A ) 
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80 6. III. Tornando al triangolo comple*sentario CDE , sì 
I 1 2 ’ ha *"• * eM CD :: sen C : se» DE : dunque r: co s AC : : se» C : cos B j 
cioè in ogni triangolo sferico rettangolo , il raggio sta al cose- 
no di uno dei lati dell' angolo retto , come il seno dell * angolo obli- 
quo adiacente , al coseno dell' altr' angolo obliquo . 

I I 807. E perciò, se si abbassi un arco perpendicolare sull» 

c * base d’ un triangolo obliquangolo , i seni degli angoli del verti- 
ce tarati proporzionali ai coseni degli angoli della base , cioè 
I 1 ( ) . ten ACD : seti BCD : : cos A : cos B . 

808. Di qui con un raziocinio simile a quel di sopra (804) 
si ba cot “( A -+ B ): tangl ( B 00 A ) : : tang ^ ( ACD -+ DCB ) ; 
//»»£ -£( ACD io DCB ) . Posto C in luogo di ÀCD-H DCB o di 
ACD DCB secondo che 1 * arco cade dentro o fuori della ba- 
se ( avvertendo che B,A nel secondo caso son dissimili (798) 
e però dee sostituirsi 180 0 - A ad A , o l8o° — B a B) sarà 
tang i( ACD BCD) = tang *( A -t-B) tang *-( B A ) tang ì C , 

ove facto ACDi^BCD— W, sarà sempre ^C -+■ ~W il seg- 
mento maggiore, ed *C — il minore, qualunque dei due 
segni abbia luogo . Preso di qui il valor di tang ì( B H- A ) = tang 
U ACD BCD ) cot i( B co A ) coti C = (802) tang ^(Bao A)xtaug 
AC -+ CB ) cot 1 ( AC co CB ) , si avrà tang* ~ ( B «o A ) = 
tang |( ACD % BCD ) tang |( AC«/sCB) cot ?( AC 4 -CB ) cot ±C . 
j , , 809. IV. Sia ora il triangolo ABC rettangolo in A , e con* 

*' dotta la tangente BP che sarà parallela a DI (Sol), si avrà 

BE ( r ) : DE ( cos BC ) : : BP ( tang AB ) : DI , ed anche (801 ) r : 
se» BC : : GE {cos B ): ID ; dunque r: cot B :: tang BC: tang AB , 
cioè in ogni triangolo sferico rettangolo il raggio è al coseno di 
un angolo obliquo come la tangente dell' ipotenusa è a quella del 
lato adjacente a II' angolo stesso . 

j . _ 810. Se il triangolo ABC è obliquangolo, potrà abbassarsi 

•" 5 * sulla sua base l’arco normale CD che dark r : cos ÀCD : : tang 

e AC: tang CD ed r:cos BCD:: tang BQ: tang CD onde cos ACD: 
cos BCD : : tang BC : tang AC , cioè abbassando un arco normale 
sulla base d' un triangolo sferico obliquangolo , si hanno tempre i 
coseni degli angoli al vertice reciprocamente proporzionali alle 
tangenti dei lati adiacenti . 

Qui operando come sopra ( 801.804 ec.) si avrà cos ACD 
•+ cos BCD : toj BCD sa cos ACD : : tang BC -E tangAC :tang AC 00 
tang CB : cioè (713) cot *( ACD -E BCD):tanglJ k ACD co BCD ) 

: : se» ( AC -+- CB ) : sen ( AC u~. CB ) , ovvero posto come sopra 
(808) C in luogo di ACD— +. BCD o di ACD </>BCD, cot±C: 
tang *-[ ACD BCD ) : : sen ( AC -E CB ) : sen ( AC cn CB ) ;z 
’Jsrn ì(AC _+ CB) cos J(AC -+ CB) : isen i( AC te\ CB )cos ±( AC un 
CB)(7©5). Preso il valor di tang ACD BCD) e sostituen- 
dolo in quello di tang 1 ~ ( B A ) (8o8) , si otterrà, tang ' (B <^A) 


\ 
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se» 4 ( AC co CB ) FIG - 

~ cot l Cx Te» TI acTcb) che * 0StituIt ® nel TaIor diI, 5- 

tang~^ B -+• A ) (802) 1 darà tang |( B -*■ A ) = cot X e 

ro/ ì( ACmCB ) II<5 ‘ 

— - 77 -. >, — /^r-r» 0 ' r e non potendo mai nè cot \ C nè fo/i(AC<* 
cos AC -+ CB ) * 


CB ) esser negativi ("89) , le due quantità ta»gi( B -+• A ) e 
cos i( AC -+ CB ) avranno sempre lo stesso segno-, e perciò im 

un triangolo sferico la semisomma de' due lati è della stessa specie 
della semisomma degli angoli loro opposti . 

811. V. E poiché nel triangolo complementario CDE si 
ha r : cos D : : tang CD itangDE , è chiaro che si ha pure r: II 2 * 
sen AB : : cot AC : cot B : : tang B : tang AC -, dunque in ogni trian- 
golo sferico rettangolo , il raggio sta al seno di uno dei lati dell ’ 
angolo retto come la tangente dell' angolo obliquo adiacente sta 
alla tangente del lato opposto . 

• Onde I®. poiché non può mai essere r<Jrr» AB, nemmeno 
sarà mai tanghi < tanghC ; e perciò in un triangolo sferico reu 
tangolo un angolo obliquo <J 90° non può esser minore del lato 
opposto ; nè può esserne maggiore se <>90° (692); 2°. se l’arco 
normale CA sia <90° sarà il più corto di quanti posson con- 
dursi da C ad AB, perchè essendo B <A (798), anche AC*£ 

CB ; e all’opposto se sia >90* sarà il più lungo , perchè B > A 
dà AC > CB . 


812. Lo stesso triangolo CDE per esser anch* egli rettango- 
lo (803) dà r: se» CE : : tangC ■■ : tang DE ; dunque r : cos BC ; : 
tang C : cot B , e perciò in ogni triangolo sferico rettangola il rag- 
gio sta al coseno dell' ipotenuta come la tangente d' uno degli an- 
goli obliqui alla cotangente dell’ altr' angolo ovvero tome la tan- 
gente' di questo alla cotangente di quello (7oi). 

813. Nel triangolo obliquangolo ABC abbassato l’ arco nor- 
male CD , si avrà I*. r : sen GL) ::tang ACD : tang AD: itangECD : 
tang BD ; onde in ogni triangolo sferico se si abbassi l' arco nor- 
male alla base , le tangenti degli angoli al vertice son proporzio- 
nali alle tangenti de' recettivi segmenti. 

2 *- Si avrà r : sen AD : : tang A ttangCD, ed r: senDB :: tangB : 
tang CD ovvero se l’arco normale cada fuori della base , r ; sen DB : : 
ta»gCliD(—~ tang B(?o4.2*l):f<in^CD. Quindi tea DB: se» AD:: 
tang A : tz tang B , ed operando come sopra (8lo), f<*»fi(AD-h 
DB ) : tang AD co DB ) : : sen ( B A ) : sen ( B A ) , ove po- 


nendo AB in luogo di AD -1- DB e di AD 00 DB, e presi nel 
primo caso i segni superiori e nell’ altro gl’inferiori , sara sempre 

»"f i< AD 4 DB ) = «•/!( AB X ^ «= »»/ 1 AB X 

sen ì( B A ) cos i( B co A ) 

.« mr+A > ™ ìir-TÀ) to' = S 1 ; ac » cb ) ni ■ + 


M m 


115. 

e 

1 16. 
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A ) tot l AB cot T ,( B v> A ) (805) ; onde riducendo ed estraendo le 

sen “( B tn A ) 

radici , tang l ( AC CB ) 7= tari g ? AB x — 777, rr » valore 

“• se» 4 ( B -+ A ) 

che sostituito nell’equazione di sopra (803) , darà tar;gi( AC -+• 
coi U B A ) 

CB ) = »»i { AB x — . 

3 0 . ces BD — coi ( AC vì AD ) = coi AB cos AD - 4 - ieri AB sen 
AD (7031 = — — ^.804) : onde coi BC = cos AB cos AC H- 

COS AL 

se» AB coi AC tangAD— cos ABcosAC.s- sen AB se » AC ios A (8cp) , 

, . coi CB -- cos AB cos AC , l — coi A 

e però cos A = . „ r } onde = . . . 

sen AB sen AC 2 

. T . , _ . re» AB seti AC -*• cos AB cos AC — cos BC 

"” i A = ■»(iÀ 5 »*»Xc' = 

cos ( AB co AC ) — cor BC , . 

2 sen AB sen AC 

sen 4 ( CB 1 AB :o AC ) ) sen 4 ( CB — ( AB *0 AC > ) 

( 2 * 9 ) = 


sen 4 ( AC . 


re/» AB f e» AC 
CB — AB ) sen AB 


CB- AC) 


*»s 


- — , cioè se sia p U 

sen AB sen AC 

. AB)f«(ty— ACK 

perimetro del triangolo, sen 4 A— V V — — .-= 77; li 

0 ’ 2 x sen AB se 11 AC ' 

e perciò in ogni triangolo sferico il prodotto dei seni dei lati AC , 
AB che comprendo » /’ angolo A , sta a! prodotto dei seni della dtf- 
fetenza tra i due luti medesimi t il semiperimetro , come il qua- 
drato del raggio al quadrato del seno della metà dell' angolo 

cercato. Prendendosi nel modo stesso il valor di j-— =*= 

. /, senlpXsen{lp~CB)\ 

4 A, si ricaverebbe cof *A = V l — ~ Tù”'“Tr J’ 

z a T v re» AB re» AC * 

Si osservi intanto che dalla formula superiore cos A = 

cos CB — cos AB cos AC ... . . , , c ,„ 

. — A -^ si rileva che cos A e cos CB han lo stes- 
se» AB rr« A C 

«o segno ( cioè A e CB son della stessa specie ) ogni volta 
che cor CB> coi AB cor AC, cioè quando AC o AB hanno un 
valor intermedio tra CB e il suo supplemento (704 4''), onde 
in ogni triangolo sferico un angolo è c Iella stessa specie del loto 
opposto , quando uno dei due lati adiacenti ha un valor inter- 
medio tra quello del lato opposto predetto e del suo supplemento . 
Non ha però luogo la proposizione inversa. 

I08. . 814. Se facciasi il triangolo supplementario (792) , i seni 

dei lati di ACB eguaglieranno i seni degli angoli corrispon- 
denti di EFD (< 5 go), e i seni dei semiangoli e dei semilati di 


I 
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ACB eguaglieranno reciprocamente i coseni dei semilati e dei 
semiangoli corrispondenti di EFD (485683); perciò la prima 
equazione di sopra diverrà cos % EJ? — 

tot ^(EH-D-F) cos ^ ( F D —'e ) 

ovvero ( chiamando t la 
cot(^i os F) cos[is co E ) \ 


sen F sen E 


somma dei tre angoli) cos ?EF=V • . 

a ' seu F sch E * 

cioè in opti t vi angolo sferico il prodotto dei due seni di due an- 
goli posti sopra uno stesso lato sta al prodotto dei coseni sitila 
lor differenza dalla semi somma di tutti e tre gli angoli, come il 
quadrato del raggio al quadrato del coseno della metà del lato 
medesimo. Cile se nel triangolo obliquangolo ACB si conduca l’arco 
normale CD, si avrà (803) cos A :cos B : : seu ACD : j«t»BCD:: 
tea ACD : sen ( C 00 aCD ) : : seu ACD : sen C cos ACD -o cos C X 
Seti ACD : : I : seri C cot ACD co cos C , ovvero ( poiché cot ACD = 
tang A cos AC (8 12 ) ) : : I : sen C cot AC tang A cos C , e quindi 
( riflettendo che quando sen BCD = sen ( ACD — C ) , cos B di- 
viene cos( l8o° — B )= — cos B ( 704. 2 J . ) ) si ha cos AC = 
cos B -+ cos A cos C 

~~T — r » ove °s*«rvo che cos AC e cos B han lo stes« 

sen A sen l 

so segno sempre che sia cos B > cos A cos C cioè quando A o C 
hanno un valore intermedio tra quello di B e del suo supple- 
mento ( 704. 4° ) e che perciò in ogni triangolo sferico un lato 
è della stessa specie dell' angolo opposto quando uno degli angoli 
adiacenti ha un valore intermedio tra quello del detto angolo oppo- 
sto t del suo supplemento . Qui neppure ha luogo la regola inversa. 
Operando come sopra (813) e prendendo il valore di 

cos AC_. XfW *x A c (205) si otterrà stn ^AC= . . . ; 

J» 


FIG. 

108. 


ri 5* 

e 

1 16, 


\f l ~ COi \* ycos ( § * *° B H 

» \ Yen À se» C / ’ ove ^ radicale divien sempr» 

Positivo, perchè ì/ >90°ló9;.393.2°.)e <«B <90° ( 393. 4*.) , 


Applicazione delle Proporzioni precedenti. 

S r 5. Colle proposizioni dimostrate ogni triangolo sferico 
Può risolversi , purché si conoscano tre delle sue parti. Sia il 
triangolo rettangolo ABC; echiamato r il seno dell’ angolo ret- . T 
to A opposto all’ ipotenusa BC = /i, siano il lato AB —g, V ll 9 " 
angolo adiacente B =.7, il lato AC=/ f l’angolo adiacente C —a'. 

. avrà I.(8oi) r: ses>k:;seu a: sen g' :: sen a' : sen g\ II. (Sii) 

*"■ sen g:\tanga itangg' , ovvero r : seti g' :: tang a' : tang g Da 
Queste due analogìe applicate al triangolo ABC o immediata- 
0 P CI \ me2i ° di uno dei due triangoli complementar j 
CDE,Gl'B si son dedotte le 30 formule della seguente Tavo- 
,a » quali se siau date oltre l’angolo retto due delle cin- 
cose h ,g, g' , a ,a' t potranno aversi anche l’ altre. 


Digitàed by Google 


F2G. 


*+ 1*1 6 «+ 

TAVOLA per Li Risoluz. dei Triangoli sferici 


rcttang. 


Il legno * indie» E 1 ' archi dell» «essa specie; il legno •* i casi dnbbi ; n*g!i 
alni casi la specie degli archi è doterai nata dalla regola dei segni (690)» 



Dati 

Trorare 

FORMULE 

816 


£' 

stn g* — senh.sen a* : r 

811 

h ,0 

g 

tangg — tana h.cos a : r 

8i8 


*' 

cot a' — cos h.tang a: r 

819 

*•>0 


£ 

stn g* = senh.sen a'* : r 

h , a’ 

£' 

tangg' — tang h.cos a' ; r 

821 


* 

cot a — cos h.tanga' : r 

822 


g 

tang g— sin g'.tang a' : r 

823 


h 

cot h — cot g'-cot a' : r 

824 


0 

cos a — cos g'.scn a' : r 

825 

826 


i 

stn g—r.tangg' : tang a ** 
stn h — r.stn g' : stn a ** 

827 


a' 

ttn a' — r.cos a : cos g '** 

828 


g 

cos g — r.cos h : cos g 

829 


a 

sena* = r.stn g'* : senti 

830 


4 ’ 

cos a'—r.taugg’ : tangh 

831 

832 

£>*• 

f 

Stn g> — r. tangg : tang a • ** 
stn h = r.stn g : sen-a' ’* 

833 


0 

stn a — r cos a' : cos g** 

«34 

« • 

£' 

tang g'= tang o.seng : r 

«35 


h 

cot h = cos a. cot g : r 

«36 


0' 

cos a' — sena, cos g : r 

837 


h 

cos ti = cos g.cos g' : r 

838 

£,g’ 

0 

cot a — cot g'.sen g : r 

839 


a ' 

cot a' — cot g. stn g' : r 

*40 


g f 

cos g' — r.cos k : cos g 

841 

g >h 

a 

cos a — cot h tangg ; r 

842 


a' 

ttn a 1 ' = r.stn g' : senti 

843 


g 

cos g— r.cos a' : sena 

844 


£ 

cos g' = r.cos a • stn a' 

845 


h 

cos h. = cot a. cot a' : r 


IIQ. . 846. Applicazioni I. Sia nel triangolo ABC rettangolo in 

A,BC — h~8i° 13', B = « = 19' e si cerchi AC = g ' . 

Dunque (816) l sentii 0 13 •+/*«» 37° 19' — /r = 9,9948769 -t- 
9,7826301 — o ( fatto al solito r= I ) = 9, 2725070 / sène' =. 
I ttn 36° 4S aa" , 4 = / sta 143 0 11' 37" , 6 ^690) . Ma poiché g' ed 
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0 debbon esser della medesima specie (798) come indica il se- 
gno * , perciò AC = g' = 36 48' 22" , 4 • 

II. Sia ora BC —h= 127° 25' 20" , AB — g — 13 ° i^’ - 5 " e 


cerchi A C=g'. Dunque (840) cos g'= 

cos g 


r rea 32 ° 2fi' 2 o" 

còTitfivzò" 


( 704. 2°. ) e perciò cos g' sarà negativo e 1’ arco g' sarà ottuso 
(691). Ora lr-¥ l set) 32° 25' 2c"— l cos J3 0 1 2' -5" = 9.79546:6^: 
/— cosff — l — cos $ 1 ° 2T 4l"=/cor 128° 38' 1 9" (704.3“) e 
quindi 38' 19". E qui si noti di passaggio che i lo- 

garitmi di — cos , — se» ec. non debbon confondersi coi loga- 
ritmi dei numeri negativi de’ quali abbiamo parlato altrove 
( 233 ) e se ne vede il perchè ( 204. 3 0 . ) 

III. Vogliasi 1 * angolo C = «' per mezzo di BC = /i ed 


ÀC = g' . Avremo ( 830 ) cos 


n ' — tan ^- 
tang h 


— est 3 8 ° 33' TO'» 

— col 37® 25' 20" 


FI©. 
1 19. 


e perciò cosa sarà positivo, ed a' <90° (692)= j 6° 49^ 31"? 
onde in questi casi la sola attenzione ai segni basta per sa- 
per la specie degli archi . 

847. Supposti ora cogniti solamente AB = f e C — s', è 
chiaro che non potrà conoscersi di quale specie sia h, perchè 
se» h ( = seng: sen a'( 832 ) ) appartiene così a un’ ipotenusa 
< 90 0 , come al suo supplemento , e bisognerebbe sapere di qua- 
le specie sono i due angoli obliqui (800) . Così i triangoli ABC, 
ABD, che oltre il lato comune BA , hanno l’angolo C = D, 
non perciò hanno l’ ipotenusa CB = BD o il latoCA = AD ec. 
Quindi il caso è dubbioso , e così lo sono altri cinque (825.ee.) 
natati col segno ** Per altro è raro che nell’uso pratico delle 
formule non si abbia in vista la specie del risultato, e le so- 
luzioni non restino in qualche modo determinate. Sarà dub- 
bioso inoltre il caso in cui a o a' sia =90°, nè altro potrà 
sapersi circa 1* altr’ angolo e il lato che gli è opposto , se non 
che son questi fra loro eguali : così se B = A = 90®, sarà AC = 
CB=90°, e C = AB (788) indeterminato. 

848. Se poi i seni o coseni di queste formule fossero mol- 
to grandi, allora o si cercherà il valor preciso degli angoli o 
lati indirettamente, come si accennò nella Trigonometrìa ret- 
tilinea , o si trasformeranno le formule. Eccone gli esempj.* 

I. Dati h ed a vogliasi g 1 (816) e sia seng' molto gran- 
de, cioè g' vicinissimo a 90°. Si cerchi prima g (817) e poi 
per mezzo di g ed a si avrà g' (834) dato da una tangente (76 1) . 

II. Dati h ed chieggo £ (819). Cerco g' (.820) ed ho poi 
g per mezzo di g> ed a' (822). 

III. Dati g’, 4 ' si cerchi * (824) angolo piccolissimo. Trovo 
g (8221 e poi g e g ' mi danno a (838) . 

IV. ** Dati g> ed a si voglia g 1825). Sciolgo la formula 
nella proporzione onde nacque, cioè r : se» g : : tanga: tangtf 
•d ho ( preso r = l) 1 -+ seng: 1 — sen g: sfanga -+- (*>‘gg"- tastga— 
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tongs! ovvero 


•Jtug 

•ieng 


378 

tana a -+tangg' . . , . 

— t/ ,„:7; cloè iVA-V3)tMn : 


tang a — tang g 
sen ( * -+ g> ) 


( 45 •■+ir)=±=V(~^— P))’ Ncl modo stcsso si te- 
tano tutte l’altre formule appresso , che danno i risultati seguenti: 

V. *+ Dati g ed a si cerchi A (C06) - Si avrà tang{ 45 0 -t» 

ih ) = ±= vi <*-+/) ">* Ha—e'n 

VI. ** Dati g' ed a si voglia * (827). Sarà tangi( 45°-H 

VII. Dati h c g' domando g (828). Trovo tang\g-=. 

V[ *»”S a'( tang |( A — / ) ] ove il doppio segno è inuti- 

le perchè sempre ^£<90° (787)’ 

Vili. Dati A e r' si chiede a (829). Avremo tang (4;*-+- 
l*) = ±zV[t an S^(n-*- £') cot *(A— /)]oveil doppio segno è 
determinato dalla proprietà de 'triangoli sferici rettangoli (708). 

IX. Dati h e g* si vuole *' (830;. Troveremo tang >’ = 


v W*(A-*-jt')/' 


sen (h g' ) J 

X. ** Dati a e g trovar *'(831). Verrà tang ( 45 *-^ 

V)=t Vl-r 1 '— -!)• 

; V V/e»( a‘ — gV 

XI. ** Dati a' e / trovare h (832) . Avremo tang ( 45 -+■ 
Jfc) = 3 = V[ tang ±(a- -+ g) rat l(a' — gì ] . 

XII. ** Dari a' e g trovare a (833). Sarà tang (45* -+■ 
\a ) = ±z V[ cof |( <*' ■+ g ) ot 1 ( a’ — g ) ] 

XIII. Dati a e g voglio a' (836). Cerco h (835) e quindi 
per a ed h troverò (8:8). 

XIV. Dati ge g’ cerco A (837) . Trovo prima a (83S) e 
per g ed a trovo h (835). 

XV. Dati g ed A cerco g (840). Avrò tang\g‘ = V[ tang 
*(h-+g)tang-l(h — g)]- 

XVI. Dati g ed h trovare a (841). Troveremo tang {a = 


V( 


sen (h — g)\ 
sen{h + g)' ' 


XVII. Dati £ ed A trovare *' (842) . Si avrà tang ( 45 0 
ia>)=2±z</[taag±(h-+g)cetl{h—g)] e il doppio segno si 

determina come sopra ( Vili. ) . 

XVIII. Dati a, a' cerco g (8431. Determinato h come ap- 
presso ( XX ) , per a ed h si avrà g (817) . 

XIX. Dati a , cerco g' (844) . Cercato h come appresso 

(XX), per a- ed h si avrà g' (820). . , ' 

XX. Dati a, a' cerchisi finalmente A ( 845). Poiché c«s A = 

cet • est a' = — , avremo i:cos A:: tang a : cot a' e quindi 
tati a a 
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I — cot h. __ tate* a —cot a‘ __ > coi a' — fttvf oA , ... 

l'-tc osh tang a —t-cota' \cot a' -+ tong a ' 

T> . r cotla'-i-o) "i ... 

tanr+h. — v | — I ove il radicale non • mai ìm- 

A * L coti a'cn a ) J 

maginario perchè cor (/»_*. a') è sempre negativo di sua ria 4 
tura, per esser sempre a’ a >90°. (691 . 293*3° ) • 


FI€h 


Risoluzione de ’ Triangoli sferici obliquangoli . 


I problemi sulla risoluzione d’ un triangolo obliquangolo si 
riducono a dodici i quali abbracciano tutti i casi. 

S49. E' necessario molte volte di dividere il dato triango- 
lo sferico in due triangoli rettangoli con un arco normale , di 
cui sembra importantissimo il sapere se cada o no dentro la 
base (798), ciò che spesso è molesto a ricercarsi. Ma se riflet- 
tasi che la differente situazione deli’ arco normale è un puro 
effetto della differente natura degli- angoli sulla base , e che 
questa dee palesarsi nei segni delle quantità che dipendono 
dai' loro seni, coseni ec. , s’ intenderà facilmente che le regole 
già prescritte riguardo ai segni (692.704 ) rendono inutile tal 
ricerca, come si vedrà dagli esempi . Basta pertanto trattar le 
formule come se 1* arco normale cadesse sempre dentro la ba- 
se . e ciascun angolo e ciascun lato fosse <90° , con tener so- 
lamente un esatto conto dèi segni proprj delle funzioni di es- 
si (692; . Per generalizzar le formule chiameremo t,s' i seg- 
menti o della base o dell’ angolo al vertice, cioè AD,BD o 
ACD.DCB, e riterremo nel resto le denominazioni già date 
(762) . il segno * r indicherà al solito i casi dubbj. 

Problemi ' 


115; 

e 

1 1(5. 


• Doti due angoli A , B e il lato BC opposto ad A , j £•. 

trovare il lato AC opposto a B . Si ha (802) sen AC = — — 

set» A 

, , sen a.op X sen l c . . ,. , 

ovvero generalmente sen l.c. = p- — . Sia A= a.adjl.c. 

sen a.adj.Lc. 

= 6i° 25', B= a op. — 82*36', BC = / =59*40' , sarà AC = 

22 ° 5' 12" ovvero = 102° 54' 48" (690J senza che si possa sceglie! 
tra i due risultati, se d’altra parte non si conosca la specie 
del lato cercato AC , o non la fissi uno de’ due Teoremi già 
dimostrati cioè 1°. (810) la semisomma dei lati AC,BC e quel- 
la dtgli angoli opposti B . A son dello medesima specie ,• 2°. (d 1 4) 
un lato è della specie dell' angolo opposto allorché uno dei due an- 
goli adjactnti ha un valore intermedio tra quello dell' angelo op- 
posto e del suo supplemento . Così per esempio se il valor dell’ 
angolo A adiacente ad AC fosse tra 82°3Ó'( = B) e 97° 24' 

( =l8o° — B), sarebbe AC <90° come B; ma poiché la regola 
inversa non ha luogo , il caso resta nella sua incertezza . Le 
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stesso è per il primo teorema, perchè i(AC-+CB) è sempre 
< 90° come i( A -+ B ) , qualunque si prenda de’ due valo- 


ri di AC . 

Se fosse A = 79° 35' 13", B = 77*0' 26", BC = 53 0 17' 7", 
perchè il valor di À è medio tra quello di B e del suo sup- 
plemento , sarebbe AC della stessa specie di B ( per il secondo 
teorema ) cioè <90° e perciò = 52° 34' 40* . Anche il primo 
teorema determinerebbe in questo caso il valor di AC. 

Data in vece del lato BC la somma o la differenza dei lati 
BC, AC, si hanno i due lati a un tempo coll’ analogìa (802) 
* a ”SrX AC -*• CB ) : taug~( Jt C wCB):: tang ì( B •+ A ) : tang 
J(B w A ) ( 1 96 ) . 

U ** 

_ . w • Dati come sopra due angoli A,B e il lato BC 

' J opposto ad A , trovare il lato AB compreso tra i due angoli dati . 
c Condotto 1’ arco normale CD , si ha l°.(So9) tangRD — tang BCX 

1 1 6 ' cos B } 2°. ( 813. 2°. ) se» AD = se n BD X — ; 3 0 . (849) AD-+- 

tang A 

DB = AB ; ovvero generalmente tang s = tang l cosa.adj.\ 

tanga.adj.l . , T , . % , 

stira* = se» s X — — ; s -4- s ' = l.c. Il lato cercato e la som - 

tang a.op.l ? 

ma dei due segmenti per quello che si è già detto (849); e se 
questa somma è > l8o° , si dovrà preodere la sua differenza 
da 360°. Sia A, = 42° 15' 13" , 3 , B= 131* 36' 20", BC =3 
Ilo. 50° xo' 30". Avremo 

Itang^o 0 lo' 30" ..... . =10,0788818 

-+ /coxi2I°36 , 20' , = / — ««31° 36" 20' '(704.2°.)= 9,7193880 


= lta»gJiD . ... , = 9,7982698 

= / — tang 32* 8' 50" — / tang I47°5l'lo" (7Ó4.3 0 ); onde s — 147* 
51' Io", e si noti ora una volta per tutte, che tang$i°&' fro" data dal 
calcolo è negativa , perchè è il prodotto di tang $ 0 ° 10' 30" in — 
seu 3 1 0 ec. 

coltang 42 p I5'3",3 . . . , ... ; =0,0416971 

l tang 121° 36' 20" = l — cot 31 0 36' 20" . =10,2108864 

ri-lstn i47 0 5i'i«" = /cw57 3 5i'io" . . = 9 . 1 ' 2 599°5 


— Isen AD . . . \ - . A = 9,9785 240 

= /— se» 72 0 9' = / se» 252* 9* » ovvero sx l — #«*107° 51' (690) 
= / se» 287* 51 e quindi ÀD = s' = 259° 9' oppure = 287*51'; d’ 
onde si ha AB = s ~r s' — 360° = 40° o' io", ovvero = 75 <, 42‘l©' / , 
852. Osservazioni . 1*. Cercando il segmento BD per mezze 
dell’angolo acuto CBD = 58* 23' 40" ( = l8o°— B) e dell’ ipo- 
tenusa BC(‘òi7) avremmo tangBD positiva e BD = 32°8'5o'' 
supplemento dell’arco trovato sopra . Ma si avverta ora per sem- 
pre che l’ arco normale allorché non cade dentro la base , tan- 
• .q to è CD quanto CD', e che 1’ angolo ottuso B guida qui ne- 
v ' cessariamente al secondo, e dà per segmento BD' che è dalla 
parte stessa dell’ angolo , e non BD cbc è Dell’ opposta . II 3 . L’ al- 
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tro segmento dovendosi prendere dalla sressa parte dell’ ango- 
lo acuro A e terminare al medesimo punto dell’arco normale 
CD', Sara l’arco ABl,B'D' = Al)-+ i8o°: onde ev-dentemei ce 
il lato cercato AB c =BD r -+ aBDS'D'— 360°. Tutto ciò non 
ha luogo se l’arco normale cade dentro la base. ili 4 . Può ac- 
cader talvolta che i due segmenti dati dalle formule suno 
SI), AD'i); la base AB sa a sempre la differenza della lor 
somma S da 360° come è evidente; onde in generale se !>> 
l8o°, sarà sempre AB — Se/? 360°. IV 4 . Ciò che dicesi dei seg- 
menti della base dee dirsi anche di quelli dell’ angolo vertica- 
le C ; onde è evidente che la sola attenzione ai segni rispar- 
mia ogni ricerca sulla situazion de’ sr gmenti o dell'arco nor- 
male, come avvertimmo 849). V* Di qui anche si vede , che 
non basta sempre ne’ casi dubbj saper la specie del risultato 
per determinarlo. Jn fatti nel caso nostro ciascun de’ due va- 
lori di AB è < 9Q W . Non cosi quando il dubbio dipende solo 
dal seno di ciò che si cerca (.690) . Si avverta intanto che per 
l’esattezza dei risultati debbon valutarsi nel calcolo anche i 
decimi di l", la cui omissione cagiona spesso errori non di- 
sprezzabili . 

£53. IH • Dati come prima due angoli A, B eoi lato BC of. 
fasto a ma di essi A, trovar angolo C. Condotto al solito 1 * 
arco normale CD, si avrà 1®. (8ia) cot BCD = cos BC taagB *, 

3*. (So:) sin ACD= — 7^--} 3 °- (849) ACD-+BCD = 

C, ovvero generalmente 

.. , eosaof.l , 

coti— cot lx.tatsra.adj. ; tea s — teusX . i t-i-s — a. e. 

J cos a.adj.l 

Sia come sopra A — 4‘2 f 15' lj", 3 , B = liìl*36' 2o" , BC = 
go° io' 30". Avremo 

l cos 50® l o' 30" , . = 9,8064817 

-+itan£ I2I°36'3o"=J — MfJJl’SÓ'ao" . . = 10,2 ,08864 


FI*. 
1 16. 


n 5 * 

e 

i id. 


1 1 6. 


= /c*f BCD . = 10,0173681 

=/ - cot 43 0 1 — 1 cot 136’ 8' 43", 3 (704.3*) onde BCD = 

s = 136° 8' 43". 3. 

Isen i 36 , 8 ' 43".3 = f™M< e *' 43".3 • • =9,8406273 
-+ / cos 43 ° I 5' 3" , 3 = 9 8693343 

-+• col cos i2i°36' 2o"=col — sen$i* gó'ao" . = 0,2800120 


— /ira ACD . . = 9 . 99 « 5 : 3 <S 


— l—ten 78* 6' 20" = l sta 25K 0 6 ' 3 o" ( 704. 3 0 ) , ovvero =/ — 
sta ioi* 53'4 o' / (69o) = /jc« 25 (i 0 53' 40"; onde ACD=2 3 8° 

6 ' 20 " oppure =. 28I* 53' 4 °" • 

Finalmente C -H-J- 360* = 34 * 15 ' 3 " » 3 » orvera = 

5S* 2' 23", 3 (852 ). 

3154 IV. Dati due angoli A,C col late compreso AC, tro - S* 

vare il terzo angolo B. Condotto l’arco normale , si ha i\ (812) C 

N n 1 1(5. 
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FIG cot ACD = tang A X cos AC } 2* (849) C - ACD = BCD ; 3* (807) 

^ f«jB = wAx — ovvero generalmente ( chiamando a 

e sen AL D 

II ^ piacere a, a gli angoli dati) 


ttn s> 


cot s = tjtir o cos l : 4' — szz s' ; cos a e. = cot aX - — 

* r 1 




Esempio . Sia A = <1 = 42* J5' 13" ,3 , C = a' — 34* I 5 ' 3 "* 
I , -, AC = /-;ó° 35'36". 

0 l tu Ita a — 0,90 ’ 3029 

-Jrlcoil s-i'119 


zzlcots = 9,3.35308 = /ref 78* 6' 19", Sei ^ = 78® 6' 19", 3, 
onde C - ACD —a' — szz — 43 0 51» 16" ,3 = BCD = /' . 

col sen s ■. = 0,00942 66 

-r Isems' — l — re// 43' 51' 16", 3 =9,8406265 

-Wcor* = 9.8693343 


= l catte = 9.7*93844 

zzi — coi 58’ 23' 40" = Icos 121° 36' 20" (704,3*) onde B = a.c.= 
121° 36' 20" . 

Sostituito nella 3'. equazione di sopra il valore di BCD= 
1 * 5* C — ACD e risolvendo sen ( C — ACD ) ( 704.HI. ) si avrà. cos B = 
C cot A ten C cot ACD - coi A cos Q—{ eliminando cot ACD per 
. s mezzo della prima equazione ) sen A ten C cos AC — cos A cos C > 
* e generalizzando , avremo cos a.c. —sen a sen a' cos l — cos a cos a'. 

Applichiamo questa formula alla ricerca dello stesso an- 
1 1 5* golo B per darne un esempio coi medesimi dati; 
l sena =9,6276371 
*+ l sen a 'za 9,7503681 
-*■ / cos l =9,36 52279 

— 8,943-33 1 =/ 0,0877472 
Icosa =9,8693343 
■+ Icos =9,9172853 


= 9,;S66 196 = / 0,611 8 144 onde cos Le. = 0,0877472' 


1 15- 

e 

116. 


©,6iiSi44 =—0,5240672 

ma / — 0,5040672 ( 846.II. ) — 9,7 193870 zzi— cos 5S 0 23' 40" = 
Icos I2I 0 36' 2o" (704.3°) ; dunque B = a.c = 121 0 36' 2o" come 
già si sapeva. 

Se cos B è troppo grande (76I; sostituisco I — isen* *AC 
a cos AC ( 705 ) ed ho cos B = sen A sen -C — cos A cos C — 
2re«Axr«C s t» i „AC = ( 703 II. ) — cos ( Ahp C ) — 2 sen A X 
se n C sen 1 - AC . Perciò I — cos B = 1 -+■ cos ( A -+■ C ) -+• 2 sen A X 
sen C sen 1 AC , cioè(7I2)2/M>* |B = icos 1 £(A-t- C) -4- 2 sen A X 
sen C sen 1 1 AC e sen ' B = cos ^iA-t-CjVi* - *- sen A sen C X 
Sen' ‘ AC 


««*i( aVc)^ 


ovvero generalmente sen^m.c.— 
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sen 1 i/ 

cos I(«e-+*'V( I -ystn astna'X — -.-77— ). Facciamo ora 

* cos 1 ±[a-*-a') 


Fia 


te» y 


— sen a sen a' —tang u ed avremo se» *a.e. . . . 

cos a -+a* ) * 

ras ì(« - 4 - a' ) 

= COS -K 0 -+ a' ) %/ ( I -+• tang 1 U ) = - ( 697.700) . 

z cos u 

855* ^ ’ Dati come sopra due angoli A,C col lato eom- 
freso AC, trovar uno degli altri due lati come BC . Operando j ( .« 
al solito si avra I 3 . (812) cot ACD .= tang A X cos AC •, 2°. (S49) ^ ■ 5 * 

C — ACD = BCD ; 3 0 . (Sio) ‘anglC-tang ACx"’ ~ ov- 

cos BLU I I u. 

vero generalmente ( chiamato a l’ angolo A opposto al lato 
cercato, ed a' 1’ altr’ angolo dato ) 

cot s — tango cos l ; a' — s = s' ; tang l. c. = tanglx — — . 

cos s' 

E siccome cos BCD = cos C cos ACD sen C se» ACD (704), so- 
stituendo nella terza equazione questo valore e quello di cot ACD 
• preso dalla prima, si avrebbe, riducendo e generalizzando, 

, sen l 

tang l.e. — . 

cos a' cos l - 4 - se» a' cot a 

Possono aversi anche ad un tempo » due lati ignoti che 
chiameremo V cd ( opposci ad a ed a' ) colle note formu- 

cos i(«coa F ) 

le (813.2*.) tanghi' + r ) = tattgilx — — e tang 

. . * 

sen ì(aeotf') 

^(/•c r> f')z=ta»gilx Yi t • 

x sen±(a-+a f ) 

8 fi 6 . VI”. Dati due lati AC.BC e un angolo A opposto 120. 
ad ano di essi BC, trovar l' altr 1 angolo B opposto all' altro la- 


a /- c- l ra \ n sen A se» AC . . 

te AC. Si ha (802) sen B = — — — cioè sen a. e.— . . . . 

tea LC 

Sen l op. X sen a. adì. ’ . . , 

t ~l ~ 0 • Questo caso dubbio (090) può qualche 


volta determinarsi o col principio già. dimostrato che le semi- 
somme dei lati e degli angoli opposti son della medesima specie 
(8lo), o col teorema (tfl4) che un angolo è della stessa 
Specie del Iato opposto quando un de' lati adjacstiti oblia nis 
valore intermedio tra quello del iato opposto ali' angolo cercato 
e il tuo supplemento (849) . v 

857. Vìi . Dati come sopra dae lati AC,BC * un an- I 1 5 * 
gola A opposto ad uno di essi 11 C, trovare il terzo lato AB. e 

Condotto l’arco normale, si lu J iJ .(ìo9)t*ngAD—tajs£ACcoiA, ^ 
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**• 2*. (804) f«BD = f«ADx { ™: 3*. (849) AD-+-BD = AB 

I ' COt*L\* 

e e generalmente / p g 

1 1 6. x=cor « tanzl.adj.teos s'—cos s X — » * ±= t'—lc. 

Osservazione. Se fatto B'D-BD si conduca l’arco CB', 

I IO. è evidente che CB — CB' (794) e che i due triangoli ACB.ACB» 

avranno gli stessi lati dati e lo stesso angolo A . Eppure nel 
primo caso AB— AD — DB, nel secondo AB = AD' -+• DB' — 
AD •+ DB ; ed ecco perchè è dubbio anche questo caso , come 
pure il seguente . Fatto perciò A=43"I.y 3">3* AC= ‘ZÓ’s^'SÓ", 
350° 10*30", si troverà AB == 4o°o'lo" ovvero =104° i Z'50". 
£ poiché i due lati così deU’urìb come dell’ altro triangolo son 
della medesima specie , è chiaro che questa sola nozione non 
basta mai per indicare se 1* arco normale cada o no dentro la. 
base , e se si debba prender la somma o la differenza de’ seg- 
menti , ed il calcolo altronde non ne somministra indizio coi 
segni 1849) . 

858. V III *. Dati parimente due lati AC,BC t tilt su- 

I15' mio A opposto ad uno di etti BC , trovar l' angolo C contenuta 
C dai lati dati . Si ha l (8i2j tot ACD — tang A cos AC > 2 . (8lo) 

I I <5. f0X BCD=cex ACDx— ; 3 0 . C=ACD±=BCD, o generalmente 

tang du 

. . tangladj.a 

eot s—tang a cos l.adj.\ cos s — cos s X — — * s^s'—a.e. 

Il caso è dubbio come il precedente per la ragiona me- 
desima ^8 57). 

g^. IX. Dati duo lati AC, AB e l'angolo contenuto A, 
trovar l' altro lato BC.Si ha i°. (809) x«»^ AD = cos \taug AC; 
a”. (849) AB — AD = BD; 3‘. (804; coi BC = cos AC X 

—52 c [ 0 è generalmente ( chiamando l,l‘ % piacere i due 
oos AD 
lati dati ) 

COS 

tang x = COt a tang l \l’ — t — V ; tot l.C. — eostX • 

Sostituendo nella 3*. equazione il valor di cot s — coi {t— x) 
.e quel di t.mgs preso dalla prima , sarà cos le. =stn l seni’ tos a 
—4. cosi cosi' ove se 1 — 9 o° , sarà cos l.c. — seni' cos a . 

Se cos l.c. fosse troppo grande, operando come nel Pr. IV 
SÌ avrebbe 

sen U t— tea £( /co /' ) V[ I ■+ sta l tea l’ X 


xx«* -a >ev à» 

7T ] e facendo r , t~VT V *•» * "* 1 ~ 

t\n i(/co l ) senili*?) 


sov 


Xf» “(/««/') 

si avrà sto \l.e. — — - 

■* cosa 
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86». similmente </«r fori AC, AB e T àngoli con- | j 

tenuto A , trovare uno degli altri angoli per es. E . Si ha j *. (b’cy) 
tang AD =: tot A tang AC ; 2°. (849) AB — AD — DB ; 3*. (813.3 .) 

tangTl — taug ovvero generalmente ( chiamando l 11 

il lato AC opposto all’ angolo cercato , ed V il lato AB adia- 
cente al medesimo ) 

. seut . 

tangs = cos n tang /; s’ = t — 1 ; tang a.e. — tang a X — -r • 

Collo stesso metodo usato sopra (855) si avrà ancora 

— * 

tang a.e. — ^ ^ C9S 

e chiamando a' , <»" i due angoli ignoti opposti ad / , , si tro- 

verà parimente (810) 

eosMl^r) 

;i tanghi a' </> a" )«= 


tang^a'-**") = cot\a X - 
tea \{l -o /*) 


■o 1 


e#f i 4 /■+/)' 


J5l. XI. Dati i tre lati AB.BC.AC trovare un angola 
per es. A. Chiamando f il perimetro, ed l ' , t' i lati adiacen- 
ti all’ angolo cercato , si avrà ( 813.3*.) ten -%a.r. = . . . . 

'V I — ) , ovvero ( chiamando / il la- 

T L seni' seni" J 

etti — cosi coti" 

t# opposto all angolo cercato) cosa.e .— — — ■ » * 


c»S 


** ' lesi 

* 4,C ‘ ~ ( rro /' irò /" / ( 8 3 ) • 


Condotto anche nel triangolo dato l’arco CE che divida j 2 1 » 
in mezzo AB , si avrebbe 1°. ED = £( AD — DB ) — £ V (805J 
• quindi 3°. (809) tot A = f AB -+ V ) tot AC . 

SÓ2. XII. Dati i tre angoli, trovare un lato. Chiamata t 
Sa somma dei tre angoli ed a', a" gli angoli adiacenti al lato 

a / r ( £* 5/1 ) < ‘ 01 (§* *") 1 

■ cercato, si avrà (814) tot \l.t. = V JUlTsena^ J 

ovvero ( chiamando # V angolo opposto al lato cercato ) tot l.e. — 

S!!dtSfjas£. ..**.«• ts.4». 

sena' sena" * L sena' sena" J 

Condotto qui pare l’ are* CE che divida in mezzo ACB , si 
avrebbe i 8 . DCE = £( ACD — BCD) = (808 ), e quindi 

a*. (813) ett AC = ee# -£(C — W)f##A. 
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863. La maggioi parte di queste formule può applicarsi 
anche ai triangoli rettilinei: poiché supponendo gli sferici 
molto piccoli, i loro lati sono archi insensibili , i loro seni • 
tangenti si confondon con essi lati e i loro coseni coll’ unità. 
In tal modo le formule dei triangoli sferici si cangiano in quel* 
le dei rettilinei se non includono qualche condizione ripugnan- 
te alla natura di questi, come la determinazione di un lato 
per mezzo de’ soli angoli ec. Solo si avverta che avendosi più 
coseni ip una formula, spesso è necessario sostituire non solo 
la cosa, cosg ec. ma I — , 1 — *g* ec. (727), trascurate 

poi ne’ prodotti le quantità di un grado superiore al secondo, 
come infinitesime. Eccone qualche • esempio : i°. cos A = 


cos CB — cos AB cos AC 


tea AB sto AC 


l 


(S13) si cangia in cos A — 


l-^CB 1 - (1 — f AB’ ) (i-iAC*) AB* -4- AC* - BC* 


ACx AB 2ABx AC 


(768); 2*. coi c~ cot hsang g — 


—^-(841) diviene cota=z 
tang h . 


Y (244) » 3*- cos h=cosgcosg> (837) si muta in I — £A* = ( 1 — 
) onde h 1 ==£* •+£'* (74*) - 

864. L’ affinità delle due Trigonometrìe serve anche util- 
mente per valutar gli errori in cui si può incorrere col trat- 
tar come rettilinei certi piccoli triangoli sferici, cosa comu- 
ne in Astronomìa. Infatti se nelle formule dei triangoli sfe- 
rici ( posto g un lato o arco qualunque ) si sostituisca g — 
\g' **‘*g> I— |f* a cosg , e a tangg (727), omet- 

tendo i termini d’ un più alto grado come insensibili ( perchè 
questi archi essendo piccoli c presi in parti di raggio , son 
sempre piccole frazioni ) , si avrà un nuovo risultato , la cui 
differenza da quello delle formule dei triangoli rettilinei, da- 
rà l’error da correggersi in queste. Che se ciò talora non ba- 
sti ,s’ introdurranno nel «alcolo anche i terzi termini delle serie 
respettive (727) e si porrà I — ±g‘ -+ -,-^g* in ìuogo di cos g ec. , 
omessi allora i prodotti più alti del quarto grado . Solo si no- 
ti che ogni lato o arco per aversi in parti di raggio si dee 
divider per r" (608), e dee poi moltiplicarsi per r" il risulta- 
to totale peravere in secondi l’errore cercato t (60S). Eccone 
gli esempi. 

1 °. Dati fi e d s, siasi cercato g' per mezzo delle formule 
de’ triangoli rettilinei, e si voglia l’errore commesso e. La 
formula sferica (816) dà seti g*~ stnhsen a , onde g' — j > g ,i — 
sen 4 ( fi — -'fi 3 ) e perciò g‘ = fi sto * — 3 fi 3 sen a -+ ’-g ' 3 ; dun- 
que g '* =fi 3 seti 3 a ( omessi i più alti termini ), e — h sto o — 
- 4 À 3 seti s ( 1 — j//j* « ) ; e poiché si trova (755) «' ~ fi sen a , la 
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" j I 

differenza o l’error da correggersi sarà t = — ~ — st * te ° I _ _f x 

. , sena cos* a 

r"= — ih* X — . 

iì r° r" 

2 °. Vogliasi ora coi medes : mi dati l’ errore incorso nel trovar 
g. La Trigonometria rettilinea dk g — hcos a-, la sferica tangg 
— tang h cos 4 , e questa formula diviene g-b ig’ = cos a 
i/i* ) onde g—h cos a •+ Mh* cos a—g 1 ) , e g 1 —h* cos* a , o* 


Iht 

a 


cos 4(1 — cos 1 a ) , 


cot 
h 1 seti 24 


messo il resto : dunque g — hcos a 

., h 3 cor a seti 1 4 

e 1 errore * — . 

3 r" r" 

3°. Cerchisi finalmente coi dati stessi l’errore occorso io 
a'. La Trigonometrìa rettilinea dk 4' = 90° — a (739) onde 
pongo a' — 90° — 4 ' 4 - 1 , cioè cot a' = cor ( 90° — ( a — t ) ) = 
tang( a--e) . Sostituisco questo valore nella formula (818) cot 4' 
= tang a cos h ed ho tang \a — e) — tang 4(1 — Aft’ ) , onde 
tanga — tang(a — t)— kh 1 tango \ ma tang a — tang {a— e) — 

7 (709) ovvere per esser e piccolissima, = 

» dunque —^— = lh*tanga, ed t — Aft* stn 4 cos a = 

- Ecco ora alcuni Problemi per esercizio. 

4 r" 1 

I. Cerco se la differenza che possono aver tra loro i due 
angoli obliqui d’un triangolo sferico rettangolo, abbia alcun 
limite in più e qual sia. Ris. Il limite è di 90° . 

II. Data in un triangolo sferico rettangolo la somma 
o la differenza dell’ ipotenusa h e di un lato g, e dato 1’ 
angolo adjacente a, determinare h e g. Ris. sen(h-g) — 
tang 1 ±0 sen(h-i-g) ovvero sen^h -+ g ) — cot 1 ~a sen[ h —g) 
é quindi h e g. 

III. Due triangoli sferici IJBA , DBE rettangoli in A ed E 
han P ipotenusa comune BD. Si cerca il rapporto dei loro lati 
ed angoli obliqui. Ris 1°. cot AB cot ADc=c«BE cos ED; 
3 °. tang ABD tang ADB = tang EB D tang E JB . 

IV. Dati ì tre angoli A.B.C d’un triangolo sferico, tro- 

varne la superficie t . Ris Dato C in gradi , e 1 ulotto l’ arco che lo 
misura in parti di raggio =C.r. are. 1“ (607) , sark / = (A°-t-B°- 4 - 
C°— 180°) r*.arc. l u , ovvero f = ( '-*-B Io8oo')t l are. I*. 

V. I poli di due circoli AD, AC son T, P-, e condotti da 

essi per un punto dato S della superficie sferica gli archi 
PSE, TS ,P TC , si trova TC = /, SE = 5 , BD — z. Si cerca il 
valor di SB = 4 Ris sena = 

seo $ stn l ±r coi l cos z \/( ci. 1* 5 — cos * / cos* z ) 


” 7 - 

106. 

1 18. 


I — cos 1 l stn 1 z 

VI. E' ignota l’inclinazion di due circoli AC, AD 


o sia 
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la disran2a dei loro poli P,T: solo si sa che condotti da 
P,T per un dato punco S della superficie sferica gli archi 
PSE , TSB , PTD, si ha EC = SPT=/i, SB = «, BO = s. 

Cercasi di determinar TC = /. Ris. seni — 

cos h eps j se» 2c stanga V ( se»' h — cos' a se» * e) 

’ usenhc+s n(cos* z -+té»g* s) 

VII. Dai poli P , T di due dati circoli AC , AD la cui in* 
clonazione è CAD =: i , conduco per un dato punto S gli archi 
PSE, TSB. Supposto che siano dati AB = «.Bì» = ò, cerco 

, , _ c t jy‘ . T tSHg & sen i -+SCH t cos i 

* cesa 

sen S C 9 S i — sena sen i cos 3' . 

IIO. Vili. Dato un piccolo arco dì parallelo C»E e data la sua 
distanza ED=:p dal polo D, trovar la differenza e dell’angolo 
»ED ( = 90° ) dall’ angolo wED fatto dall’ arco Cn»E = m del 
cerchio massimo che passa per gli stessi punti C, E. Ris. sene =s 
rnttg ‘ m cot p ovvero e — jjn cor f . 

IO IX. Suppongo che passino per gli stessi punti D,B un 

arco di cerchio massimo Dr«B e un arco di parallelo D/iB = 
b — i® 8', la cui distanza dal polo C sia BC=p = 56® 15'; • 
che inoltre nel piccolissimo triangolo sferico DnBM sìa dato 
MB=c= 2° JO / . Poiché trattando questo triangolo come ret- 
tilineo, si calcola piuttosto l’arco DwB (come più vicino alla 
corda comune ) che D/;B, e l’angolo wBM non è più = >o®, 
si cerca i*. la misura vera di quest’ angolo n ; 3°. condotto so- 
pra DwB il vero arco normale M >n , si cerca l’arco inter- 

L 

cctto Bm . Ris. «=90® — — cot f =89® 32' 12"*, 2®. B in = 

c se» ( 90° — m ) = 130' sen 22' 43" = o* 51*32" . 

X. In un piccolissimo triangolo sferico di cui si hanno 
l’ipotcnusa fi e un lato g, si è trovato g< colle formule de» 
triangoli rettilinei. Cerco l’errore e commesso nel valutarlo. 
Ris. Chiamando al solito r” il raggio della sfera dato in se- 

1. . B CdS£=£L. 

6r“ r>> 

XI. Siasi ora nello stesso modo e. nello stesso triangola 
trovato il valor di h per mezzo de’ due lati g,Y . Cerco l*er* 

g* 7' 


condi (608) , si 


rote e da correggersi. Ris. e=S • 

I 1 g, XII. Nel triangolo sferico SPT in cui siano dati i due 
angoli P = A,T=l8o 0 — sei due lati PT — 90* — / , TS — 
90 l — a , suppongo che P arco PS passi in Pr scorrendo 1’ arco 
$r=zda—q. Cerco i°. la differenza dh ovvero l’angolo SPr; 

2®. la differenza d cioè PS — Pr. Ris. Fatto — - — —P , avre- 

cos a 

f 0 !*• dh — — . 2*. sen l cos ì—f etri cos k senti. 

cosi r r > 
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TRATTATO ANALITICO 

DELLE SEZIONI CONICHE 


8^1 chiaman Coniche le sezioni fatte in un <;ono per un da- 
to piano, Tale è il circolo perchè tagliando un cono con un 
piano parallelo alla base, la sezione è circolo; tale è pure 
il triangolo, perchè tagliato un cono per il veitice, la sezione 
£ triangolo . Ma il nome di Coniche si da propriamente a tre 
altre sezioni di cui parleremo dopo aver dato il modo di tra;* 
tarlo analiticamente. 

Nozioni preliminari sull 1 uso dell' Algebra nella 
descrizion delle Cui ve» 

865. JJ Applicazion dell’Algebra alla Geometria c attissi- 
ma per ricercare a fondo la Teorìa delle Curve , il cui scopo è di 
«sprinter con equazioni la legge onde una curva fu descritta , 
e reciprocamente di diriger 1’ Analista tanto nella descrizion 
delle curve onde ha l' equazioni, quanto nella ricerca delle 
lor proprietà - Per far questo , ogni punto della curva si ri- 
ferisce a due rette ; 1 ’ una chiamata Line* • Asse dell' ascis- 
se , l’altra Linei 7 o Asse dell’ ordinate: quindi si cerca il rap- 
porto tra 1’ ascisse e 1’ ordinate , la cui espressione analitica 
dà 1 ’ equazion della curva . Così yy = : Zjx - xx esprimendo il 
rapporto costante d’ eguaglianza tra il quadrato di ciascuna 
ordinata e il rettangolo dell’ ascisse « si è detto v5<H) che ap- 
parteneva al circolo. 

866. Si chiama funzione di una quantità 1 * espressione alge- 
brica in cui entra questa quantità . Così 1 ’ equazione al circo- 
lo esprime l’ egualità di una funzione (>’ ) di ciascuna ordi- 
nata con una funzione ( ‘ì.ax — x % ) di ciascuna ascissa corri- 
spondente. Chiamansi poi coordinate l’ ascisse e 1’ ordinate cor- 
rispondenti d’ una curva; e poiché la lunghezza loro varia a 
ogni punto , si chiaman variabili o indeterminate per opposizio- 
ne alle quantità costanti o determinate . Infine il punto da cui 
cominciano a contarsi l’ ascisse , si chiama /’ erigine delf a- 
frisse che può supporsi ove piace, ma determinata una volta, 
resta la stessa per tutto il calcolo . D’ ordinario si pone 1 ’ ori- 
gine o al vertice o al centro della curva; e poiché 1’ ascisse 
posson prendersi da parti opposte , si segnan V une col segn» 

O O 


1 
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e le altre col segno — . La scelta della parte positiva è ar- 
bitraria; ma stabilita una volta, dee starsi a quella (108) . Lo 
stesso è dell’ ordinate , che distinguonsi in positive e negative 
secondo che son da una parte o dall’altra dell’asse: o nor- 
mali o oblique sopra di esso, per lo più son parallele tra lo- 
to ; pur qualche volta partono da un punto fìsso . 

86^. Come ogni punto d’ una curva si riferisce a due ret- 
te , così ( per dirlo di passaggio ) ogni punto d’ una superficie 
curva D'PG si riferisce a tre, quantunque non ogni superficie 
riferita a tre rette sia curva. Conduco infatti da un punto 
H di D'PG la normale HF sopra un dato piano DTD', e da 
*F nel piano stesso la normale FM sull’asse DD'; è chiaro che 
fetta OM = x,MF=?, FH=*, converrà determinare x,y,£ 
per avere il punto H : e supposte EYY normale a DD' ■ e D'Z 
normale in D' al piano DD'Y della Tavola, dicesi DD'Y il 
piano delle x ■ ,y , DD'Z il piano delle x ,z, ed YD'Z il piano 
delle y £ . E’ poi focile di aver l’equazion generale delle superficie 
curve di rivoluzione intorno ad un asse DD' (632) ; poiché con* 
giunta HM , e prolungata MF in P onde MP — #= MH per 
la natura della rivoluzione (632), il triangolo MFH rettangolo 
in F dà « 1 =>* -*■ , equazione cercata se vi si sostituisca il 

valor dell’ordinata u dato dall’ equazion della curva genitrice 
D'PT. Così se D'PTO sia un rettangolo, sarà costante MP=: 
uzza , e quindi a* y* -¥£* , equazione alla superficie del cilindro 
retto: se D'PIO sia un triangolo rettangolo , si avrà D'O (A) : 

O F (a):: D'M ( b —x ) : MP = u e quindi — — 

y* z* , equazione alla superficie del cono retto, che, prese 
le x da D' , diviene * *—z=.y' 4»’: se D'P IO sia un qua- 
drante di circolo del raggio r, verrà MP = • ( r 1 — )» 

e quindi r 1 — x 1 — y 1 -1- s* , equazione alla superficie sferica , 
che, prese le x da D' , diviene >rx — ** —y* _+ s* ec. D’on- 
de facilmente si vede che l’equazione del primo grado Ar-+ 
B) -+■ Cz -4- D = 0 esprime una superficie piana, giacché quel- 
le delle più semplici superficie curve son del secondo. Tor- 
niamo alle linee curve. 

868 La curva dell’ equazione y % — ‘xax — xx è la circon- 
ferenza di un circolo il cui diametro è 2 a ; ma quando non 
si sappia, la costruzion di quest’equazione lo farà conoscere. 
c Sia a una quantità costante che suppongo = 5, e condotta 
**5' una retta indefinita BD snFa quale prendo AD — lo = 2a, la 
divido in dieci parti eguali AP.PP, ec. Sia A l’origine dell’ 
ascisse, BD il loro asse, AD la parte delle positive, AB sarà 
quella deile negative se la curva cercata ne abbia. Dipoi con- 
ducasi al punto A la perpendicolare indefinita EF che prendo 
per asse delle ordinate, e di cui suppongo positiva la parte 
AE . Sia finalmente AV — x, PM=>. E’ chiaro pet l’ equa- 
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zione medesima y—-i= \t (2ax — xx ) , che quanJo .v = o, sì r,V1, 

ha y = o; dunque la curva ha il punto A comune colla linea 1^5* 

dell’ ascisse. Se v^=-l , y = ±=3; se x = 2, >=±=4, e i valori 

corrispondenti di jr e di y sono 

* — o> 1 1 2 . 3 » 4 > 5> 7» 9> 1® 

y — o,±=3. ±=4,±=>/2l ,±=v'24,i=5,i=v / 24,±:^2[,i=4.±r3. o. 

I valori di y determinilo la lunghezza d’altrettante ordi- 
nate le cui estremità M son tanti punti della curva cercata ; 
e poiché questi valori son positivi e negativi , conducendo dal 
punto A due rami eguali , l’ uno che passi per i punti M al di sopra 
dell’ asse dell* ascisse , e l’altro per i punti corrispondenti al 
di sotto, si avrà la curva richiesta che sarà tanto più esatti 
quanto più si moltiplicheranno le divisioni della linea AD. 

Così può descriversi una curva riferendo ciascun punto M a 
due linee BD, EF date di posizione: poiché terminato il pa- 
rallelogrammo APMN detti coordinate . l’intersezione di NM.I'M 
darà il punto M della curva . Nel nostro caso crescendo i va- 
lori y fino a un certo termine che è 5, e decrescendo in se- 

f uito colla proporzione medesima fino a zero , si dee conclu- 
ere l c . che vi è un’ordinata PM maggiore di tutte 1’ altre o 
Massima : 2°. che la curva dell’ equazione y 1 — 2 ix — xx è 
rientrante e chiusa . Non si stende di là dal punto A , poiché 
allora le sue ascisse essendo negative , i valori di y sarebbero 
immaginarj . Cerchiamone qualche proprietà. 

869. Dal mezzo C della linea AD conduco delle rette CM 
e ho tanti triangoli rettangoli CPM , in cui CM* = PM* -+* 

CP* =>* -+■ a* — lux -+■ x 1 ; onde essendo y 1 = -xax — x*, si 
avrà sempre CM=i», cioè tutti i punti M sono ad egual di- 
stanza del centro C (481). Inoltre 1’ equazione y* = -lux — x* 
dà x :y i:y : ‘ 2 a — x, ovvero -ti AP : PM : PD ; dunque ogni per- 
pendicolare PM è media proporzionale tra i due segmenti 
AP , PD (5 63K Di più condotta una corda AM , si avrà AM’j; 

2 ax, onde x : AM : : AM : 2 a , cioè nella curva trovata tutte le 
«orde condotte dal punto A ad uno dei punti M son medie 
proporzionali tra AD e il segmento corrispondente AP (563). 
Condotta pure MD, si avrà AM* -+ MD* = 40* = AD* , prò- , 
prietà del triangolo rettangolo; dunque Tutti gli angoli AMD 
son retti (505). Iscrivendo il quadrilatero AIVÌDM' , si trove- 
rà pure che AM X M'D -4- AM' x MD = AD X MM' (570) ; ec. 

■Szo. Si debba ora descriver la curva dell’ equazione y 1 = 
ax. Già si vede che questa dee tagliar la linea dell’ ascis- 
se nella loro origine, poiché fatta x — o, si ha anche 

e di più che dee aver due ramj eguali, uno po- 
siti» e l’altro negativo. Questi rami vanno all 1 infinito, al- 
lontanandosi dall’ asse a misura che x ha valori più grandi : 
ma le x debbono esser positive, altrimenti le y divengono 
immaginarie; onde la curva avrà la forma MAM : . 12(5. 

87 1 . Sia pure jr* = x* — a * : facendo y~ o , si ha x = ±= a , 

•nde preso sull’indefinita BD un punto A per origine dell’ 127. 
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ascisse) e due parti AS, Ar eguali ad <s,Ta curva dee passar 

{ >er i punti S, s che si chiamano i suoi vertici. Per conoscer 
a direzion de’ suoi rami, sia AD il lato dell’ ascisse positive, 
e si avrà y — V( ■** — o* ) il che dà due rami , 1 ’ uno SM , 
l’altro SM', che anderanno ambedue all’infinito finché .> ><»; 
essendo minore , y sarebbe immaginaria} onde se 1’ ascisse sieri 
positive, la curva non olrrepasserà S. Prendendole negative 
1’ equazione resta la stessa , onde la curva alla distanza già tro- 
vata A t—a — — ar ha due nuovi rami opposti ma eguali ai 
due primi. L’asse dell’ ascisse è BD, quello dell’ ordinate è 
£F , e dando dei valori ad .r, si determineranno 1 ’^ o le PM , 
e i parallelogrammi delle coordinate daranno i punti M, m ce. 
per cui passa la curva . 


128. 


872. Cerchiamo la curva dell* equazione jr* = 


bx x 


a — x 


Prendo BD per linea dell’ ascisse , AD = <* per la direzione 
delle positive. AB — b per quella delle negative, il punto A 
per la loro origine, EF per l’asse dell’ ordinate , e ho y 

, il thè dà i®. y — ó quando jr=to, onde In 

O — X 

curva passa per il punto A ; 2°. ad ogni valor di x ne tro- 
vo due per y, onde vi sono ordinate positive e negative: 
3®. prendendo * positiva ma < a (== AD) ho per y due valori 
FM,PM' che crescon sempre finché presa x = a, divengono 

V b * 4 * x 

— - — =«9(270)5 cioè bi- 
sogna prolungare all* infinito HG perchè incontri i due rami 
della curva ( si chiamano asintoti queste linee , che sempre più 
accostandosi ai rami della curva , non posson però mai incon- 
trarli ) ) 4 a . se x > a ,y è immaginaria, onde la curva non va 

V y x 

, 

(l X 

onde y avendo due valori finché x < l , la curva ha due rami 
anche in senso negativo ; 6°. x = b dà,y o ; onde la curva pas- 
sa per B, ma non può scender più basso, poiché x> b rende 

y immaginaria 5 7 0 . se j» = o, si ha ì = 0, onde 

**(£-».*•) = o, che dà *• t=0 , * = o, * = £ , e però la curva 
passerà una volta per il punto B, e due volte per A ove for- 
merà un nodo ( quando due, tre o più rami della curva pas- 
sano per lo stesso punto , questo si chiama punto doppio, triplo, 
multiplo , e l’Algebra insegna a discerner questi punti e a cono- 
scerne la moltiplicirà ) ; 8°. se b = o, il nodo svanisce, e 1* 

X ^ 

equazione diviene y * = che appartiene a una curva det- 

a — .r 

ta Cissoide. 

i> 7 ò* Oltre i punti multipli vi sono ancora dei punti d’ 


Digitized by Googl 


205 

inflessioni : in qtlei cti flesso contrario la curva dopo essere swi- 
ta convessa ih un senso, comincia ad esserlo nel senso eppo» 
sto, come MAM': ma in quelli di regresso un «imo della cur- 
va tocca l’altro e torna indietro, come mAm'i in ambedue la 
tangente è anche secante nel punto A d’ inflessione , e la curva 
è parte di quh e parte di Ih dalla tangente . 

874. Se 1* equazione delle coordinate è del primo grado , 
ella appartiene sempre a una linea retta, e però le rette si 
chiaman lime del primo genere 0 del primo ordine : se è del se- 
condo grado, del terzo ec. , le linee si chiamali del secondo, 
del terzo genere ec. ; e le linee del secondo si chiamano anche 
curve del primo genere, quelle del terzo curve dd secondo ec. 
La sola retta è del primo genere ; ve ne son quattro del se- 
condo ; settantadue del terzo 5 quelle del quarto sono in più 
gran numero et. 

875. In questa division di linee in varj ordini , si com- 
prendono le sole curve geometriche , cioè quelle che hanno del- 
le rette per ascisse e per ordinare , la cui ragione può deter- 
minarsi geometricamente . Una curva che avesse per coordi- 
nate delle quantità trascendenti ( 12 ), non sarebbe geometri- 
ca, ma meccanica o trascendente . Le gcòmetriche si chiamano 
anche curve algebriche . 

876. Ora il principale oggetro dell’ Analisi nell’ esame d- 
■una curva è 1°; di trovarne l’equazione quando la curva è 
data , o di descriverla quando se ne ha 1* equazione .* 2 9 : di 
determinarne la tangente : 3®. di conoscerne la curvatura in 
un punra dato; 4 0 . ai cercarne le massime o minime ordina- 
te ; 5 0 . ai trovarne la quadratura o esatta se è possibile o ap- 

{ uossimata ; 6°. di trovarne la rettificazione cioè determinar la 
unghezza d’ una retta eguale ad un suo arco qualunque et. 


FIG. 

12y. 


I30. 


Origine ed Equazione delle Sezioni Coniche . 

877- Tagliato un cono retto BCD con un piano AMP, si „ f 
cerca 1’ equazion della curva MAwi che nasce da questa Sezio- ‘O*® 
ne. Un piano BCD perpendicolare alla base CD e al piano se- •. 
gante AMP , dà per l’ intersezione di questi due piani una ret- 
ta A a\ ed un piano f MG parallelo alla baSe, dà un circola 
la cui intersezione col piano AMP è una retta PM normale 
•Ile rette Aa,FG (622)5 onde PM è un’ordinata comune al 
circolo e «Ila sezione MA*». Sia dunque AP=ar, PM=jr, 

AB = f, l'angolo ABa = B, l’angolo BAa=A: la proprietà 
del circolo da y 1 = FPxPG, e per trovare FP e PG , condu- 
co AE' parallela a CD e PK parallela a BD, 1’ una e l’altra 
.nel piano BCD: dunque AB: sm AEB : : AE : seti B (TS 1 * ) ; ma 
AEB = 9o° — *B (515)1 dunque sin AEB = seu ( 90° — ^ B ) ^ 

eét *B ( 704.69*)., td AE =; . . Inoltre il triangolo APS 

* cDì 
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dà sen AKP ( — U» AEB = cos * B ) : sen APK ( = Stn A*E = sta 
, 3 I V. v. . » X seu ( A -+ B ) . 

eoi ^B 


( A B ) ( 51 1 ) ) : : * : AK = — i dunque PG = KE = 
e sen B — x seti ( A -+ B j 


AE — AK = -, 


B 


. Parimente nel triangolo - 


APF si ha sen AFP ( xxsen BFG( 69 o) = Sf»BGF = xe«BEA = 


xten A 


sen A 


€0S sen A : FP = ; onde>* = - #1 - Ig - [ c x «»B- 


cos± B 

Je 


cos 


#*»*»( A-+B )] , equazione cercata. 

87S. Ora possono accader tr$ casi: I. che A-+B=lSo*, 
132. c i 0 è che il piano segante AMP sia parallelo al lato B.D (512) 
e allora la sezione conica si chiama Parabola e la sua equa- 

, „ . . sen A X sen B .. sen 1 B . . 

zinne è (692) y' = — ; — rfj— cx = (« 9 °) ~ irrjf « = (2°o) 

tcxsen'lB (870). 

879. II. Che A-t-B^ 180 B cioè che il piano AMP pro- 
* 3 ** lungato incontri l’altro lato BD (513).* allora la sezione cbia- 

, . . . sen A \ i „ . 

masi Ellisse , e la sua equazione è yy=z — L ex sen B — 

COS 

xx sen ( A -t- B ' ] . 

880. III. Che A -+■ B > 1 8o° : allora la sezione chiamasi 


I 33* 


sen A 


Iferlola , la cui equazione è yy = —, yg- [ cx sen B*-+ xx sen 


[B 


. ( A -4- B — l8o° ) ] ("07). Ora immaginando un cono B cd egua- 

le e opposto nel vertice al cono BCD , il piano segante AMp 
prolungato lo incontrerà, e dalla loro intersezione risulterà 
unà curva M 'ani opposta all’inferiore MA»»} o piuttosto que- 
ste due curve chiamate Iperbole opposte saranno una sola cur- 
va rappresentata dalla stessa equazione (871). 

881. Queste sezioni potrebbero supporsi in un cono obli- 
I 3 1, quo come sarebbe BCD, se non fosse l’angolo C— D, e si 

avrebbe per loro equazione generale^ = — ^ [c* senB— 

xx sen ( A -H B ) ] , che parimente appartiene a una parabola , a 
un’ellisse o a un’iperbola, secondo che la somma degli an- 
goli A ,B è eguale , minore o maggiore di 180° . Ella esprime 
un circolo ogni volta che Ah-B^i8o° ed A — C o = D, 
, . „ . cx seu B , , ex seu B _ » 

avendosi allora, o y* — — — * o y — ~ x (690). 

sen D sen L 

In fine quando l’equazione esprime un’ iperbola , se si suppoii- 

. , sen A sen ( A -è B — l8o u ) \, 

ga c — o , verrà y =: *- 77 — re a. , e latto 

a sen C sen D 

per brevità il coefficiente di x* eguale a una quantità costante 


Digitized by Google 



295 «+ 


^7, si trova y—-*, equazione alla linea retta; cioè 1* iper- 

bola degenera in triangolo quando e = «, o quando il piano 
segante passa per il vertice del cono. Del resto, per maggior 
facilità queste curve si son descritte in un piano. 


FIG. 


Parabola. 


B 


882. L’equazione alla parabola è yy — ^cx sen* — : e fatta la. 

2 — 

g 

quantità costante \c ttn' — — p, si avrà y' — ps r: onde i qua- 

drati dell' ordinate son fra loro come le loro ascisse . La linea 
indefinita AL si chiama asse della parabola , il punto A ne è 
il vertice, AQ un'ascissa , MQ l’ordinata corrispondente, e la ' 34 * 
quantità costante p si chiama il parametro dell’ asse che può 
sempre determinarsi coll’equazione yy = px-, poiché presa un’ 
ascissa a—x ed un’ordinata l>~y, la. terza -proporzionale 
dopo a ,b sarà il parametro (5 76). 

883. Presa 1 ’ ascissa AF == 'p , il punto F sarà quel che 
chiamasi fuoco , e l’ordinata DF che passa per questo punto 
sarà PF = £f>; dunque la doppia ordinata Dd che passa per il 

fuoco , è eguale al parametro . 

884. Se prolungata LA* si prenda AG = AF = ±p , e da 
C si conduca l’ indefinita EG« parallela all’ ordinata MQ, que- 
sta linea EGr si chiama direttrice . Ora il raggio vettore z—b\l 

= V [ -*■(»- fyY ] = V[ px -*•(* — 4/>)* J — .e -+ ip = AQ-* 

AG = MH ; dunque la distanza d ’ «1» punto qualunque M della 
parabola dalla direttrice, e eguale al raggio 'vettore MF , pro- 
prietà che dà il modo di descriver la parabola. Poiché fer- 
maio in F e nel punto O d’ una squadra EHO un filo FMO f- - ' 1 
si ponga la squadra sull’ asse per muoverla quindi lungo la di" 
rettrice EG, mentre lo stile M tenendo teso il filo, scende 
lungo HO: la curva descritta da M è una parabola. Infatti 
essendo comune la parte MO, e il filo lo stesso, si ha sem- 
pre MF = MH . 

885. Debbasi condurre dal punto dato M la tangente MT . jo-. 
Immagino l’arco Mot infinitesimo il cui prolungamento MotT ^ 3 ’ 
sarà la tangente cercata, e condotte sulla dirertrice le normali 

MQ ,mq , le rette MF,otF al fuoco F , ed mg parallela a Qy , 
descrivo col centro F e raggio Fot 1 ’ arco infinitesimo mr che 
può prendersi per un seno ; sarà MQ = MF , mq — otF , ed 
MQ — mq ( = Mg ) = MF — wF ( — Mr ) . Dunque i triangoli 
rettangoli Motit , Mwrrcguali e simili (527) hanno 1 ’ angolowMr o 
TMF = gMtts = MTF ; dunque il triangolo MTF è isoscele, 
e però presa FT = FM, la linea MT condotta per T,M sarà 
la tangente richiesta. 

L’angolo MTF = LMO = FMT ; dunque tutti i raggi 
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! afflinoti 0 sopori OM paralleli all'asse AP > in t entrando la 
* 35 * parabola AM debbo n riflettersi nel suo fuoco ,• poiché si sa che 
l’angolo di riflessione è eguale all’angolo d’incidenza. 

887. Poiché s = FT = FM =*-+ (884), si ha FT — 
lp = x — AT ; dunque la tuttangente PT — 2X è doppia deli 
ascissa. La tangente MT = V (px -*■ 4**) = 2\/ xz ; e condot- 
ta MN normale alla parabola, o alla sua tangente in M, si avrà. 

1 PM* ùx 

là tunnormale PN = = — = l p , e la normale MN = n = 

PT ‘ix ' * 


*J(px-rfy % ) — "/pi, Se dal punto N ove la normale incon- 
tra l’asse, si conducano ai raggi vettori FM,OM le perpen- 
dicolari NB , NB' , i triangoli NBM.NB'M eguali (8851 daranno 
BjM = MB' = PN = ip: c se dal pqnto F si conduca sulla tan- 
gente TM la perpendicolare FC a , sarà MT : TC : : MN < CF , 
e poiché TC = £ MT lpi7), sarà CF = y =; 5 V p*» • 


perciò »t= — . 

r 2 q 

E se sia l’angolo TFM = /3 = aMTP = 2Pi sarà TP* (4**): 
MP 1 (px):-, i:tang* MTP( = tang t lMFP = tavg*±(l 8 o°-/ 3 ) — 
cot* <p (704) ) , ond $ x = ipttngf<p (7oi),ed*~l-^> (— FM=») = 

lp lp 

Ipll -i-tang*?) — — —— =5 — rrà • Perciò se collo stesso 
4 ■ cos 1 p cos* ifl 

asse e fuoco si descriva un’altra parabola A. 1 M' del parametro 
p ' , sarà. FM : FM' ::p:p' :: FA : FA' ::x: xi • 

888. Una parallela MO all’asse di una parabola si chiama 
,3 ‘* diametro ; il punto M ne è l ’ origine ; le sue ordinate son le 
rette NP parallele alla tangente in M , e le ascisse di queste 
ordinate Son le rette MP* Per trovar l’equazione alle coordinate 
del diametro MO , chiamate MP { x) ,PN ( y) , AQ = AT ■=<* , 
avremo e fattq p—ri,m -=.p‘ sarà MT = P Rx=.*/up' 

(887). Condotta ora NE normale all’asse, i triangoli simili 

NRL , M IQ daranno y' ap' : 3 •+ -J ap' : : »J ap : NL =y< ^ -4- 


v' ap : : za : RL —‘2j ~ -¥ia . Ora AR=RT— AT— x— a ; dun- 

P' 

que AL=x -¥ $ -+ o,y V * per la proprietà della parabola, 

NL*=pxAL cioè (V ap -+y<^ — ) 3 ~ ap -+■ px •+ 2 py V A;e 

p t P 

riducendo, yyz^p'x, equazione simile alla trovata 1 per l’asse; 

S erciò qualunque diametro MO divide in mezzo l’ordinate 
in, c il suo parametro p' — p-+a,a è quadruplo della distan- 
I * za dell’ origine M dal fuoco F . Con questi principi si risol- 
vono i problemi seguenti . 

{»8p, E Dato 1 ’ asse AL e il parametro f , trovare (m .(Ka- 


! 
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metro MO che faccia colle sue ordinate un angolo dato MPw=:<*. *’*'•’* 
11 problema si riduce a trovare il punto Q ove P ordinata nor- 134 - 
male MQ incontra 1 asse. Sii AQ:^:.*; il triangolo MTQ dà. 

tanga = “ (" 40 » ^=4 


cot* a ( 701 ) e p' ( — p ■+ 4* ) = 


__ 

2 # 

^-(698.702). 

II. Dato il parametro p' e l’origine M del diametro MO 
con Pungolo a delle coordinate, trovar l’asse AL, il vertice 
della curva A, ed il suo parametro p. Serbando le denomi- 
nazioni del problema precedente, abbiamo MQ = V/'* . p' — 

~~~ a — ? "+ 4 * > °nde p = p , sett'a, x— ~ cos'-a{$<y 6 ), MQ — 


p’ p' 

se h a cos a — ±= — seti 2 a (705) . 


Ellisse . 


sett A 


890. L’equazione all’ ellisse è yy — cos ~f£ f cx sen ® ~ 13& 

x* sen ( A * 4 - 11 )]. onde ad ogni ascissa AP corrispondon due or- 
dinate PM.PM'eguali ed opposte. Fatto >r=o, si avranno i 
punti ove la curva incontra la linea dell’ ascisse , cioè Vaste 
primo , maggiore o trasverso A a-, poiché l’equazione c.rsewB — 

, x 1 sai ( A -+ B ) — o dà. 1°. x — o che determina il punt^ A: 

2 5 . che determina l’altro punto a e che suo- 
re» (A-+B) . 

n a 

, pongo -la — ha-, dunque e — sen ( A *+ B ) ~~j 7 » = 

sen A scn ( A B ) , , . * 

cos* 1 B — (2UJT — * ). 

891. La doppia ordinata BCi che passa per il mezzo C dell’ 
asse A a , centro dell’ Ellisse , si chiama asse secondo , minore 
o conjugatn che faccio =.2 b, ed ho AC ==,*=<* ebb — 

(A_+B)re»A sen A re» ( A -+ B ) bb , 

ten / aa ; onde = — , ed yy =5 

cos i iB cos fB aa 

• ■ ’ 

— ( 2<j.v — xx ) : e però y* : lax — x* : : b 1 : a 1 , cioè PM 1 : AP X 
** '•'*.* ,» 

Pj : : CB’ : CA 1 , e il quadrato del? ordinata all' are maggiore è 
al prodotto dell' asciti?, come il quadrato dell' as-.e minore a! quadra- 
to del maggiore . Descritto dunque col centro Ce raggio CA un 
circoio , sarà PN ; = APx Pa, e PN : PM :: a : b : : CB'; CB : onde 
P ordinate dell’ellisse son proporzionali all’ ordinate del circo- 
lo ; perciò per descrivere un ellisse basta far passare una cur- 
va per una serie di punti presi sull’ ordinate d’ un circolo di- 
vise in parti simili . 

P P 


‘Digitized by Google 



FI®. 

136. 


+*• 29S •*+ 

8oi. Prese I* «scisse dal centro C e fatta CP = r, la retta 

b* 

AP che era x, diverrà a — x, e 1 * equazione y* = ^ (“2ax— x % ) 
6 1 ' J*jc* 

si muterà in j»* == , ( 0* — x* ) = b 1 — — — di cui spesso fa- 
ti • a 

remo uso. Se h — a si ha y* — a' — x* , equazione al circolo, 
onde il circolo è un’ellisse di assi eguali. Inhne l’equazione y* = 

h \ { a- x » ) dà x* = £ v - J* ) = -* - . cioè MQ* : 

X Q 5 : : CA* : CB 1 . e // quadrato dell ordinata all' atte m uore 
è al rettangolo dell' ascisse come il quadrato dell' asse maggiore 
al quadrato del m non . Se dunqde CQ _r et , QM —y ,0 — a » 
C A — b, P equazione al second’ asse sarà come quella al primo . 

893. Il circolo descritto col centro B e con un raggia BF 

eguale al semiasse maggiore CA, taglierà l’asse maggiore in 
due punti F , f chiamati fuochi : onde OF = V( a 1 — b * ) e però 
AF X F « - (ti - [a* - b* ])(a y/[a* — b 1 ]) — b* ss CB 1 : 

dunque il semiasse minore è medio prbporzionale tra le distan- 
ze dell' un dei fuochi ai due vertici . 

b* 

894. L’ ordinata DF che passa per il fuoco sarà= — e il 

2 [f * a / ; » 

suo doppio X)d, oilparamet ro delFasse trasverso sarà/)— — = — * ; 

a ‘2a 

onde 2a : lb : : ai : p , e però il parametro è terzo - proporzionale 
ai due assi maggiore e minore . Per analogìa si chiama parame- 

• . . , 2s* 2 a , 

tro de! conjugato una retta p =— = — V2 ap, terza - propor- 

. . . o£* 

rionale ai due assi minore e maggiore. Ora poiché 1 — , 


sarà b'=z-^, e posto questo valore nell’ equazioni all’ ellisse 

trovate di sopra , si ha y* —px — — , e y x ~ ( a* — x* ), 

2i 2 a 

secondo che l’origine dell’ ascisse è al vertice o al centro . 

•895 Le rette FM ,fM condotte dai fuochi a un punto qua- 
lunque dell’ ellisse si chiaman reggi vettori ; c pesta FC — 
V ( a* — b* ) — e , si ha, prese 1 ’ ascisse dal centro , FM = 

V - 2cx ■+x‘ ) = V ( i* — — * F a* — b l — 2 ex -F 


ex . .ex 

— , ed /M = iH . 

a m 


x*} = \/(** — 2rx -+ —Ji— ) — *• 

Se l’angolo A/M = / 3 , sarà /P (= c -F x )=/M. cot /3 (75 ?), 

onde x=/M. coi 8 — ce d /M ( = z — a •+-*) = — f Q — 

b' i*P 0 

a — c cos fi a — e ces /3 " 
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Per ?ver 1' ascisse dal vertice, bisogna cangiar x in * — r *• 

X e viene FM = 4 — c -+ — ed /M — o-+e— — , onde 1*. sa “ 

a 4 

b % 

dai fuochi F./'si prendano FI —fi—— = —, sarà. -H- AI (a — c — 

) : AF {a — c) : A a ( la ) ovvero -77 A /(« A/X <*-+<■) ; 

Aa ( 24 ) ; H-FM = 24 = A a , cioè la somma de rag fi vet- 

tori è sempre eguale al? asse maggiore , proprietà che dà il mo- 
do di descriver l’ellisse. Poiché fermato a due punti fissi F ,f 
un filo FM/' maggior di F/\ lo stile M che tenda questo filo, de- 
scrivetà intorno ai fuochi F ,f un’ellisse, mentre la somma de’ 
raggi vettori sava sempre la stessa : perciò sopra uno stesso as- 
se posson descriversi infinite ellissi , che sempre più si acco- 
steranno al circolo circoscritto, e saran quelle che avranno t 
fuochi più vicini, mentre 1’ altre si appianeranno sempre più 
a misura che i loro fuochi saran più distanti; cosicché il cir- 
colo e la linea retta sono i limiti di tutte l’ellissi. 

896. Debbasi ora condurre dal dato punto M la. tangente J07. 
MT. Immagino l’arco infinitesimo M/« , e dai fuochi F ,/ con- à 
duco i raggi vettori fm ,f M, Fot.FM: descritti coi centri f, i 
e coi raggi fm , FM i piccoli archi mr, M^, avrò fm -*■ wF — 
fM-t-M/, ovvero fM. — fm — Mr Fn» — FM = mg : dunqu* 

(527) i triangoli rettangoli w/Mf ,/»Mr sono eguali e simili, • 

R erciò 1’ angolo gm M ■ o FwT , o FMT ( perchè FM T = FtaM •+ 

IFot ed MFw = £ — o, essendo infinitesimo l’arco o il seno 
) = n»Mr = LMT; dunque prolungato il raggio vettore / M 
la retta MT che dividerà in mezzo l’ angolo LMF , sarà la 
tangente cercata . 

L’angolo LMT = QMf= FMT; dunque rutti i raggi par- 
tendo da un fuoco luminoso F e incontrando 1’ ellisse AM » 
debbon riflettersi nell’ altro fuoco f. 

897. Condotta la normale MN . sarà l’angolo /MN — NMF , 

9 però fM : MF: :/'N : NF , ovvero ( prese P ascisse dal centro, 
e mutato x in a — x se si prendan dal vertice (895) ) /M -*• 

FM ( 24 ).• FM (a ) : :/N*+ FN (2f >: FN —e— —— = c- 

a • # 

x -t- - : onde la PN = FN -*• x — c = . 


La normale MN = » = \/( 


l'x' 


24 


— y/{a+ — s'x* ) : • *• 


dal punto N ove la normale incontra 1’ asse , si conducano ai 
raggi vettori FM*,/'M le perpendicolari NB,NB‘, si avrà/M 

(-^y):/P(*H-f)::/N(c-H^);/B’= 

(.r-i -c)( a* -*-ex) c c*-*-cx , . , _ 

— -r = ; onds ricordandoli eh* e — 

4 (4*-+ ex) 4 
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4* 300 


a * — ^ (894) > si trorei a /M —/&' — MB' = ~ — MB per •£• 

sere eguali gli angoli /MN, NMF e perciò anche i triangoli 
, _ . __ PM 1 a* — -v* , ~. r 

X.TT5A4 \TT3^R^ T <1 r n f + sì rt STA ut a P I' *" "* — — * . ^ — ~ — • . O fi Q C? li 1. . ... 


NBM , NB'M . La tuttamente PT = 


— -,ondeCT= 

x 


— , e però CP:CA::CA: CT, altro modo di determinar la 

X 

tangente, che si ha dal triangolo rettangolo PMT . 

T06 Se dal punto M si conducano all’asse conjugato la fan" 
« gente M* e la normale MO prolungata in «, ^triangoli timi* 

li MPO,MQ»,MQf c la sunnormale PO ( = -^) daranno per 
il second’ asse 1°. la stiunormale Qy = ^t= ^ (394) » 2°. la 
normale Un = 4 V ( ^ ■* («*-** )JT % ); 3 °- 1 » Sfittamente Qt = 

Q * 

- ~ZsL. . on j e Ct = CQ •+ Qt =3 — e* perciò CQ : CB : : CB : Qt , 

y ^ 

come nell’asse trasverso. 

898. Condotta dal centro C la CD parallela a 1 .vi , si a 


I 32- 


vrh T/( *-»■—) :/M ( 


ex - 


a_(. — C/(c) :/D — C - e però 

\ \ n ' a 

DM = M/— fD — a, cioè nel raggio vettore r intercetta tra 
la tangente e la sua parallela dal centro, è sempre eguale al 
semiasse trasverso. 

899. Condotte ora dai fuochi f , F le rette fQ , FR normali 
alla tangente TQ e fatto FM —z,fU — 2a — z, onde $9".) 

n —— V( 2tfs - s 1 ) e TN ~ PT -+ PN = ~ T » » triangoli si- 

(1 ts X . . 

5 a 

mili TFR , TNM , T/Q danno TN (y ~) : NM(«) : ; TF ( ~ ): 

™ = » =£•••• •/«= ^ = 

que i 0 . FRx/Q = J‘: 2°. » = ^ = ^ (« 94 ). 

Q . 900. Una retta »CN che passando per il centro C 'termina 

13^' ai due punti opposti della curva, d:ccsi diametro, e condotta 
DCrf parallela alla tangente in N, i diametri DCrf,»CN chia- 
mansi coniugati’, le rette MP parallele alla rangente sott l’or- 
dinare del diametro CN . le parti CP nc so» 1 ’ ascisse , e il 
parametro di un diametro qualunque è una terza -proporzio- 
nale a questo e al suo conjugato. . 

901. Condotte dall’ estremità D,N l’ordinate DI.NQ all 
asse maggiore A a, sia QN —y , CQ = 1 D = u , IC — * = 

•— — #* ) (S92) e i triangoli simili DIC, NQT danno 


s 


■ 

- 

i 
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/* fa 1 — » s ì* FICx. 

NQ* : QT*::DI*:IC*, ovvero t. (a*-* 1 )»— l> 

a x i^O* 

: «* — — — onde # = — ; così si troverebbe y — — , onde — = 
ù 1 a /» je 

e zu — xy, cioè i triangoli DIC.CNQ sono eguali in su* 

X» 

perfide. Dunque I u 1 — —~~ = b 1 ■— y % (892) ed « 1 -+>* = 

2 a ^ • f 

i 1 ; 2°. = = — *• e *•-*•*» = «•* 3*. «’H-s’H- 

3 l *-»-.r 1 (=DC J H-CN 1 ) = rt s cioè nell’ellisse la sqm- 
ni dei quadrati di due diametri conjugati è sempre eguale 
alla somma dei quadrati de’ due assi*, q 3 . condotta ND, la 

superficie del triangolo N CD — — — 

• 0 2 a 3 

uxj- 4 r yz __ ^ _ ab dunque il parallelogrammo CD£N 

2 2« ‘.>6 2 

— ab , v- l’ intero parallelogrammo FEKG — \ab — 2 a X 2i , e 
però /«tri » parallelo grammi circorcrìtti all' ellisse sono eguali 
tra loro e al rettangolo dei due assi . 

90:'. Sia ora il semidiametro CN=»»,CD = », l’angolo 
CPM=rDCi» = >, e sarà. 1°. m* -+ tr — a* -+ b* ; 2°. ab -2 
#7 ni sen p che c 1 ’ espressione della superficie del parallelogrr.m* 
mo CDNE I758). Ora queste due equazioni danno subito i 
diametri conjugati ed eguali dell’ ellisse, poiché allora 2 m % — 

, . * / a z b 1 ‘Zab 

a -i-b , ovvero m = 3= \l ; e senp— — -75, on- 

» 2 ■ a b 

de poiché queste quantità son sempre reali, ogni ellisse ha 
due diametri conjugati eguali . La lor posizione dipende dal 

valor di x, ma x-+y *-(892 )=m =■ — — — ; 

dunque valore indipendenre da b, onde l’ordinata 

NQ prolungata determinerà i diametri conjugati eguali in tut* 
te le ellissi che avranno comune l’asse A u . 

903. Cerchiamo ora l’equazione alle coordinate CP,PM, 
e sia CP — x , PM —y , CQ — t , QN = r, NT = ^ , e TQ — 

(897)= s. Condotte PK,MO perpendicolari all’asse, 

• PL perpendicolare ad MO , i triangoli simili NQT, MLP dan- 
no ML = — , PL = — , e gli altri due CPK , CNQ danno PK = 
q q 0 

rx tx tv sy . ry rx 

— , CK = — , onde CO = — — — ed MO — 1- — : ma per 

m m tu q q m 

la proprietà dell’ ellisse , ^ . MO 1 — 0* — CO’ ; dunque sosti* 


Digitized by Google 


FIO. 
138. 


toa ** 

** a* r* 

tuendo, ordinando c riflettendo che (901.8*)= 

"’ sI avrà ( )S + ( ^ =*‘ • 0ss «" 

vo ora che quando * = o, si ha y = 1» ; dunque ^7— » 

cioè non può in tal caso avverarsi 1* equazione se il coefficien- 
te di y' non sia ~ ; al contrario quando >=0, si ha x—m, 
n 

& ^ 

onde per la ragione stessa il coefficiente di x x è — ; dunque 

j 1 j|* 

avremo — r y % -+■ — - x* — a 1 , ovvero v* = — r ( m x — ** ) , •- 
n tri 1 nr 

3 uazione simile a quella degli assi . Dal che segue 1 *. che ogni 
iametro -NC» divide in mezzo l’ordinate MPw , e perciò 1 * 
ellisse intera: 2°. che ogni diametro No è diviso in mezzo 
nel centro C perchè ne’ punti N.» si ha x 2 = m', onde x = ±z m. 

904. I. Dati i due semiassi a.,b trovar due diametri coniu- 
gati che facciano fra loro un angolo dato p — DC» . Abbiamo 

m’ -t- o x — a x ~+ b x , cd mn — (902)» dunque 

stnp ^ 

‘lab f lab \ 

ùmn =3 a* -+ b* ±= : ed m i= » = ( a 1 -1- b 1 ±= / 

stn p ’ v V 


senp 


/ ■ 


d’ 


onde sommando e sottraendo si ha m ed n . Per determinar la 
direzione di un de’diametri o l'angolo ACN che chiamo e, 

aa 

il triangolo CNT dh (500) seo[p— r) : m : : strip : CT = (897) = 

msenp , ™ a 1 seni p- e) 

— 1, onde CO = : ; si ha dunque nel trian- 

sen{ p — c) x in stn p 1 

golo rettangolo CNQ (preso CN per raggio) (757) 1 ; m :: cos e : 
a 1 seri i p — c ) 

i n un P » c ^ e dh m 1 stn p cos e = a x se» ( p — e ) = (703) 

a~ — m‘ 

0* stn p case — stn c cos p , ovvero — ~i — stn p coi c = 

stn p cos c tang p 

stn c cosp’j e perciò [poiché — ~ — = Uu ~ (699)], saia tangcxs. 
■m' - tn x 

—~C— tangp . • 

905. II. Dati'» semidiametri coniugati m,ti e l’angolo p 
che fanno tra loro, trovare i due assi e la lor direzione - Dall* 
equazioni mn senp — ab ed a 1 b~ — m 1 n x con un calcolo 
simile al precedente si determina a e b . L’angolo che dh la 
direzione degli assi si uova come prima . 
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Iperbola 

. , , , ten A 

po 5 . L equazione yy — 


flG. 


T*r [ex ten B - 4 -xx ten( A * 4 - 

— 

B — l8o 0 )] fa vedere che l’iperbola incontra il no asse AP 
in due punti ; poiché posto y =z o, si trova ex ten B -t- x' ten 
( A-+B - Ifco* ) = o , e però 1°. et — o che determina il pun- 
to A; 2°. K — sen ^_^ che determina l’ altro punto 

e ten B 


( 5 < 56 ) : onde supponendo A a = • — - 


■ B — i8o°] 


va MAw, 

■?y 

b % 


ha 


: — 2 ax — H xx , e fatto uP' 


•V 


, 39 * 


, il punto m 


sarh all’ iperbola opposta M 'am' . Ora i punti A , a si chiama- 
-no i vertici dell’ iperbola, la retta Aa ( =: 2 a) ne è 1 ’ asse pri- 
mo o trasverso , il suo mezzo C ne è il centro , e finalmente una 
retta B» = 2CB = 2^ normale all’asse nel centro C, e tale che 
. bb sen A ten ( A -+ B — 1 8o° ) 

**» aa — ’ cot * i g come nell’ ellisse (Spi), si 

nomina aste secondo o coniugato . 

9 °Z- Operando pur come nell’ellisse (890. 891), l’ equa- 
zione dell’ iperbola diventa yy = — ( lax -4- xx ) che indica 

nella curva due rami eguali ed infoiti AM ed Am in senso 
positivo . Ma se x è negativa non vi sarà curva finché x sarà 
che se ar>2«, le ordinate saran reali e la -curva avrà 


due altri rami infiniti ed eguali a quelli dell’ iperbola positi- 
vi . Infatti chiamando ÀP'^= — x , P 'm' = P'M' = y , si 


viene x =: ia 


e però — =: 2 ax ■+ x'x' , equazione simile a quella dell’ iper- 
bola MAot . 

908. Poiché yy — ~ a (2 ox-t-xx), si ha PM* : AP xPct 

CB*.*CA% e il quadrato delT ordinata al primo asse è al ret- 
t angolo dell ascisse ( cioè delle distanze dai due vertici ) co - 
™ e < J aa ^rato del secondo asse al quadrato del primo . Fatto 
— x c, °è prese le x dal centro C, la retta AP che era x 

diverrà x — m, e l’equazione si muterà in yy = ~ ( x x — ■ a a ) 

pii semplice della precedente. Ella dà xx = pj ( bb-*- yy ), 

cioè CP : CB -b PM* t : CA* : CB 1 ; dunque condotta MQ per- 
pendicolare al piccolo asse CB , prolungato s’ è necessario , e 

fatte CQ = x , MQ zzy , CA = é , CB = <s , verrà = $«»-»• 

* )» equazione alle coordinate del second’asse. 


1 
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5S9. Se a — b , I* ipeibola si, chiama equilatera e si ha pet 
equazioni di essa yy = 2 ax -+ xx , yy — xx — aa , secondo cke 
1’ origine- dell’ ascisse è al vertice o al centro, e l’equazione 
al second’ asse diviene allora yy = «0 — i-.var; ove si rifletta di 
passaggio all’ analogìa tra questa curva ed il circolo, le cui 
equazioni ‘ sono yy zsz 2 ax — xx , ed yy = aa — xx . 

910. Se unendo BA, si prenda CF — Cf— BA, i punti F, 
/ saranno i fuochi dell’ iperbole , e le retre FM ,/M condotte 
da questi punti a quei della curva, si chiamali raggi vettori. 
Ora la distanza FC = »J{aa -4- bb) adunque FA X Fa — [ \/(aa ~b 
bb ) — a ] [ %/( aa bb ) H- a ] = bb . Quindi il semi -asse con- 
iugato è medio proporzionale tra le distanze di un de' fuochi ai 
due vertici. E poiché (903) 0* :b l ; : FA X Va : DF 1 , sarà, l’or- 
bb 


dinata DF 


— ; dunque il suo doppio Ddo il parametro p = 


2 bb 4 bb ^ 

— = — , terzo - proporzionale dopo il primo cd il second’ 

asse. Si chiama parametro del secondi asse una retta p' terza-pro- 
porzionale dopo il secondo ed il primo. 

91 1. Se si fa entrare il parametro nell’ equazioni all’iper- 

p p 

boia, viene yy =z — (20# -+ xx) , yy txi ^{xx — aa) e per il 

‘la . ap 

O 

912. Sia CF zzCf—c, si avrà , prese l’ ascisse dal centri} , 

V P x ' 1 — a~b* 

( ~i -+x 3 — 2 cx^r 

V e* X* c v ex 

( ~t~ — lex ■+ 0 1 ) = ~ — 0 , ed f M = ~ -t- a\ 

P b x 

ortde 1°. se dai fuochi F ,/ si prendano FI =/» = — = — , 
h 


4 b* ... _ r 

second’ asse , yy = ( bb H* xx) —— ( ~ •+ .r l ) , 


saia 


ì» 


) : AF ( c— M ) : A 0 (2 a), ovvero -rr 


■ c): Aa (20) ; 2°./M — FM = 20 ; cioè 


■ AI ( a — e ri 
b* 

Ai(as-c-¥ — }.• Affa- 
la differenza dei raggi vettori è eguale al primo aste , proprie- 
tà elle dà il modo di descriver* un’ iperbola degnassi 20, 2&. 
Preso un intervallo F/= 2\/ ( a z -+ b 1 ) , ed una riga /MO , se 
ne fissi un’estremità in un de’ fuochi, come in /', onde possa 
girare intorno a questo punto. Quindi preSo un filo FMO— /MO— 

2 a , se ne fissin 1’ estremità nel punto O della riga e nel punta-- 
F. Fatto ciò, si allontani ltf riga dall’asse, e quindi vi si av- 
vicini, tenendo teso il filo con uno stile che scorre lungo la 
riga OM/. La curva descritta dallo stile M , sarà un ramo 
iperbolico AM; perchè la differenza dei raggi vettori sarà, 
tempie eguale all’ asse maggiore. 3 0 . chiamando fi l’angola 


l 


zed by Goook 


.**■ $05 

ATM > si troverà col raziocinio usato per 1* ellisse (895) FM = 

c 1 — a- 

z a -+ c cos fi a - 4 - c cos fi ’ 

913. Queste medesime proprietà posson servire acondur la 
tangente MT a un punto M iteli’ iperbola . Preso l’arco Mi» 
infinitesimo , e condotti i rag^i vettori f'A ,fn , FM , Fw si pro- 
verà presso a poco come nei! ellisse i;8yó) che gli angoli w;M f, 
F\'«» son egu.ili, e che perciò diviso in mezzo l’angolo /"MF 
colla retta MT, questa sarà la tangente cercata. Dunque nel 
triangolo /MF si ha (55?) /M: MF :/T : TF , ovvero /M •+ 

FM (= — -- )::/T-+ FT( = 2r ):f T=z 

a- ~+ ex a~ aa 

— = — H-f. Dunque /T— c — CT — — , dal che ab- 

biamo CP : CA. - : CA : CT , onde è facile il trovare il punto 
T e condur la tangente . 

, ad 

914. Si rifletta che essendo CT = ~ , essa è positiva fin- 
ché lo c x ; onde tutte le tangenti all’ iperbola tagliano l’asse 
fra A e C . Ma poiché crescendo T ascissa , scema CT di mo- 
do che mentre quella è infinita, questa si fa infinitesima: così 
posson condursi dal centro C due retre CX.Cx, che saranno 
i limiti delle tangenti o gli asintoti dell’ iperbola (872) • 

915. Prese 1 ’ ascisse dal centro, sarà la suttangcnte P i =2 

ad x* ~~~ a^“ 

CP — CT — x — — - — — — — e la tangente MT si ha dal trian- 
golo MPT . Condotta la normale MN , sarà la sutinormale PN — 
P.M* bbx b 

-,p7j- = — , e la normale =2 \/( PM 1 -+ PN* ) = — — V( e 1 * — 

1 r aa a 

0*). E se siconducr.no come nell’ ellisse (897. 898.899) 1°. le 
perpendicolari NH,NB' ai raggi vettori, 2*. la parallela CD 
alla tangente TM, 3“. le F S,fs normali alla tangente stessa; 

P 

si troverà col raziocinio medesimo, I*. MB' — -j- = MB: 2". 

DM := « : 3 0 FS X/i =*>; 4». 

a' 

916. La retta AT~a — CT — a — e condotta AS pa w 

AT P]\^[ a y x d 

rallela ad MP , si avrà AS = — • 


FTG.’ 

*3S>- 


140. 


x — a 

Supposta x infinita , sàrà — - — =— =2 l , onde AS — b-, t 
* v .v — h a 

però condotte AD , Ad perpendicolari a CA cd eguali ciascu- 
na al semiasse minore b, le rette CD, Cd che pass.mo per i 
punti D,d e per il centro C, saranno gli asintoti \ieH’ iper- 
boli MAM', che prolungati in X',.v' saranno queili dell’ ipec- 

y q 
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14/. 


boia opposta. Se l’ iperbola è equilatera, l’angolo DC d fatta 
dagli asintoti , è retro; poiché allora DA=Ad = CA. L’iper- 
bola riferita agli asintoti ha molte proprietà . 

91 7. Se per un punto N dell’asintoto si conduca la retta 
N» parallela alla retta DJ , sarà CA [ a ] : DA [ b ] ; : : CP [ x ] : 

NP — — . Dunque NM = - — y , cd M/i — — -+y onde NM X 
a 1 a * a 

b'x* . b 7 x % 

M« — — T" — y- —b- — DA 1 : e poiché NP* — ed MP* ~ 


b 7 x % 

— . - — l - , si ha sempre NP>PM,e però l’iperbola non può 

mai confondersi con l’asintoto: per altro sempre più vi si av- 
vicina , 'mentre crescendo l’ascissa, scema la differenza tra 
b'x 1 b'x 1 . 

— — e ~ a ~—b , e svanisce affatto quando x—00. 

918. Condotte MQ , AL parallele all’asintoto Cd, i trian- 
goli DL A, LC A sono isosceli ; onde filtra AL =- DL = CL = m , 
CQ = Jt,QM= < y , e condotta MK parallela e perciò eguale a 
CQ , i triangoli simili DLA , NQM , MK» danno MN : DA : : QM : 
LA ed M» : DA : : MK : DL , e però NMx M« : DA* : : Q \1 X MK ; 
LA X DL — AL 1 ; ma NM X M» = DA 1 (917) ; dunque * y — m 1 , 

• a'^’b' . 

equazione all' iperbola tra gli asintoti , in cui m' ( = — . — ) 

* n 


si chiama la potenza deir iperbola . 

I42. 919. Se due parallele ì/,Gg, terminate agli asintoti ta- 

^ * glino un’ iperbola nei punti m,h,P ,K e sieno MwN , P/Q per- 
pendicolari all’ asse , si avrà. Fot : Mot : : G p : P/> , ed taf; wN : :pg : 
/>Q , e però Fot x mf: Mot X wN : : Gp Xpg: Pp X pQ ; ma (917) 
P p xpQ — b 1 = Mw X otN ; dunque Fot X mf~ Gp X pg ; dunque 
anche gK x KG — fh x /iF . 

920. Se i punti p, K coincidano in un sol punto D, la ret- 
ta TD/ sarà tangente in D, e si av r à Fro X m/- TD X Df =; 
fh X /zF , onde fh ( hm -+■ otF ) — Fot ( mh -*• hf) , e però fh ~ 
Fot e TD Dt ; ma condotta DE parallela a C f, i triangoli 
simili TDE.TrC danno TE — EC; dunque la tangente a un 
punto D dell’ iperbola si ha conducendo DE parallela all’asin- 
toto , prendendo ET — EC , e per T , D conducendo la retta 1 Df. 

921. Dall’ esser sempre fh — Fot si ha la maniera di de- 
scrivere un’- iperbola tra due dati asintoti CT , Cf , che passi 
per un dato punto ih , poiché condotte per m le rette F f, MN , 
si farà //i = Fw,»N = Mot e i punti m,»,h saranno nell’ 
iperbola. 

, 1 922. Poiché la tangente TMf è* divisa in mezzo nel pun- 

‘+0* to M (920), se si conduca MCM', questa retta si chiama dia- 
metro trasverso o primo, il cui conjugato o secondo è DC d o la 
tangente I Mf , l’ ordinate sono otQot' parallele al coniugato 
DC d, e il parametro è una terza -proporzionale al diametro 
e al suo coniugato . 
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923. Un diametro divide in mezzo tutte le sue ordinate; 
poiché NQ:Q»:i'TM :Mf ed N tn~m*n, se dunque CM f+J* 


tix 


CD = MT = » ,CQ = jf, Q»;=jr, sarà. m:m: x: NQ = --- = 


0 ; onde N in — y ed wn — — — b y : ma TM* — N tu X 

^ ' IH Wtt 


nx 


m 


m 


ma (920); dunque »* = —7 j' , ed >* = ^-[ ** — *»*]. e* 

qqazione simile a quella delle coordinate all’asse trasverso. 

Ella dà .** = ( y % -+ »’ ) , onde fatta Cp = x , pm = y , sarà 

» « 

** = — — (**-+■ »* ) come nell’ asse coniugato . 

. w 

924. Sia ora aCA il primo asse dell’ iperbola , e rappre* 
septi BA la metà del Secondo; condotte DE.TG.MPK per- 
pendicolari aCA.ed ML e tK parallele alla stessa CA , i trian- 

* _ rn • rr *-% _ 1 *. _ _ ■ • 1 ? - f. 



rz u — a * . a z , , « 51 . 

MP (s):PS = — — — £ — (915) = -j.-- (908) onde r = y~ • 

e sostituendo questo valore nell’ equazione az *4- ai c=.bu -t- ir, 
si ha (bu- as ) (tu - az)=o-, ma bu — az — o dà a:bi:u :9 
il che è sempre assurdo fuorché nell’infinito; dunque (19°) 
lu— at — o, bn — at, onde az—br, e quindi a: b :: u: s 1: r:z, 

cioè CP : DE : : CE : MP . . 

92<y Dunque 1°. i triangoli CED.CMP sono eguali in su- 
perficie: 2°. condotta DM, sarà DMC o -CDiM — al trape- 
zio DMPE = *(/-+*)(« — cioè 
( poiché u:s :: r:z, onde uz — rr=o ) = |( su — t» } ; ed es- 
. • , , bit az 

sendosi trovato bu — as , ed az — br, sara s — — 


r= *~b' * 


'lu 1 


perciò x« = ^ , r* = , onde ’CDTM = • 

1’ equazion dell’ iperbola dà "i ( u 1 — a* j e però V * l — 

a'z' = o'b 1 ; dunque £ CDTM = = ~ ; dunque il paral- 

lelogrammo TT formato dai diametri coniugati è eguale al ret- 
tangolo degli atti : 3° . DE 1 = s ' — — b 1 -+ z 2 » b ' -r PM* 

( per 1’ equazione all’ iperbola ); dunque DE* — PM 1 = ^ i » 
4°. CE* — »•* = — = «*— a*—C? 1 —a ' 1 ; dunque CT -CE*-=.- 

s 1 } 5 0 . ** — $* = CP 1 *+ PM 1 — DE* — CE* = CM* — CD* r • 


i s «*-«* 4 * 


ma 
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però la differenza dei quadrati di due diametri coniugati è ertale 
alla differenza de' quadrati dei due asti: onde nell’ iperbola 
equilatera, qualunque diametro eguaglia il suo coniugato. 

926. I. Dati gli assi a,b d’ un’ iperbola , trovar due dia- 
metri coniugaci che faccian tra loro il dato angolo /> — DCM . 
Abbiamo ma <eu p — ab ed tu* — »* — a 1 — b* , che danno ih ed 
tr, e per trovar la direzione di un de’ diametri o l’ angolo MCP 
che chiamo c. il triangolo CMP da (759) MP = m tette} dun- 
que essendo (9124 ) b: a : : MP •• CE , sarà. CE = — ^ — ; ma nel 

triangolo DCE (‘ 2S2 ) si ha CE —n coi (£-+£•) » dunque- 


atn 

bn 


seti c — 


. . .. sene bncosp 

cospcosc— seno sene (703), e perciò =tangc = — - — : 

r r v. o/> r CQt c * am-+buscHp 

. . , tri» sen p , b 1 cot p 

0 noiche a — — , , Sara t tinge— ~-r--rr . 

b »» -+0 

II. Dati i semidiametri coniugati m , « d’ un’ iperbola e, 1 ’ 
angolo p che fanno tra loro, trovare i due assi e la lor dire- 
zione. Ciò potrebbe aversi con le due equazioni e col razio- 
cinio del passato problema : è però più semplice 1’ usare gii 
asintoti. Per 1 ’ estremità. M del primo diametro CM condotta 
TMf che farà con MQ l’angolo TMQ=/>, e presa T \1 — 
Mf = », si condurranno CT,Cf: quindi diviso l’angolo TCf 
in mezzo con CA, si avrà la direzione del primo asse. 

Quadratura delle Sezioni Coniche 

TJ* 

92 2- dL-^Ssendo rssa> d'flmle e forse qualche volta impossi- 
bile di trovar la quadratura esatta di molti spazj curvili nei , se 
re c cercata l’approssimata. Vogliasi quella dello spazio cir- 
colare CBMP compreso tra il raggio CB , l’ordinata MP 
parallela al raggio, l’arco BM , c l’ ascissa CP = x . Formaci 
sulla x dei rettangoli Ch,qf,gi ec. che abbiano basi eguali cd 
infinitesime Cq,qg,gl ec. e fatto BC = a , Cq = qg — gl—cc. = e, 
l’espressione dei piccoli rettangoli Q.h,qf,gi ec. sarà ty : ma 
y — ì/ia* — x* ) 5); dunque preso successivamente x = e , 

= 2*. ec., sarà la somma di tutti i rettangoli o lo spa- 
zio CBMP = e \/(a* — e' ) -+- e y '(a* — )+«V(»’ — 9* 1 ] rj* 

ec. ; e sviluppando queste espressioni (180) si trova 


1 > 

ev^a* — t 1 ) = ì.ae — I. I. 

2 a 

— 4 e*) — ì.ae — 2*. 2 4 


e* e 7 

8 a> I ‘l 6 a* CC ' 


Za 


— — o* 

80 1 


*1 6*' 


«c. 


e V( a* - 9e*) = ì.ae - 3*. - 3*. 

ec. ec. 


ha 1 "" 3 * 767 


ec. 


ec. 
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onde sommando , si avrà CBMP=*<*( I -t- 1 -+ i - 4- ec. )— 

(l* *+ 2* - 4 - 3* -+ ec. ( i 4 -t- 2 4 3 4 -+• ec, ) — H4 * 


.V 3 


( lA •+ 2 lf -+3 tf H- ec. ) — ( 1* -+2*_f 3* H- ec.) — ec. : ma 

il numero dei rettangoli componenti lo spazio cercato, ovve- 
ro il numero dei termini di queste serie è la quantità infinita 

« = — (o6)> dunque poiché, essendo /; infinito, si ha i*_+. 
2 ” •+ 3" -+• «* = — — - (336) , sarà IH- 14 I ec. = 1* - 4 - 

-*(v)’=£ «■ **••- (7 )’ =$ • 

I 4 -i-2 4 -4-3 4 ...-4-^— j — — ec. , e lo spazio cercato CBMP-l= 




ax — 2 — ; — 

6<» 40/j 1 


5 e 

— ec. 


_xj_ 

\V2.a s 

928. Se x — a, si avrà la quarta parte AMBC del circolo: 
e se dallo spazio CBMP si sottragga il triangolo CMP = 
IrVla 1 -* 1 )! si avrà il settore BA1C, la cui espressione di* 

. „3* -+ec.(232). 

O A C/l 4 ' 


visa per — (605), da. l’arco BM=:#h r 


2..S-* 


2 4.5'* 


929. Sia ora Io spazio el’itico CBMP compreso tra il se- „ 
jniasse conjugaro CB = b, l’ordinata MP—y, l’ascissa CP— ‘tV 

x , e 1* arco MB : poiché si ha y~ ~ — .v* ) , ragionan* 

do come per il circolo, si trova questo spazio = — (ax— 
x* 

6a~~40a* ~~ ec ‘ ' * ® ra se s * descr i ye una semicirconferenza 
ANB'fl il cui raggio sia a , si avrh lo spazio CB'NP = «* — 

fà 407* “ CC ‘ ’ dunc l ue CBMP : CB'NP ::b.a : : AMP : ANP : 

onde la superficie dell’ ellisse sta a quella del circolo costrui- 
to sopra il suo asse trasverso b : a . Ora la superficie di que- 
sto circolo è = a x ir (606 i ; dunque la superficie dell’ellisse in- 
tera — abir, cioè c eguale alla superficie d’ un circolo il cui 
diametro sia medio -proporzionale tra gli assi dell’ellisse. Si 
vede ancora che un settore qualunque SAM sta al settor cir- 
colare corrispondente SAN poiché i triangoli SPM , 

SNP stanno fra loro : : PM : PN ::b :a . 

93 0. Per quadrar lo spazio parabolico AMP, sia AP = *, , 

PM —y, il parametro — />, una porzione infinitesima dell’ ^4^* 
ascissa = e; si troverà collo stesso raziocinio di sopra, lo spa- 
zio APM = ey/fe -4- e \/2pe -*• ey/ 2 pe* 4 - . . . c V£x=e y/fe [ I “-+- 
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Fis. lì / v\J 2 3. ì 3 — '3 2 2 

i46.3 a -*3 a -*'--* ,+ (7) a ] = * 2e * =-^*^px-~xy' 

Dunque Io spazio parabolico AMP è due terzi del rettan- 
golo circoscritto APMN , e perciò lo spazio AMN ne è il terzo . 
931. Resta a trovar la quadratura dell’ iperbola . Riferen- 
Hl- do le coordinate CP,PM (*,>) al second’asse CB , si avrà. 

y = tj[b 1 -+ **) , e fatto lo stesso calcolo che nel circolo , sarà 
J b 

lo spazio ACPM = ec - ) » con 

che si trova lo spazio AMQ. 

933. Se P iperbola è equilatera, si ha b — a , e la serie di- 
% 3 x * 

venta bx-^r-r: tt -+■ ec. Vi è dunque la stessa analogìa 

60 40 b ’ 

trall’ iperbola equilatera ed un’ iperbola qualunque che tra il 
circolo e l’ ellisse.-, di modo che la quadratura d’ una sola iper- 
bola darebbe subito quella di tutte 1’ altre . 

Q 933- Sia ora CQ l’asintoto dell’ iperbola AM > CD 1 =AD 1 = 
*4®* ni 1 , MP ordinata a CQ o parallela all’altro asintoto CO, e 



parte 


spondente ad essa verso D saià> = -^— (9 1 **)» e il prim* 


m-+e 


• CW ,m 1 

rettangolo avrà per espressione — - — , il secondo ec. 

/ I 1 

Dunque lo spazio ADMP — em * m-+2e ' 


m-r^e 


— 1 t- ec. V E riducendo in serie queste frazioni ( 334 ) , 

m -+ 4 e l 

avremo ADMP sùra^H-WH-i •*•... — ( 


•3-t- 4-+-.. 
x 


r) -1, ii( l * ’ ha ‘* +3 *" l ' 4a 

- -e*x^-f-X *-:-ec . = - 

e 3? m 3<? J 3 3 m 

• = »’ -r-»-—- — — Log. ( 1 -+^) (354)= 

V in ini 3«* / \ ni ' 


ec. = em x 


ni- 


ni* Log. s e fatta m -+• *■ = z , sarà ADMP = m * Log 

ni 

o se l’angolo degli asintoti in vece d’ esser retto sia in gene- 
rale a , ADMP =:*»* seti a Loz * (258) . 

m 

934. Se l’ iperbola è equilatera e la potenza m* = I , allo- 
ra ADMP = Logz , logarlanio naturale dell’ascissa CP — m -t- 
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#==«? ed ecco perchè chiamatisi logaritmi iperbolici quelli il 
cui modulo è I . Questo stesso spazio sarebbe il logaritmo or- 
dinario dell’ascissa CP, se l’angolo degli asintoti fosse di 
25° , 44' » 25" .* infatti chiamato A il modulo 0.43429448 ec. sa- 
rà m 2 sen a Log— — ALogz (358) , e poiché ni — 1, verrà sen a — 

A = 0,43429448 ec. che nelle Tavole risponde a 25°,44', 2g". 

935; su ^’ asintoto d’ un’ iperbola si prende una serié d’ 
ascisse in proporzion geometrica tt z:qz:q 2 z ec. , 1’ aree cor- 


FIG. 

14^. 




rispondenti ne formeranno una aritmetica -f m 2 sena Log— : 

m 

ni 2 sen a Log-- -+ m 2 sen a Log q : m 2 sen a Log — -+■ «w* sen a X 

V* fìl 

Logq ec. Onde quando 1’ ascisse sono in progression geometri- 
ca , le differenze dell’ aree asintotiche sono eguali ; e poiché la 
progression dell’ ascisse può continuarsi all’infinito, lo spazio 
racchiuso tra l’ iperbola e il suo asintoto è infinitamente grande . 
Per determinare due spazj iperbolici ADPM, ADQN nella 

ragione p : q , fatta Cl’xj, CQ =# , si avrà m * sen a Log — : 

ni 

m 2 scn aLog — ::p: q : : Log — : Log — ; onde q Log — — { Log — , 

m tn ni tn n 

ovvero Log (-|) f = Log{j£) , ed jt = V(* f rnP-<). 


ALTRE CURVE. 

o 

^U>Ltre le Sezioni Coniche , Curve di tanto uso in Geome<> 
fila , ve ne sono più altre di cui è bene il far menzione . 

93& 1 °. La Concoide di Nicomedb. Se per un punto B pre- i±n 
so fuori di una retta GH , si conducano delle rette BQM.B AD ec. ' ty ' 
tali che le parti QM, AD ec. sieno eguali, la curva MDM' 
che passa per i punti M, D ec. si chiama Concoide. Il punto 
B è il polo , la retta GH la direttrice , e prese sotto GH le 
parti eguali Qr», Ad ec. la curva mdm' è la concoide inferiore 
o la parte inferiore d’ una stessa concoide . Onde 1°. GH ne 
è 1 asintoto; 2°. Y)d normale a GH ne misura la massima lar? 1 rn 
ghezza; 3 0 . se BA></A, la curva è qual si vede alla fig. 149. ; ® 

se BA<r/A, ha un nodo End//, e allora si chiama concoide c 
annodata ; se B A = dA , il nodo svanisce e resta un punto di r r r . 
regresso in B. 3 

932 • Per saper se la concoide è curva algebrica, si condu- 
ca PM perpendicolare ad AP e sia AD = QM = a , AB = b , 
AP=#,PM —y, si avrà PQ: PM: : AQ : AB , ovvero Vt*»* — ! 4 9* 

y ):y::x — v/ ( a 2 —y- ) :b onde xy = l b -b y ) «/ ( a 2 — y 2 ) , 
equazione alla concoide superiore: lo stesso calcolo dà xy=z 
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r *' (£— j ')'/(*'—}*) per l’inferiore, e 1’ equazione è la stessa 
. . per l’annodata; e se si facesse x = AP cd y — RM , si verrebbe 

•Jr* a cangiare x in y ed y in jr , e 1’ equazione sarebbe x y — (£•-+• 

,r) — A'*); dunque la curva è algeb'icadel terz’ ordine. 

Essa può descriversi con la continua intersezione d’ una riga 
BCM mobile intorno a B, e d’ un circolo descritto col raggio 
— a, che si farà muovere in modo che il centro C sia 

sempre in HG ; basta allora che la riga passi costantemente 

per il centro del circolo. 

<38. Possono anzi formarsi infinite concoidi differenti so- 
' stituendo al circolo una curva qualunque CM e al centro di 
*00* esso un punto fìsso Q dell’asse di lei. Troviamone l’equazio- 
ne. Condotre MP , AB perpendicolari alla direttrice, e fatta 
AP = *,PM = /,CP = z,CQ = «,AB=*, sarà PQ(z-a): 

PM (y ) : : AQ ( x-ì- a — z) : AB(£) ; onde z — a -+■ valo- 

re che sostituito nell’equazione della curva CM, da quella 
della concoide MD. Per esempio, se la curva CM è un circo- 
lo il cui centro sia Q, si ha y 1 r= Inz — z x , che da xy=l > -+• 
y ) V(« l — > 1 ) come sopra: e se la curva CM è una parabola 
dell’ equazione y 1 — pz, allora y % -+■ by % — apy — apb —pxy è 1* 
equazion della concoide parabolica , di cui fece uso Cartesio 
per risolvere un’ equazion generale del sesto grado. 
j - 4 939- Il°- La Cissoide di Diocle . Sia il circolo ANB» col 

diametro AB . Se condotta la tangente QB? al punto B è le 
rette AQ a varj punti di essa, si prenda QM = AN, la curva 
MA m che passa per i punti M ,m così determinati, si chia- 
ma Cissoidi . 

940. Per trovarne l’equazione, conduco OM parallela ad 
AP, ed VP.NG perpendicolari; fatta AP = x,PM=jr, e 
AB = a diametro del circolo genitore, essendo AN = MQ, sa- 
rà AG = PB , ed AG («-*) : GN (VI**-* 1 ]) : : AP (*) : PM (jr) — 

— onde = , equazione cercata (872) . 

is/^a — x) a — x 

941. Di qui si vede 1°. che quando * = 0, anche ^=0, 
e però la curva passa per l’origine dell’ ascisse ; a*, che se 
x — i.a , si ha y=±:±a, cioè i due rami della cissoide ta- 
gliano la circonferenza a distanze eguali da A e B ; 3 0 . che 
se x — a,y è infinita, c che perciò BQ è l’asintoto della cur- 
va ec. (872). 

c „ 94‘3 - III 0 - La Logaritmica. Preso un punto A sull’indefi- 

*55* nita HG e alzate dell’ ordinate PM che abbian per logaritmi 
le loro ascisse AP , la curva BMrw che passa per l’ estremità 
di queste ordinate, dicesi Logaritmica . Sia AP — x, PM=jr, 
A— al modulo, e =2,71828 io il cui logaritmo iperbolico è 

x 

1 (361); sarà x = Aly — xle , onde y*z=e x , che dàj» = e A , 
equazion della logaritmica. Élla mostra l®. che questa curva 
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O O prp 

2 trascendente 2*. che Pascisse x t x’ della stessa ordì- riu " 

nata y in diverse logaritmiche, o i logaritmi dello stesso nu- *5ó* 
meco in diversi sistemi, son come i moduli A, A’; 3 0 . che 
quando x = 0, si ha^ = l = AB ; 4*. che se x = AE = AB — 1 , 

si ha y — EF = e A , e però se in y — e A , ad e ' si sostituisca 
EF = «, sara sempre y — a x : onde se l’ ascisse forman la pro- 
gressione aritmetica -r- 1 ,‘.5,3,4, ec. , 1* ordinate formeranno la geo- 
metrica -H- a' , a 1 , a ì , a* ec. e però la logaritmica va all’ infi- 
nito di là da AP . Ma prese verso AQ 1 ’ ascisse negative x — — I , 

— 2 ec. , l’ordinate diverranno — r ec. , cioè la curva ha un 

a 4 

ramo infinito BO di cui la ‘direttrice o asse GH è l’asintoto. 

943. La suttangcnte PT della logaritmica è sempre d’ una 
stessa grandezza: poiché condotta l'ordinata mp infinitamente 
Ticina ad MP se sia Mr parallela all’ asse e si faccia Pp —f, mr = 

» , sarà x ~+f— Al (y -*•/)— Al £y ( I H- ~)J — Afj ■+ A ^ — • 

i 1 i } \ ^ * 

~ 7-cc.J ( 347 - 354 )', onde poiché x = Aly, sarà /= 

+y òj ' 



tenze i*,* 1 ec. debbon 


^ : ma essendo i infinitesima , 1* po* 

fy 

rigettarsi , dunque = A : ma mr t 
• I 


fi 

rM : : MP : PT = ~ ; dunque PT = A , cioè la iuit ungente i sem* 
fre eguale al modulo . 

944. IV 0 . La Cicloide. Se un circolo AG giri sopra una . 
retta Aa finché il punro che toccava sul principio questa ret- 1 ^ 0 . 
ta in A, la tocchi un’ altra volta in a , questo punto descri- 
verà una curva chiamata Cicloide o Trocoide. Ella è ordinaria 
quando il circolo genitore non ha altro moto che quello della 

sua rivoluzione : ma se ha di più un moto di traslazione o nel 
medesimo senso o in senso contrario, ella è o accorciata o al- . 
lungata . Nell’ordinaria la base Aa eguaglia la circonferenza «'i‘ 
del circolo genitore; è più corta nell’ accorciata , maggiore C 
nell’ allungata . Il diametro BC del circolo genitore si chiama j c^. 
asse della cicloide quando è normale al mezzo della sua base.* ” 
il punto B è il suo vertice , e BC la sua altezza maggiore . 

945. Posto ciò, condotte MP normale a BC , e le corde . e /e 
eguali MF,OC. avremo FC= MO; dunque poiché FC= AC— f 0 o * 
AF=BIOC-FKM = BIOC-OLC = BIO, la parte MO dell’ 
ordinata MP è sempre eguale all’arco corrispondente BIO del 
circolo genitore. Inoltre il resto OP è il seno del medesimo 
arco; dunque chiamando MP (jr), BIO (#), si avrà perequa- 
zione alla cicloide ordinaria, y.— u -+• sen u . Per generalizzar- 

R r 


9 


I 
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la si farà MO = — BIO , il che conviene alla cicloide o ordinaria 
a 

o accorciata o allungata, secondo che b è eguale o minore o 
maggiore di e, e si avrà y — — u -+ sen u . La cicloide è dunque 

il 

una curva trascendente (875). 

946. Per condurre al punto M la tangente MT, immaginia- 
mo l’arco infinitesimo Mot, l’ordinata n/p , e la piccola retta 
Mr parallela ad OT tangente nel punto O del circolo genito- 
re. Avremo dunque MO = — BIO, ed «0= — Blo onde mr=z 

— Oc-, ma mi :rM::MO.OT = — — = 4 MO = BIOi 

' io, 4 

a 

bisogna dunque prender sulla tangente del circolo la parte 
OT — BIO , e condur per i punti M , T la retta MT che sarà la 
tangente delia sicloide o ordinaria o accorciata o allungata . Nella 
prima però la costruzione può farsi più semplice ; poiché essen- 
do MO — BIO — OT , si ha l’angolo TOP 2BOP (.504 . 505) = 
2TMO(5Il), onde BOP=:TMÒ, ed MT parallela alla corda 
OB , è tangente nel punto M della cicloide ordinaria . 

947. Conducansi ora l’indefinita BQQ' normale, e le Q^, 
Q'ot parallele all’asse BC : si avrà per i triangoli simili uiq : 
tfM : : Q 'Q ; Pp : : OP : P 3 ; dunque Q’Qx BP = P/> X OP , ovvero 
MotQ'Q PpoO : perciò lo spazio circolare BIOP = BQM . ed il 
semicircolo BOCB — BDAMB: ma il rettangolo AB nella ci- 
cloide ordinaria è quadruplo di questo semicircolo; dunque la 
spazio cicloidale è triplo del circolo genitore. 

948. Se il punto per descriver la cicloide si prenda dentro 
o fuori della circonferenza, la curva descritta sarà un’altra 
specie di cicloide; e se il circolo si faccia girare sulla circon- 
ferenza d’un altro circolo, la curva descritta da uno de’ suoi 
punti , sarà un’ Epicicloide . 

949. V°. La yuADUATRicE ni Dinostrato . Seia retta AG 
tangente al circolo in A si muova uniformemente e parallela- 
mente a se stessa lungo il diametro A a mentre il raggio AC 
gira uniformemente intorno al centro C verso il punto E , in 
modo che AG e AC si confondano con CE nel momento stes- 
so ; l’ intersezione continua di queste due rette dà la curva 
AMD, chiamata Quadratrice , dalla cui descrizione segue che 
uno spazio qualunque AP percorso dalla retta AG sta all’ ar- 
co circolare AB descritto nel tempo stesso dall’estremità del 
raggio, come un altro spazio AC percorso da quella retta, 
all’arco corrispondente ABE descritto dal raggio. Fatta dun- 
que AP = jf, PM —y, AB — u , AC —r, ABE =90 ° = c, si 

avrà 1°. x:u::r: c, onde m — — ; 2°. CP : PM : : CA : AG , ov- 

r 
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f — x ex 

vero r — x:y: : r:tangu , ond e y= — tang — , equazione al- 
la quadratrice quando l’origine dell’ ascisse è in A. 

ex 

950. Se sia in C, cangio x in r — x, ed ho « = c — - ed 

x f cx\ . , , x ex . s r* ex * 

y = — t*»g e - — ) =(;a 1.693) — cot — — ( m ) — — 3f t - 

— ; — — ec. perchè qui il raggio non è I ma r (22?) .• onde 
3 - 5 » 

|T 

quando x~o, szra.y = C.D —~ , e però se si conoscesse la 

late CD della quadratrice, si avrebbe subitola quadratura del 
circolo; di qui è venuto il nome alla curva. 

951. Se sia descritto col centro C e raggio CD il quadran- 


FIG* 

IÓO. 


te DLK, sarà (594) — : DLK: : r: c ; dunque DLK= r = CA. 

r* . .. ru 

Cosi PC = all’ arco LD , perchè — : KL : : r : « ; onde KL = ^3 


r — x (950)= AP, e PC = LD. 

952. Prese le ascisse negative AP', e sostituito il loro va- 
. ( r -+ x ) ex 

lore nella prima equazione, avremo >= — — — — tang — . 

che da l’ordinate negative P'M'. Quindi la curva ha un ramo 
AM' , di <ui la retta QN condotta alla distanza AQ = r, è 1 * 
asintoto; poiché fatto x — r, viene y — —2 *> - 

Ben si vede 1°. che la retta AG e il raggio CA seguitan- 
do a muoversi dopo essersi confusi in CE , formano la parte 
T)a della quadratrice; 2°. che se la curva fosse geometrica, si 
avrebbe qualunque angolo d’ un dato numero di gradi , come di 
00 0 

bastando dividere AC in P onde AP:AC:: I :m,e conduc 

fTl , 


l’ordinata J’M e il raggio CB ; l’angolo ACB sarebbe = , 

poiché x : r: :u : c:: l : m . 

953. VI°. La Shrale d’ Archimede. Si chiama così la cur- 
va CKMA descritta da un punto C che si muove uniforme- 
mente lungo il raggio CA , mentre il raggio stesso si muove 
uniformemente intorno al centro C, in maniera che quando 
il raggio ha percorsa la circonferenza intera, questo punto si 
trovi confuso col punto A. Se prolungato il raggio CA, gli 
si faccia fare una seconda rivoluzione, mentre il punto C con- 
tinua ad allontanarsi dall’origine del suo movimento , si de- 
scriverà una seconda spirale, poi una terza ec., o piuttosto 
queste spirali saranno una sola curva le cui rivoluzioni pos- 
sono accrescersi in infinito. 

954. Posto ciò, l’ordinata CM (>); raggio CA (a):: arco 
ADBN , ascissa corrispondente ( x ): circonferenza ADBNA (n - ); 
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dunque l’equazione alla spirale d’ Archimede è y — — ; onde 

1°. la curva è trascendente; 2*. passa per il centro C, poiché 
x = o dà y = 0; 3®. passa altresì per A , poiché x ~zv dà> ; 

4°. fatto x', l’equazione diventa y — a - 4 - — , e perciò da- 

T 

ti ad x' i valori che son tra o e », la spirale fa una secon- 
da rivoluzione che termina all’ estremità d’un raggio doppio 
del primo; e ne fa una terza, una quarta ec. se x — -ix -+ x'\ 
x ~ S’r *+■ x'" ec. 

955. Per condur la tangente MT al suo punto M , imma- 
gino il raggio Cma infinitamente vicino al raggio CMN, • 
descritto un circolo col raggio CM, conduco CT perpendico- 
lare a CM; i triangoli simili wrM , Al CT danno mr: rM : : MC : 


__ MC.rM ax 

CT — ; ma MC =y = — = 

mr x 


— ADBN, e C m — — ADB«; 

V X 


dunque Cn» — CM ovvero mr = — N*; e poiché (594) a :y:i 

x 


N»:Mr= 


y . N» 

, avremo 


Mr 7 ry x 

mr a 1 a ’ 


e CT = — MC = 

s 


— ; ma 0 : y : : x : OEQ M = — ; dunque la suttangente CT do- 

a 0 

vrà prendersi eguale all’ arco circolare OEQM . 

956. VII®. La Spirale Parabolica . Presa sopta un rag- 
gio CN una media proporzionale XM tra l’ arco AN e una 
retta data p , la curva che passerà per i punti M determinati 
così, sarà la Spirale Parabolica . Sia dunque AN = x , CM = j>, 
AC=«, ed avremo y — a — \/ px , equazione in cui sostituen- 
do 7r -+ x , 2t -+■ x ec. in luogo di x, troviamo che questa cur- 
va può fare un’infinità di rivoluzioni intorno al centro C, • 
che perciò è del numero delle spirali . 

957. Vili 0 . La Spirale Iperbolica. Suppongo che dal pun- 
to C preso per centro sull’indefinita CP si descrivano degli 

* archi AG,QM, PO ec. eguali in lunghezza, e che per le loro 
estremità G , M , O ec. si faccia passare una curva CKGMO . 
Questa sarà una Spirale Iperbolica ; e ben si vede che presa 
CB = AG = QM = PO ec. ed alzata BJl parallela a CP, ella ne 
sarà l’ asintoto , perchè può solamente incontrarla quando il 
raggio CM sia infinito. 

958. Sia il raggio CA = a , AN = x, CM —y, AG = QM ec. 
= £; si avrà x: b : : a :j , onde xy—ah. Ora chiamata » la 
circonferenza il cui raggio = a, e sostituiti ad x dei valori 
*r -+ x , a* -+• x . . . mx-+x, si avrà successivamente y — 

ab ab ah , , „ 

— - — >y — - — . . . . y — ; onde crescendo 1 ascissa 

■n - 4 - x * 'lx-¥x mx-’rx 

scema l’ordinata, la quale diviene zero sol quando m ò infi- 
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aita ; dunque la spirale iperbolica fa un' iafnità di giri intèr- 
no al centro prima di giungervi. 

959. Cerchiamo la sutrangente CT . Condotta Cri* infini- 
tamente vicina a CM , l’arco tnq.o CT perpendicolare a CM 
che incontri in T la tangente TM, chiamo zzrm=zi, cd 

ho y -+ i : b : :y : Or — — : ; dunque rM —b ; 

ma r»:rM : : mC : CT ; dunque i: CT = b ; on- 

de nella spirale iperbolica la suttangente e costante come nella 
logaritmica (945) . 

960. IX°. La Spirali Logaritmica. Si chiama Spirale Lo- 
garitmica la curva che taglia sotto uno stesso angolo tutti i 
raggi CM condotti dal suo centro C , cosicché la tangente 
MT fa sempre un angolo stesso col raggio CM. Questa curva 
ha molte proprietà che non possono ben dettagliarsi senza il 
calcolo differenziale ed integrale . 

961. Curve a doppia curvatura. Se sopra la curva «B si 
alzassero dell’ ordinate ST normali al piano jKC in modo che 
la relazione tra 1 ’ ascisse o archi «S = s c 1 ’ ordinate SI =s 


fosse espressa da un’equazione, la linea aQ che passasse per 
tutti i punti T, sarebbe curva in due sensi , e perciò direbbcsi 
Curva a doppia curvatura: ma poiché questa nuova maniera 
di concepir tali curve ( che per altro ci sarà utile altrove ) 
non da facilmente la relazione finita tra ree, ecco come d’ 
ordinario si concepiscono . Se sopra le curve a B , *N descrive 
con la stessa origine a nei piani D«C delle x ,y e Dall delle 
y ,z (862), si intendano alzarsi normalmente e segarsi due su- 
perficie curve, la loro comun sezione uQ sarà una Curva a 
doppia curvatura, e le curve generatrici «B,nN che scambie- 
volmente sarebbero generate da lei conducendo da ogni suo 
punto le normali TS , TV sui piani D/C , D<jH , si chiamano 
curve di proiezione , alle quali se ne può aggiungere una terza 
che si formerebbe nel modo stesso sul piano Ca H delle x ,s . On* 
de 1°. la curva a doppia curvatura non può descriversi in un 
piano: 2°. i suoi punti son determinati da due delle tre curve 
di projezione , la cui equazioni perciò esprimono la natura della 
curva e danno il modo di descriverla . Sieno cB./iN due parabole 
dell’ equazioni I. y*—px, II. c '—qy\ posto nellall.il valor di 
y preso dalla I. , verrà III. = equazione della curva 

di projezione sul piano delle x,z: dalla I. si ha j = Vi**» 

dalla III. z — y/pq'x, onde dati ad x diversi valori , se ne han* 
no altrettanti per y e per z, e si descrive la curva /jQ . 

962. Date ora due superficie curve con le stesse coordina- 
te x,y,z, se ne avrà la comun sezione o la curva a doppia 
curvatura sol che dall’ equazioni alle superficie si deducan 
quelle di due delle tre curve di projezione . Sieno date le su- 
perficie d’ un solido parabolico e d’ un cono retto die col ver- 
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WG. t j ce steSS o abbiati gli assi delle * e delle y scambievolmente norma- 

(l* y* 

li : dalle loro equazioni (867) fx — y* -+ z* , II . — — — x l -+■ a* 

( cangiato nel cono x in y , ed y in x come esige il dato ) si 

h. HI. ^ = e- 

quazioni alle curve di proiezione ( un’ iperbola ed un’ellisse) 
che determinano la curva cercata a doppia curvatura. E* chia- 
ro i°. che se la 111 . o IV. sieno impossibili o si riducano ad 
un sol punto, non si avrà comun sezione e perciò nemmen 
curva.* 3°. che se sostituito nella II. il valor di z preso non 
più dalla I. ma dall’ equazion generale d’ un piano A* H- By—*. 
Cz-*-D^=o (867), possan determinarsi A,B,C,D in modo 
che come prima ne risulti la III. , non sarà la sezione una 
curva a doppia curvatura , ma una curva semplice che potrà 
descriversi sul piano dell’ equazion determinata A* -+ Bjr -+■ 
Cz h- D — 0 . 


LUOGHI GEOMETRICI. 

CjtOstruendo 1 * equazione y* = lux — x 1 si trovò (868) che 
tie risultava un circolo: questo circolo si chiama il Luog 0 
Geometrico dell’ equazione y 1 = ‘lax — x 1 . 

963. In generale il luogo d' un' equazione é la linea deferita 
la secondo il rapporto delle x e delie y che /’ equazione contie- 

- ne , rapporto che somministra le costruzioni geometriche dell’ 
equazioni indeterminate ; dosi si^ chiamano tutte 1* equazioni a 
due variabili , e se ne distinguono *i gradi dalle più alte po- 
tenze di queste variabili. Cominciamo dal primo grado. 

964. Ogni equazione di questo genere può esser rappre- 

. . bx cm ,. 

sentata da ai — bx -e cm , cioè ^ si tratta di tro- 

l6''. varne *1 luogo geometrico. Sia AP — x la linea dell ascisse 
di cui pongo l’origine in A ; sia PM un’ordinata y che fac- 
cia con AP un angolo dato APM . Presa ora sopra AP una 
determinata AB —a e parallelamente a PM condotta BD — 
b , i triangoli simili ABD , APN daranno a : b : : x : PA = 

— ; dunque se la data equazione fosse y — —, la linea AM 

sarebbe il luogo cercato . Ma poiché il secondo membro ha di 

più Cm , le PN debbono essere accresciute di questa quantità : 
a 

cm 

perciò alzata sopra AP parallelamente a PM una AE = — e 
condotta per E l’ indefinita M'M parallela ad AN , sarà PM — 
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y — PN ■+ NM = — -+• — , onde la retta M'M è il luogo del- 
a a 

la data equazione , Se fosse negativa , le PN dovrebbero 

diminuirsi di questa quantità , il che si fa conducendo AE' sot- 
to ad AP e per £' una parallela MM" ad AN, ed MM" è il luo- 
go dell' equazione y = — — — : la parte OM corrisponde al va- 

lor positivo di y,e il suo prolungamento OM" a quello di—*; 
onde può concludersi in generale che la Unta retta è il luogo geo- 
metrico di tutte l' equazioni indeterminate del primo grado . 

96 5. Quelle del secondo posson tutte ridursi alla formula 

y 1 -+• axy -t- bx x -+■ ex -+■ dy -+f— o 
la cui costruzione da la natura delle curve espresse da equa- 
zioni del secondo grado, qualunque sia l’angolo delle coordi- 
nate. Risolvo pertanto quest’equazione, presa y per incogni- 
ta (201), e poi fatto y * ax ■+ #> trovo #’-+• (4 — — ) **-t- 

ad d x * 

le ) x -*» f = o . Or per costruir V equazione y *+ 

2 4 

-h Arf = # , supposte le coordinate AP = x , PM=.y nel 
dato angolo , conduco AB = ±d parallela a PM ( sotto AP se 
d è positivo ), c per mezzo di BO parallela ad AP ottengo 
MO=;-+^rf. Sopra BO prendo ad arbitrio BE=I, e con- 
dotta EF = £0 parallela a PM , e per B ed F 1 * indefinita BFN , 
à triangoli simili BEF.BON danno ON c= iax , e perciò MN=« • 
Ma le coordinate AP = jr,MN = « non sono in angolo tra 
loro come bisogna -, e però per ridurrele , sia BN = z e la ret- 
ta nota BF = «- ( 764 ) { si avrà n : 1 ; : z : x = — , ed u* -+• 

(* “ V ** ( f ™ *i)ì; ^ = ° • Q ni p uò accade,r *• 

che b = — , nel qual caso y x -+• axy -1- bx * è un quadrato per- 
0 % 0 * 

fettoj 2 0 . che l > — ; 3*. che sicché questa equazio- 

4 4 

ne è suscettibile delle tre seguenti forme, I. »* — gz-+ r = o, 
II. «* -+• gz x — rz — s — o , III. u x — gz ' — rz — t = 0 . 

966. Onde l°. se nella la. =gz— r=g (jo — — ) si fac- 

f* 

eia k — — = t, sarà u* —gt , equazione alla parabola (882) 

che col parametro g, coll’angolo MNC delle coordinate, e 
coll’ origine C del diametro, determinata dal caso di r~o che 


FIG. 
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dà s= — =BC, facilmente si descrive (889): a*. *e nell» 
£ 


u* . n s 
ir. a'-h£z* — rz — s = y-4-a — y — 7 


r* r 

■ — r — -7 = 0 li 

4? 1 4 ? 


167. 


faccia e* -y sark «* = r( L -^“-* 1 )’ eqUà * 
tione all’ ellisse che paragonata all’ altra (903) jr» = — ( «*— 
w*),dà^-=f,ed «* = — . onde \/(r * •+*£,) ac 

«J 

CD ed * = wV'*= *\/ (— -t- 4*) =CG, coi quali semidia- 


168. 


* £ 

metri e col centro C determinato dal caso di t — o da cui si 
ha z — ~ = BC , è facile descriver la curva (905) : 3 0 . se nella 

IH*, --a»----- S i faccia c‘ H- ~ -f 

— = t x , sarà u* = r(t* -+ *'** ~r ~ ) » equazione all’ iperbola 
4 e V 4 S ' 

il cui centro C è determinato dal caso di t—o da cui si ha 

* = — — = BC} e quanto ai semidiametri, se 4 £/>r* , para* 
2 £ ' 4 

gonata l’ equazione alla sua analoga (923)7*= -» (#* -+»*), 


avremo » 


= — v'(4F“ r* ) ed m — ^ 4r — — ) : ma se 4fx < 

2£ «’ 
r* , l’equazione di confronto sarà (923) 7* — — j- ( ** — m* ) 


1 6p. 


i;o. 


che dà t» — — V( r* — 4 g* ) » = 4 f )» onde la 

2^ "* 6 
curva si potrà sempre descrivere (92é). Che se nell’equazio- 
ne primitiva (965) manchi , si libererà ** dal suo coefficien- 
te , e si avrà un’equazione x 1 -+ ayx -+ bx "+py *+ f = .c* -h 

(•y~¥b)x-+ py-¥ q-+ (— “ ) = ° • « &«• 

* ! -t- x -+ (-7-) = »*• l’equazione «*— (—7—) *+ 

py-+ q~o sara all’ iperbola e si costruirà come la terza fòr. 
mula . Infine se manchi anche bx* , liberato xy dal suo coeffi- 
ciente, resterà un’equazione xy -+ ax -+• by — p — o , ove fat- 
to b -+ x = k , si ha yu au — ab — P — O , e fatto 7 -+ « — * , 
viene uz — ab-+p, equazione all’ iperbola tra gli asintoti : 
onde poste le coordinate AP, PM nel dato angolo APM , prò* 
lungata AP verso D finché sia AD=A, e condotta DC=* 
parallela a PM, si descriverà tra gli asintoti CQ,CK l’ ipar- 
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boia della potenza ai-+p (918.926), e sarà.QM=*-f y — z, 

QC =: b -+ x = u e QMx^C= uz — ab -+p. 1 7® • 

967. Segue da tutto ciò che qualunque equazione indeter- 
minata del secondo grado appartiene a una sezione conica , e cha 
la sua specie dipende dai tre primi termini jr* -+■ axj l>x % . 
iella formula generale. Perciò 

1°. Se questi tre termini formano «1» quadrato perfetto, 
a* 

cioè se b — — , o se non resta dei tre primi termini altro che 
4 

y* o , l’equazione apparterrà alla parabola. 

11°. Se fl> — , l’equazione è all’ellisse che per altro di- 
4 

viene un circolo quando CD = tu = CG = n — m >Jg (966) cioè 
/ = X , e l’angolo BNM è retto > allora BE*= l ^BE^-j-FE 1 — » i -t* 

~ (965) ; e poiché £ = ( * — ^-) A = t , si ha £ = — =1, 

e l’equazione primitiva diventa y 2 -¥ axy-+x % -+e» f-b dy -+f— o. 

III 0 . Se b < — , 1’ equazione è all’ iperbola quand’ anche b 

4 

«iti negativa ; e se b — 1 , 1* iperbola è equilatera . Se manca 
uno dei quadrati restando il rettangolo xy , la curva è 

egualmente iperbola; e se j 1 ,* 1 mancano nel tempo stesso, 

1’ equazione è agli asintoti. 

968. Può accadere che l’equazione proposta non sia realmente 

* Af * 

del secondo grado: tale è y*-xy-r — = a*y la sezione co- 

.4 

nica eh’ essa rappresenta, degenera in linea retta, come de* 
succedere per una parabola il cui parametro sia nullo , e eh* 
perciò si confonda col suo asse. 

969. Se l’equazione proposta implichi contradizione, il calcol* 
lo fata conoscere colle operazioni che indicherà , come condu- 
pendo a descrivere un circolo di raggio immaginario cc. 

Problemi indeterminati del secondo grado. 

970. I. Dati i due punti A e B , trovar la curva AM3 1 « j ’ 
tale che conducendo da qualunque suo punto M le retre MA, 4 
MB, P angolo AMD sia sempre lo stesso. Condotta MP nor- 
male ad AB, sia AP= x , PM=y , AB =:* , tane AMjl = t ; 

avremo (741 ) tang AMP= — , ett»fBMP = - — - . Dun- 

3 3 


Ve (2i f>)t 


x 

__ y 


a —x 

y 


x(a — x ) 


; il che dà ,y* -t* ~ • i 


S s 
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equazione al circolo (96;). Ne compisco I due quadrati e sa- 
rà (y -) -4 - (— a — x) poi divido AB in 

Mezzo nel punto F, dal quale alzo EF = — perpendicolare 

alla stessa AB, e col centro E e raggio AE = 

descrivo il circolo AMB , che è il luogo dell’ equazione ; poi- 
ché condotta LQ parallela ad AB , ho EQ — ^a — x , MQ —y — 

dunque cc. Or poiché EF = ~ , deve essere 1 ’ angolo AEF— 

AMB : infatti essendo EF ( = ~) : FA ( = 17* )::R ( = I ): 

t — tang AEF (742) ,i due angoli AMB ed, AEF hanno una stes- 
sa tangente t ; dunque condotta AT in modo che l’ angolo 
TAH sia eguale all’ angolo AMB , la retta AE perpendicolare 
sopra AT incontrerà EF nel centro del circolo cercato . 

92 *• il La data retta AB si muova nell’ angolo acuto BCA 
1 in modo che le sue estremità A e B stiano sempre sui lati 
dell’angolo dato: cerco la curva descritta da un dato punto 
M di AB. Condotta PM parallela ad AC , sia CP = .v , PM — 
y, AM — = coi ACB — coi MPB — c : avrò EP = 

tix . 2 cnxy , n*x % 

~ m , e il triangolo MPB darà (~Ó8) ~ m ~ =>*•—«-+■ — T» ov- 

, 2 ncxy n'x x . . 

vero y — ~~ m E — equazione all ellisse, poiché 

»* »’c* . „ , . , cnx 

’m*> tìF C10è 1>r Faccio = « . e P ost ® 

ti* X* 

sin MPB=f , si avrà «*-+■ — — — »* = o . Presa dunque CE = 


I, e condotta EF parallela ad AC, se si conduce CFQ, 

si avrà QM — u. Sia dunque CF = /”, CQ = z; si avrà Jf = 

z «V (f % m* \ , 

-v; dunque “**/ • Quindi 1 semidiametri 

. . 7 ' . . ‘ ' ' fm 

conjuga.ti CO e CG saranno respettivamente espressi per ~r 

e per », e poiché si conosce l’àngolo GCO, è facile descri- 
ver l’ellisse (905). Se l’angolo ACB sia retto , 1 ’ equazion pri- 
mitiva diventerà >* = —i ( i»’ — x* ) , e apparterrà a un’ellisse 

dei semiassi m , » . Quindi dati gli assi potrà descriversi l’ el- 
lisse! essendo il maggiore 2u, il minore 2b , prendo AM = *, 
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J pv. 

MB = i e muovo AB tra i lati d’ una squadra; il punto 7VI 1 
descriverà il quarto d’ellisse richiesta. 17'J. 

97.2. III. Data la parabola NAK trovare il luogo di tutti • 
i punti M tali che le due tangenti NM,KM faccian sempre 
l’angolo stesso NMK. Condotte MP , KL,NQ normali all’asse 
AQ, sia AP = * ,PjM =y , NQ = z , KL — 0 ,il parametro della 

z x 

parabola = ta»£NMK:=t, onde AQ=AT = ~ , AL = AS — 

K 1 2Z* 2# 1 

— (882.887), QT = — , LS , e attesi i triangoli si» 

Oj» x <r * 

«lili TPM,TQN, ed SPM,SLK, avremo — — x: y e 

. , PP 

1 H X U 

anche -y : u : : x— — :y, e di qui 2 —y -+■ */ (y* -+px) , u = 

— J -+V(y* -+/>*)>* -+s = 2 \/(>* -+P X ) cd uz — px. Ora 
NMK = NTQ -+ KSL (511), e perchè (741) ta»g NTQ=£ e 


2 p [u-¥z) 


•2Z 


tang KSL = — , sarà (719) t = ~ z — ~ , e posti per u ■+ z ed 


4 uz—p 


. . * , . W(y’ ■+/>*) , , . 

uz 1 lor valori , t = — — — ; e quadrando , y — 

— -~ ) — equazione all'iperbola (967). Sia x — “ — 

“jT = <p . e verrk j» 1 = f 1 [ p 1 — (f 1 ■+ I ) ] che paragonata 

con y x = { ** — to’ ) (966) e chiamato r il seno dell’ angolo 


NMK, dà m=z~ V(f*-+- l) = (697.700) P 


2 t , ed »=ó7 : 


on- 


de diminuendo le x di AC — — 

4 



l’iperbola del centro 


C e dei semiassi CD = f»,CG = », sara il luogo dell’equazio- 
ne. E si osservi 1°. che se l’angolo NMK sia ottuso, la tan- 
gente t sark negativa : ma ciò nulla cangia nell’ equazione cho 
contiene sole potenze pari di t : onde dei due rami iperbolici 
MDm.M'ài' quello soddisfa al problema quando il dato an- 
golo è acuto , questo quando è ottuso : 2°. che se il dato an- 
golo è retro , si ha r = » (699), onde la linea cercata è la di- 
rettrice della stessa parabola (270.884); cosicché due tangen- 
ti della parabola che partono da un punto della direttrice , for- 
man sempre un angolo retto . 

97 3. IV. Far passare una Sezione conica per cinque pun- 
ti dati A , C , D , B , E . Per due di questi punti conduco 
AB e dagli altri punti le perpendicolari CF , DH , GE sopra 1 4+* 
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' di essa , e poi suppongo che l'equazione della sezione conica cerca» I 

j-, ta sia ay*-+ h >*+ cx v -bdx-b fy-+ g—oe faccio AF — p , FC = #, 
AG~p’. GE = q’, AH = p", DH = q" , AB —p"'. Quando * = o. 
sarà y—o, ondef=o, e però l’equazione si riduce ad ay x -bbxy~b 
ex* -v dx -bfj~o . Quindi secondo che x ■=zp,— p ‘ , =/>"', 
z— p"‘ , si ha y — q , — — q' , = q " , = o : sicché si hanno le quat- 
tro collazioni , aq 1 -+■ Ifq -bep 1 - 4 - dp -b fq — O . • . aq‘ q' — bp q' 

-b f />'/>'-+ dp'—fq' — O. . . '-*• bp"q"-*rCp' p''-b dp"-\- fq" --O 

. . . cp'"p* ' - J rdp"' — o , cui si avranno i valori dr b,c t d,f, che 

sostituiti in ay* -+ bxy -b cv* -b dx -+ /y — o, danno l’equa- 
zione della curva cercata . Il metodo può applicarsi a risol- 
vere un somigliante problema per le linee del terzo , c del 
quarto gtado ec. 

9~4. Così si trova per approssimazione la legge di più 
quantità legate insieme con certi rapporti* Suppongo per esem- 
pio le tre quantità BC, DE, FG dipendenti da tre altre AB, 
AD, AF ; si vuole in generale una legge che unisca queste sci 
quantità. Immagino Y indefinita AF, c riguardo le sue parri 
AB.AD.AF come 1 ’ ascisse d’ una curva CEMG; suppongo eh* 
ogni ordinata y sia una funzione indeterminata A -+ B.v -t- 
C.r 1 cc. dell’ascissa corrispondente ( se le date quantità fos- 
sero quattro BC , DE , PM , FG , prenderei quattro termini 
per esprimere questa funzione ). Or giacché si ha y~ A -b 
Ba- -4 Cx‘-, faccio AB = a , BC = b , AD a', DE = l>‘ , AF = a", 

FG = i" , onde le tre equazioni b = A -+ B<» —+ Ca* ... b' — 

A -+■ Bu‘ -+ Ce ii ' . . . b ' 1 — A - 4 - Ba" — *• C<? ’<j " , con luì si de- 
terminano i coefficienti A, B,C e l’equazione approssimata 
della curva CM, ove una quantità AP dipende da un’altra 
PM , come AB dipende da BC,AD da DE ec. Tale è il Me- 
todo deli' Interpolazioni . 

925 - Con questo si ha l’equazione approssimata d’ una 
curva segnata a caso sulla carta. Basta 1°. abbassar delle per- 
pendicolari da varj punti di questa curva ( e in particolare 
da quelli ove cangia molto di concavità ) sopra una retta pre- 
sa per retta dell’ ascisse : 2°. supporre che 1’ equazióne della 
curva sia y = A -b B* - 4 * C* 1 D.r ’ cc. in cui si fanno entrar 

tanti coefficienti indeterminati quante son le perpendicolari 
abbassate : 3 0 . determinar come sopra i coefficienti A,B,C,D ce. 

Problemi determinali fino al quarto grado. 

9’6. 1 luoghi di due equazioni indeterminate del secondo gra-. 
do posson costruirsi sulla stessa retta dell’ascisse, con la stessa origi- 
ne e nello stesso angolo delle coordinare. In tal caso le due curve si 
taglieranno in punti tali che l’ordinate corrispondenti a questi 
saranno le radici dell’equazione determinata che si avrebbe 
riunendo le due equazioni in una che non contenesse altro che 
x o y. Reciprocamente se un’equazione determinata del teiz» 
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o quarto grado si divida in due che contenga»© * ed y , co* 
sicché eliminando x o y si ritrovi la data, è chiaro che co- 
struendole come sopra, i punti d’intersezione delle due curve 
avranno per coordinate i valori dell’ incognita : così Se nell* 


equazione a 4 -+■ ax ì bx x -+■ ex -+■ d — o si taccia x x ^x.py t 
sarà p x y* -+ *pxy -+■ bpy -+ ex -+■ d — o, equazione a una sezio- 
ne conica che costruita con la parabola dell’equazione x x — 
fy , taglierà questa curva in dei punti , le cui ascisse corri- 
spondenti saranno i valori di x. Quando la data equazione ha 
quattro radici reali, le due curve si tagliano in quattro pun- 
ti; quando ne ha due sole, si tagliano in due; se tutte sono 
immaginarie, non si ha intersezione; e con radici eguali, le 
curve si toccano . Perchè però s’ incontrino in un numero di 
punti eguale a quello delle radici reali ed ineguali, si prende- 
rà sempre 1’ equazione d’ una delle due curve con y alla sola 


prima dimensione . 

977. I. Date dite rette a,l>, trovar tra esse due medi© 
proporzionali x ,y . Poiché per ipotesi -rr a : x :y : b , sarà ** — * y , 
«d y x ~bx ; onde costruite le parabole di queste equazioni con 
la stessa retta dell’ ascisse , lo stesso vertice e lo stesso angolo 
delle coordinate ( che ordinariamente si suppone retto ) , esse 
daranno con le loro intersezioni i valori cercati di x ,y . 

Ma non deve in generale costruirsi un’equazione del ter- 
zo o quarto grado senza far uso del circolo, curva tanto piti 
comoda a descriversi . Che se per introdurre il circolo nelle 
soluzioni di questo genere occorre talvolta una certa destrez- 
za, vi sono anche certi casi, in cui si presenta da se. Pec 
esempio , sommando le due equazioni.** — ay — o , y* — lx~ o , 
e supposte le coordinate in angolo retto , nasce l’ equazione 
«1 circolo ** -+y x —ay — bx — o. Descritta dunque una para- 
bola AM del parametro b sull’ asse AP , ella sarà il luogo deli’ 
equazione y x —bx. Per trovar quello di *’-+/*— ay — bx — o , 
sia * — ìjb — u, e y — Ì0=t: avremo u 1 -+ z x — a x ~Yb x ), 
e condotta da A perpendicolarmente ad AP la retta AB=^<», 
e per B l’indefinita BCQ parallela ad AP, se preso CB = ^i si 
descriva un circolo col raggio CA, egli taglierà la parabola 
in un punto M tale che condotta la perpendicolare PM, le 
coordinate AP,PM saranno le due medie-proporzionali cercate . 

Supposto b — 2« , il cubo fatto sopra AP sarebbe doppi® 
del cubo (277), ciò che risolve con poco il problema della 
duplicazione del cubo sì famoso tra gli Antichi. Anzi può 

generalizzarsi questo problema prendendo b — ” per trovare 

n 

ma ^ • < 

un cubo AP J = che sia ad un dato cubo a 1 nella ragione m:ti. 

n 0 

978. II. Dividere in tre parti eguali un arco di circolo BF. 


IZ& 
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i n * Suppongo MF il terzo dell’ arco BF e oltre le normali 
*22*B0G, MPwi sul raggio AF , conduco Bw ed wR normale a 
BG . Poi fatto AP =: x , PM =y , AM = a , AO — b , BO = c , i 
triangoli simili AMP.BwR daranno x:y : : e -+y : x— b , cioè 
j* — x* -+ cy -*• bx — O, equazione all’ iperbola equilatera 967) 
che costruendosi determinerà il punto M nel quale il circolo 
e l’ iperbola si taglieranno. Ora ella può mettersi sotto questa 

forma ^ y -+■ —c ) — ( x — ^ b } = * — *b* ; dunque (966) 

se e> b, l’equazione apparterrà al second’ asse , e se e<b, 
al primo. In quest’ ultima supposizione, dal centro A si con- 
duca AD — normale ad AF, e da 0 si tiri'DC ~ ~b paral- 
lela ad AO, il punto C sarà il centro dell’ iperbola , e se si 
prenda CL = CK = i V( — c* ), e si descriva sull’asse LK 
un’ iperbola KM, ella taglierà il circolo nel purfoo cercato M . 
L’ iperbola opposta M'LM" taglia il circolo" in due punti M' 
ed M", il primo dei quali dà (£3?) l’arco T'M' terza parte di 
F'M'B , ed il secondo determina l’arco FM" terza parte di 
F'M"GFB ; il punto G non dà soluzione: ma la radice GOc: 
— c è quella per cui può dividersi l’equazione 4> 4 •+ i\cy } — 
3 — ‘ 2 o*cy H- a ì c 1 = 0 che risulta dai due luoghi y * — a 1 -+ 
x* — o ,y* — -+ ej h- bx — o. 

929- Questi luoghi sommati danno y' -+• ^Lx -4- 
equazione alla parabola. Perciò condotta dal punto A pa- 
1 2 0, rallelamente a BG la retta AD — , si conduca DC = 

y parallela ad AF , e si descriva col vertice C e asse 

CD una parabola del parametro ?Jb\' essa taglierà il circolo 
ne’ punti cercati M, Posson variarsi quesre soluzio- 

ni in molte maniere , moltiplicando le due equazioni del pro- 
blema per delle quantità indeterminate, e sommandone o sot- 
traendone i prodotti : il che conduce a delle sezioni coniche 
differenti , tutte egualmente proprie a risolvere il problema. 
Così per risolverlo coll’ellisse, bascerà molrinlicar 1’ equazio- 
ne y* -+ x % — a 1 = o , per l’ indeterminata m, e aggiungerne 
il prodotto alla seconda equazione ; si avrà y* -+ 

( rw — 1 1 x* -+- bx -4- cy — a~ m , . ,,, ... 

— — — o che appartiene all ellisse 

IH *+■ 1 

quando m > I e positiva, ed all’ iperbola quando I o ne- 
gativa. Si può inoltre determinare m con una condizione ar- 
bitrala * per esempio , se si volesse che gli assi dell’ ellisse 

fossero tra loro ih ragione di dovrebbe essere = 


— , il che dà * = --? —^7. 

f q x — f 
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9S0. III. Dividere lo spazio parabolico ACB con una ret- 
ta CM io due settori eguali ACM,BCM. Condotta MP nor- li- 
male ad AC, sia AP = x ,PM=> , AC = « ,BC = b , il para- 
metro della parabola =/>; avremo &xy -+ iy (a — *•) = ACM 

= iACB = ^at, ovvero xy -+ 3 *y — zai , equazione all’ i per- 
boia tra gli asintoti . Prolungata AP verso F e condotta F£ 
perpendicolare ad FA, tra gli asintoti FK, FA si descriva una 
iperbola equilatera della potenza ‘lab\ essa sarà il luogo dell' 
equazione xy $ay =. lab e taglierà la parabola nel punto 
richiesto M . 

Volendosi servir del circolo, poiché = ap ed y' =/>*, 

sarà x — '—— , valore che sostituito nell’ equazione xy -+• 

3*7=2 ab, la cangierà in y' -+3b*y — o£ } = o : la moltipli- 
co per y e diviene y* -t y* -tb'y =0, da cui, sostituito 
b 1 * , , , 2 a 1 

J* » ricavo * — f 3** — ■ — y — o: a questa aggiungo 

>* — px = 0, ed ho y % -+x* -+(34— p)* — “>=c, equa- 
zione al circolo. Alzata dal punto A normalmente ad AP 
una retta AD = si conduca ad AD dalla parte opposta al 
punto M una perpendicolare DC' — ^ ( 30 — f ) ( qui si sup- 
pone 3 /, r > e C °1 raggio C'A e centro C' si descriva un 
arco di circolo; quest’arco taglierà la parabola nel punto 

richiesto M ; * » PM= b [ I ■+ Va ) - - I ^ Va) ] . 

901, IV. Costruir l’equazione generale del terzo grado 
* '*—/’■*■ f ? — o. Moltiplicandola per x, si avrà a 4 ±= 

P x ~~'P* tx~0, e facendo x* ~ sy , si troverà • 

P*4 X # , 

~~ — o, che unita ad x* — ay — o , diviene y* -4* x* — • 

p'qx ' 

J\ a ) — 0 , al circolo. Orala costruzione di que* 


sta con quella della parabola x r z=a y, darà le radici dell’e- 
quazione proposta. Ma bisogna distinguer due casi relativi al 
doppio segno di p . Nel primo l’equazione al circolo è _?*-+■ 




a * 


= o, e siccome la quantità a è inde- 


terminata, può farsi a—p,. il che darà y 1 — F x* — qx — o . 
Descritto dunque un circolo sul diametro AB = q , ed alzata T O-. 
sopra AB la perpendicolare AL, la parabola del vertice A, °°' 
as*e AL e parametro^ p, taglierà il circcio in un punto M 
die determinerà l’ascissa AP , sola radice reale dell’equazio- 
ne proposta ( 3:8 . 364 ) . 


Digitized by Googld 


m 

180. 


328 

Ne! secondo caso si ha >* -+x* —y 



• facendo «~p, «i avrà k* = py ,y z -+• x* — 2 py — qx = o. 

0. Descrivasi pertanto una parabola M \M' come nel caso pre- 
10 *’ cedente e prendasi AD=p: dipoi condotta DC==itf norma- 
le ad AD, si descriva col centro C e raggio CA un circolo, 
che raglierai la parabola nei punti M , M' , M" , i quali daran- 
no MQ , M'Q' , M''Q" per le radici cercare , mentre il pun- 
to A per cui passan le curve, da la radice introdotta x = 0. 
Di questi tre valori il primo è positivo, gli altri son nega- 
tivi ed eguagliano il positivo MQ (31* ) - 

9S2. V. Trovar le radici dell’ equazione del quarto grado 
x * — p* x * -t- p , r = o per mezzo d’un circolo e d’ una 

parabola . Fatto al solito x z - py , viene y* H- qx -/>>-+■ pr — o ; 
vi unisco x*—py^o e nasce 1’ equazione al circolo x* -+ y * — 
(j X -+pr=o. Descritta dunque col parametro p la pa- 
. rabola M'AM'" che abbia AQ per asse perpendicolare ad T 
lo 2 . Ap fe p re5 aAD=/>,DC=^tf normale ad AD dalla parte m cui 

è nella figura ( si prenderebbe dall’altra se fosse negativo ), 
si troverà che un circolo del centro C e raggio V(CA l —/>**) 
taglierà la parabola ne’ punti M, M' , che deter- 

mineranno le radici dell’equazione, due positive, cioè MQ , 
M'Q'. l’altre negative. Se l’equazione da costruirsi fosse x 4 -+- 
__ p % qx ■+ p’r= o, presa al solito x* = py . si avrebbe 
y* — qx-*pr=o , equazione al circolo come nel*caso 
passato, ma più facile a costruirsi. 

983. VI. Trovar le radici dell’equazione x* - pqx -+■ 
p* rx — o per mezzo, di un circolo e d’ un’ iperboli 
tra gli asintoti. Presa xy=pm, viene *♦ — pqx x *+ f* rx -+• 

tt*y z — 0= x* *+ j»* — PI -+^= *' — ’ eqUa ‘ 

iione al circolo. Tra gli asintoti perpendicolari QAQ',P"'AP' 
.* 0 0* descritte l’iperbole equilatere della potenza pm , prendo sot- 
to AP la retta AC = ^ » e il circolo del centro C , col rag- 
gio v/( AC* -+M) • taglierà l’iperbole opposte nei quattro 
punti M.M', i quali determineranno come sopra 

* quattro valori di x con le ascisse AP, AP', AP", AP'" . 
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ELEMENTI 

DF.L CALCOLO DIFFERENZIALE ED INTEGRALE. 


9S4. $Li*E quantità si dividono in costanti ed 
in variabili: le costanti che sogliono indicarsi 
con le prime lettere a,b,c ec. , non crescono nè 
scemano; le variabili che si esprimono con V 
ultime x,y,z ec., crescono o scemano continua- 
mente. Così il diametro del circolo è una quan- 
tità costante , mentre le sue ascisse e le sue 
ordinate son quantità variabili (564), che hanno 
anche una relazione scambievole (866): se que- 
sta non vi fosse si direbbero indipendenti tra loro. 
La porzione finita di cui una variabile x o y 
cresce o scema, si chiama differenza finita e si 
scrive (J'jc ( differenza di x) o {differenza di y); 
cosicché x^tàx è la variabile accresciuta o di- 
minuita della sua differenza, e £ è il segno con 
cui si indica il cangiamento finito di essa , il 
quale avrà. -+ se ella cresce, e - se scema, on- 
de £ (.v-t-y) non significa qui moltiplicazione, 
ma la differenza £v-t-fy di x-+y. 

Generalmente $[£(*)], ec. si- 

gnificano la differenza d’una funzione <£> di x o 
di una funzione f di x,y ec. : ove per funzione 
si intende qui una quantità composta di x e di 
costanti, o di x,y e di costanti, ma tanto ge- 
nerale che rappresenta tutte le infinite quanti- 
tà particolari che posson formarsi con .v o con 
v ,y e con delle costanti . 

T c 


Fondamenti di questi due Calcoli. 
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98 5. Sia la curva CMG con le coordinate 
AB e BC , AD e DE, AF ed FG ec. ; se AB = *’ 
e BC=y, sarà AD=:AB-f BD=o:-4-(J'r = jc',DE = 
Dii-t- aE =y -+ìy — y , AF = AD -4- DF=* / -+^jc' = 
jr" , FG = F 6 - 4 -ÌG —y •+ $y —y" ec. ; dunque x — 
x—àx , x" —x — $x' , $x' — £x — (x'-x)=$($x) — 
i$x=^ 2 x: del pari y'-y=zty , y" -y = £/ , Sy' — 
ty—S ^y. Ora le quantità $ 2 x ,< ì 2 y ec. diconsi 
differenze seconde , e i’x ,^'y sarebbero le terze ec. 
ove si osservi che x è molto diverso da £*■*, 
perchè $*x è la differenza seconda di x, men- 
tre àx' è il quadrato della prima $~x. Ordina- 
riamente l’una delle due differenze prime S'x , 
$y si riguarda come costante, supponendo per 
esempio BD = Jr=DF = FI ec.: ma non potran- 
no farsi costanti ambedue, poiché allora sareb- 
be il triangolo CaE = E6G, e la curva CG si 
supporrebbe una retta . 

Solo per render più semplici i calcoli si fa costante Sx o 
Sy; del resto, o si faccia o no, il risultato è lo stesso. Sia 
BC =y , DE =>', FG —y» = jr'- 4 - by = j -+ -iby -+ Vy , ed.y — 
x 1 : verrà. h~2xSx-ybx* (090), e presa costante <J* = BD = 
DF , sarà. 5 *jr = 25 x* , e I FG = x 1 -*- 4rSx_ f-4?**. Ma se BP — 
<fx', PF = 3 .t" , avremo 5 y — 2 * 5 = 25 x'*h- 2 x$'x'-*- 
4/x'5*x' -*• 4 1 *' 1 (997) , e II. FG = x 1 -4- 4x<J*' -+45x'*-+ jr'— *- 

45 jr' 3 1 x'-*-<t z x' 1 . Ora avendosi sempre 5 x'- 4 - Sx" ^ 2Jx'-+ <f*j :'~ 
BP - 4 - PF = BD _+ DF = 2Ìx , se questo valore di 25 * si pon- 
ga nella I., verrà esattamente la II., onde la I. ove 5 * è co- 
stante, non differisce dalla II. ove non lo è. 

986. Dall’ equazioni y =y -4- ty , y'—y -+■ » 

y" r=.y" -+■ ly" ec. , $y' = $'y , ty" = $y f - 4- $ ~y , 

Fy =y~y-i-$’y ec. , si ricava facilmente che pre- 
sa S'x costante, all’ascissa = x -4- S'x corrispon- 
de l’ordinata y—y-^^y, all’ascissa x" = x-+o.$x 
corrisponde l’ordinata y" =y-+ 2$y - 4 - à z y , all’a- 
scissa x'"=x-+$$'x corrisponde 1 ’ ordinata y"~ 
y-*- 3 ^ y~+ Py ec., ove * coefficienti dei ter- 

mini son quelli delle varie potenze d’ un bino- 


/ 


Digitized by Google 


( 


**• 33 1 ■** 

mio* dunque in generale all’ascissa x -+ nJ.v cor- 
risponderà un’ordinata V —y nty -t- n ”~ x 3 'y-+ 
S ; y-hec . , teorema di cui può farsi un 
buon uso per sommar le serie. 

Se 5 ,*, 5 y divengano dx.dv (1005), e si supponga ndx — ±z * 
quantità finita , sarà ( 266 . 2Ó9) n — so = n — I —n — 2 ec. = 


FIG. 


dx J Hx 


a-d'-y a , d , y 
H ±= — , 1 -f ec. , nuovo teorema 

i idx » 2.3ÌJP* 


di cui parleremo altrove . E' chiaro che a può anche suppor- 
si infinitesima purché allora si riguardi dx come infinitesima 
del second’ ordine < 


987. Che se sia ora IH=cj,FG = 'y, DE = 
"y,BC—"'y ec. premettendo l’accento per indi- 
care il progresso dell’ ordinate all’indietro, avre- 
mo = G6 = £ "y, E a — ì '"'yec.; ond ey-fr'y 
— ’y,'y -S' "y =' r y, "y - b "’y — "y ec. , e però y = $ ’y -+• 
'y—à [y-^ì "y-^ 'y — 'y-t-f 'y-+^ "y *+ m y ec. — 
"y~*'"y ec • )» altro teorema importante da cui 
si ha che un’ordinata y o in generale una. fun- 
zione qualunque di y è sempre la differenza del- 
la somma dei termini che la precedono. Dun- 
que i°. lo spazio Hi, l’arco H/z ec. , tutte fun- 
zioni di y come vedremo, son la differenza del- 
la somma degli spazj Gl,EF ec. o degli archi 
GH,EG ec., ovvero d’uno spazio qualunque 
CI o di un qualunque arco CH ec.: 2*. suppo- 
sta costante cty = } y = $• ••y ec. =• i , sarà y = ${y~ 
i-+y- 2-4-J-3 -4-ec.): in tal caso se x è fun- 
zione dij, laserieec- '”x , u x , >x , x , x' , x " , x"' ec. 
si scrive da molti x a , x t , x 2 . ... x y _ 2 ,x y _ l ,x y , 

x y _^ x , x y + 2 ec * : n °i non useremo questa notazione. 

988. Come il cercar la differenza d’ una va- 
riabile dicesi differenziare t così il risalir dalla 
differenza alla variabile stessa chiamasi somma- 
re o integrare ; e come la differenza si indica con 
così la somma può indicarsi con onde r$x, 


é 
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rS'x ec. vuol dir la somma di cui $x o y x son 
la differenza. Ma qui si rifletta i*. che tanto è 
a-a&x che atrìx perchè l’integrazione non riguar- 
da mai le costanti; onde se cbrsia costante (985), 
si avra rà‘x~2'x<ri ec.: sì °. che Sx tanto è diffe- 
renza di x che di ,r±a, giacché a essendo co- 
stante non ha differenza, cioè non cresce nè 
scema (984); onde l’eguaglianza della differen- 
ziale di due variabili non prova già che le va- 
riabili sono eguali, ma solo che posson differi- 
re d’una costante, la quale sparisce differenzian- 
do , e poi si supplisce sommando coll’ aggiunge- 
re alla somma l’indeterminata C ( costante ) da 
determinarsi secondo le circostanze: così <rS'x = 
jr-fC, -4 C ec. Tra poco faremo sen- 

tire anche meglio la necessità e 1’ uso di quest* 
aggiunta: passiamoal calcolo delledifferenze finite. 

989. Vogliasi la differenza finita di a'-^-bx 
•4 cy -fz =z u ; avremo (9S4) u-+è'u = a z -+bx dt />< 5 àr -4 
cy^±c$y -fz^xfh.=zu > , onde u'-u~ bu = =± bSx r± 
cty . Dunque all’opposto <r (/?<$* -+c$y-fèz.)= 
bx -4 cy — fz -4 C . 

990. Sia da differenziarsi x" = ir, avremo 

u -+S'u — ( A'=± , ed u'-u = J'u = ^£nx”~' dv -4 

n a -* -1 àx '^tn . x u ~ i Jjr ; r± ec. : così ^(a") 

= 2xJx-+frx* , < 5 '(a: 5 ) = 3a ' 2 (J'A , -4 3A'J!v I -f £x } , ec. Dun- 
que <r(rt nx"~' ìx -4 n . ~L a *" -1 =£ ec. }=.*•“ -f C. 

Sia £x costante e i°. n=i; dunque ^^=(988) 

Ja-cti =*, e 2*. n = 2 ; dunque cr ( 2 JC &-4 

£x~ ) a$'x<rx ■+ (J'a’Vi =x" , e o’a , = ^ — ~ :3°.n=3; 

t . 

dunque r(3* ,= J'A’ -4 3 a , ^a , '-4 Jx 3 ) — l $Jx<rx z -h$<?x'’<rx -4 
Jx'iri ~ x 3 , e c.v 4 = -J- - — -4 ^ ec. ec.: ondo 

2ÌX 2 • 



se eTv = i , verrà <r\=zx ,<rx = l(x z - v ) , trx * =t J - 
i* -+£.*, ec. ec. E nel modo stesso dalle seguen- 
ti differenze dei rotti, dei radicali, delle fun- 
zioni circolari ec. si otterranno le respertivc som- 
me che lasceremo ormai di notare, bastandoci 
di avvertire in generale che per aver le somme 
bisogna rifletter molto sulle differenze. 

991. Si voglia la differenza di ~ '—~u ; a- 
vremo u -+ Ju = ~~ ^ — n' , onde u' - u — Ju = 

- 4- *»)* *-» (<-*-*)$*» __ ±= ( oax -+ x' ) Sx 

(a- hx)'-±=(s-+#)ìx (*-+xy±z{a-+ x )te'+ 

jZ^^sx» cioè riducendo in serie questi rotti 

(324) e sommando le serie, Ju=— 

_jw_ 

(«-**)* ~ i ' (.-*■*)* CC ’ 

992. Sia da differenziarsi v/Ot-f#) — u ;avremo 
u-+Ju=z\/( a-hx^x ) = u', onde u- u — Ja — \/(a-+ 
x ^Jx)-y / (a-ì-x): ma (182) \/(a -+x^± <fx)=(a ■+ 


=fc 




ÌX 1 


3 ( «■+*)* S («-+*)“' 


s ec.; dunque 


j. 1 

■ a - * Sx 


t» 




x) -+(*-*■ x)=t 52 

- -1 2(*-*-*)* 3 .(a-+*)* 

~ -^‘CC. Del pari . . . ; 

Sia-i-x ) 3 V * J 

V( mx- ¥ x' ±: X fx)~ <J{ ax -4- «» 1= aSx ir \ . N . , 

; ~yRt^) > Cl0e rid “- 

cendo in serie i tre radicali (182) e poi il rot- 
to che né. risulta (324), Ju = — —J!iì _ 

' 2 X* ( MX 

4 3— — cc. 

** < ax -+ x i ) 2 ' i<S.v ( tt r -*■ *») a 
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993 Sia da differenziarsi senx e cosx. Sup- 
posto x -+■ Jx — z , senx -+J(sen x ) = seti zecosx-h 
Jlcos x) — cos z , si avrà <f( se nx)—senz- senx =z 
(^09) 2 sen~cx cos(x -*-{Jx) e £(cos x) — cos z-cosx 
= (?o(})-2sen%Jx sen(x-+éJx) . Si troverà nel 

modo stesso (709) s(tangx)~ -—7":-— ,7 e 

, V /«• 

2 [COI X) tta x sen(x-+tx) • ■ ' - 

• Anche in nitro modo posson differenziarsi fé»* e cos x. Poi- 
ché fatto sen x — u, avremo u -+■ tu = re» ( * ±= ix ) 1= W , onde 
u ' — u = Su = sen ( x +- ix ) — sen x : ma ( 703.704 ) sen ( ) — 

Jx* tx * 

senx cos tx ±= sen tx cos x, e sen ix — tx — — -*• — ec-, co; «? 

-■o ì'otS 

ly ^ 4 

-+■ ec. (727); dunque <T« = — sen x -+ sen x 

2 2 3-4 

( jv* ' \ f \ 

I - — h ec. J ±= cos x ^ tx — f — — i- ec. J — ±: tx cos x — 

*£sj*ì i^tjSsenx^ ec Drf pari Yolendo la 

a 2.3 2.34 

differenza di cos x — u , verrebbe tu — coj(x±=tr ) — cot x 

xx. — cos x ■+ cos x (1 — ~ ec. ) =F sen x ( tx — - ec. ) = 

=F I* sen x — ±lx 1 cor x ±= -i-ftr 3 re» * ec. 

994. Sia da differenziarsi Ix — u, intendendo per l il lo» 
garitmo naturale di x ; avremo «i-W» =/(**=**) — 

onde w — u — iu = l[x±:tx ) — /#=/ ^ 1 ±= ~ ( 35 ^) 

tx tx 1 tx * 

; ±= — ec. . 

•-X 2X 1 - - 3*’ 

995. Vogliasi differenziare una quantità con esponente 

variabile o l ’ esponenziale a x — u\ avremo u-+Sux=a 

x±ztx - , » x±=-tx 

— *' , onde #' — u x. Su xx a —a : ma ( 150)* 

^a M .» ±=iX ed o ±:,J '=it *»/#•+ ±= ec: {360) ; dun- 
que = — a' -*• 0* ( 1 ±= f* la - 4 * /*<» ±= ec. = ±= «''*/<» -+■ 

±u"3x i ru ±= ec. 

996. Con egual facilità si differenziano i 
prodotti di più variabili x ,y ec. Ma si osservi 
che se x cresce mentre y scema, dovrà sosti- 
tuirsi all’uno A--W.V, all’altro y~ìy, e se sce- 
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mino ambedue nel tempo stesso, ad ambedue 

si sostituirà x-3x ,y-3y ( 984 ): noi supporremo 

che nel tempo stesso crescano ambedue. Voglia 

differenziarsi xy=zu- f avremo u-»- 2 u = ( x-+ 3x) 

(y~bsy)= xy -+ x3y -+ysx -+3x3y —u , onde u>- u = 

iu=xìy l +yix •+ $X3y. Così si troverà 3 (ax* -*-bx*y-+- 

cxy -+ my ì -+ ex 2 -+fxy -+ gy*-±hx -+ny-+k) = ($ax z -+ 

2 bxy -f cy^~ t- zex - +fy ■+ h ) 5 X h- ( 30 ^- 4 - by - 4 - e ) 3x* -+• 

a3x -i-(.bx 2 ~^2cxy-+ ^my* -^fx-b zgy^-n) zy-+( cx ~i- 

3 m y-+g) 3y- \r msy ’ -+ ( ibx -+■ 2cy-+f) 3x3y -t- b3y3x*-+ 

C3x3y 1 . Così 3 (— ) = __ SL—jto.ZJ'12 = ( n 2 A \ 

\yj y-¥iy y y x -+ yty '3 4 ) 

ytx - xsy _ (jw» — xysy * ) 

7? cc. 

997 . In fine vogliasi la differenza seconda , 
rerza ec. di supposta 3x costante ( 985 ): la 
prima differenza è nx'~' 3x -+ n. >**-*•«. «- 1 

« «_ J 5 


*— a v* 

"3 

var le 


- j, " a . 

3x 3 ec. ( 990 ) , e tutto si ridurrà a tro- 
differenze di , x M , ec. Ora 
* . K*" - ' ) = (n- I 1 

(n - 1 ec. che si moltiplicherà 

per n3x: 2 °. 3( x*~* ) = ( n ~2 )*"“* 3x h- (n - 2 ) 
ec, che si moltiplicherà per n .^-3x 2 : 
3 . J ) = (n- 3 )Ar"“ 4 ^ ec. che si moltipli- 
cherà per n -^p£,v J ec. Fatte l’ operazioni, 
la differenza seconda sarà n(n- ij *•"“* j X 2 -+ n (n — 
1 ) ( n - 2 ) **“* ìx l ■+ n . . -L-ra lx * - 4 a * 4 ec. , e 

col metodo stesso si avrà la terza, la quarta ec. : così 
essendo 3(x ) = & x 2x -*• 3x* , sarà <ì 2 (.*'):= 23x* ; ma 
non prendendo costante 3x, si troverà 
2ìx* (2x-+ +3x-+ ì*x)ì 2 x. Nella medesima ipo- 
tesi di Sx costante, si troverà chi la differenza 
seconda di xy ( ricordandosi che $y diviene fjy-f» 
3* y ) è 2 ìxày -+ xà'y -+ 2 S'x^'y . 

^.Riguardo alle finizioni (x),f(x,y) ec. (984) . pol- 
ene la duterenza di qualunque funzione di x , di y ec. è come 
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*i è visto finora, una nuova funzione ai *, dr ; ec. molti- 

J licata per Sx , per Sy ec. .avremo ì [?> (af)]=** P ' (*). <r [/(^J')] = 
(*,>)/'(*, y) ec. ; del pari t* [ Q (* ) ] = tx* <p"(*) presa 
tx costante ec.‘ ■ • 

Prime Regole de ’ due Calcoli . 

999. Una grandezza variabile G ha per Zi- 
mite un’ altra grandezza L quando G o sempre 
crescendo o sempre scemando può accostarsi al 
valor di L indefinitamente o ad arbitrio , sen- 
za poter mai eguagliarlo di fatto (59^) : cosl 
se G accostandosi ad fi giunga a differirne del- 
la quantità, w, sarà G=n-w, e tanto piu si 
avvicinerà G al valor di n quanto piu sceme- 
rà u; cosicché se divenisse « = o, si avrebbe 
realmente G = fì; in tal caso si chiama il li- 
mite di G, 

Onde 1 per avere il limite d ’ una grandezza bi- 
sogna fare zero la differenza tra essa e la grandezza a 
cui sempre si accosta : 2 °. accostandosi G alle gran- 
dezze L, A fino a differirne delle quantità Z,A, si 
avrà G =L — l , e G=A— A , onde L.- 1 — A— A , e fatto 
l = o t A = o, saranno L,A due limiti di G, e 
verrà L=A, cioè i limiti d’ una stessa grandez- 
za G sono eguali : 3®. Se le grandezze G , r con- 
servando tra loro la stessa invariabil ragione m: n, 
si accostino ad L,A fino a differirne delle quan- 
tità /, A, si avrà G=L ~Z, r = A-A, ed L-Z: 
A — A : : /72 : : G: T, cioè se G ,T si accostino pro- 

porzionalmente ai limiti L,A, le grandezze e i 
limiti staranno tra loro nella stessa ragione: 4 . una 
grandezza G continuamente accostandosi al limite 
L, può riguardarsi ( se basti una certa approssi- 
mazione ) come eguale ad L quando è giunta al- 
lo stato che o immediatamente precede V eguaglian- 
za perfetta 0 ne e anche un poco piu remoto, con- 
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seguenza che talvolta ha luogo nelle stesse Scien- 
ze Matematiche, come nella somma delle serie 
convergenti (343): e ne ha poi moltissimo in 
tutte le scienze fisiche : 5 0 . poiché la grandez- 
za G si può tanro accostare -al limite L da 
giungere a differirne inassegnabilmente , ciò che 
si dimostra di G sarà dimostrato anche di L. 

1000. Ora il Calcolo differenziale è il metodo 
di trovare i limiti della relazione tra le differen- 
ze delle quantità variabili : il metodo inverso 
che consiste nel risalire da questi limiti alla re- 
lazione stessa delle quantità, si chiama Calcolo 
integrale. Alcuni esempj renderanno chiare que- 
ste nozioni . 

1001. Condotte nella curva AMw l’ordina- « 

te PM,pm, la corda mM prolungata in S, ed 
Mr parallela ad A p, sia l’arco AM = s,Mm'm = 
ès, AP — *• , PM , Pp — Mr= J* , mr = Jy , onde 

è chiaro che — ^ tx , 

e che quanto più m si accosta ad M, cioè quan- 
to più scema tanto meno differiranno tra * 

4 * 0 s 

loro quelle due ragioni; dunque la ragione^ è 

il limite dell’altra (999)* Similmente 

condotta ad M la tangente MT, i triangoli si- 
mili MPS, mr M danno ~ ^ ^ ; e poiché 


MP 


ty 


r- ~ , sarà ^ > — , e quanto piU m si ac- 
costa ad M , tanto meno differiranno tra loro le 
due ragioni ^ , ~ ; dunque l’una è il limite dell’ 

altra, e per determinar la prima basta trovare 
una nuova espressione del limite della secon- 
da: così se AM/71 è un circolo dell’equazione 

Vv 
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' y*=2 ax-x* (<64), presa la differenza (0O0) 2 
ty' = zalx-zxix-»x', sarà £ = ove 

quanto più scemano $x,ty, tanto più la ragione 
y- si accosta a quella di ^7— = dunque 


j> 

«r* 

a — x 


184 .^” è i! ,imite di è’ dun( l ue (999) jrf = 


2J 


MP _ y 


= — e però PT = ~J~ X » come già si sape- 
va (564). 

1002. Per convincersi poi che Sy,ix anche 
divenendo zero, serban tra loro una ragione, 
sia $y = c? - x' % dX—a — x , e si supponga x = a: 
in tal caso si avrà fy — o e £x=o; eppure in- 

r y -* v* 

tanto T - = — a -+x = 2 a . Similmente se nel 

òx a — x 

triangolo PBE sia PB = a,BE = £>, e sull’ascissa 
45 - BI = * si conduca l’ordinata IG=jr parallela a 
BE, si avrà PB (a):BE (a-*): 1 G (jp), 

onde ay— ab~bx ; e prese le differenze, osser- 
vando che 1’ una delle coordinate scema mencre 
l’altra cresce, sarà =f aty = =tb$x, ovvero a$j~ 

L 

bJx , e però — = - , cioè le differenze Sy,$x an- 


che annullandosi , come avviene in Gl, conser- 
van tra loro la ragion costante b:a delle quan- 
tità primitive y,a-x a cui appartengono. Ta- 
le è l’idea che bisogna farsi del calcolo diffe- 
renziale . 

1003. Quanto all’integrale, egli è l’oppo- 
sto del differenziale (1000) ed ogni integrazione 
esige l’aggiunta d’una costante (988). Per dare 
anche di questo un’esempio, sia OD una linea 
retta o curva con due coordinate HC = ^,CD= 
y in angolo retto, e presa Cc = fx , si conduca 
l’ordinata cd=cr-*-rd—y-+fy; è chiaro (987) che 
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10 spazio Cd sarà la differenza di qualunque 
spazio corrispondente HD, l’arco Di di qualun- 
que arco corrispondente OD, la superficie de- 
scritta da Di della descritra da OD nella rivo- 
luzion della figura sull’asse HC, il solido gene- 
raro da Ci del solido generato da HD ec. ; co- 
sicchèsommatesecondo il bisogno queste differenze, 

11 calcolo integrale determinerà la quadratura de- 
gli spazj , la lunghezza delle linee e la dimensione 
delle superficie curve, la cubatura dei solidi ec. 

1004. Supposta dunque per ora OD una ret- 
ta , sia PH=a e Ja normale HO = 6; avremo 

perciò a : b:: a -1- j = , onde differen- 

ù 

'è* Vtpt t • • 

ziando, $ = — , e Io spazio differenziale Ci = 

Cr ■+ Drd —£x Xj>h- S — K -^ = l(aix-+xSx -h^Vi 

quindi per aver la quadratura di uno spazio cor- 
rispondente HD o PCD, bisogna integrar quest* 

ultima equazione: ma <ra$x—ax e t ( x S'x •+ — ) = 

12 

(990); dunque l’ integrale completo con l’ag- 
giunta della costante sarà <r(CJ) = ^( -+-C. 

Ora come 1 ’ area del trapezio HD è diversa 
da quella del triangolo PCD, così la costante 
C avrà nei due casi un diverso valore: infatti 
il trapezio è nuIJo quando l’ascissa è ridotta 
al punto H, cioè quando a'^o; ma il triangolo 
è nullo quando l’ascissa è ridotta al punto P, 
cioè quando x-ba~ o ovvero x = -a- t dunque 
supposti nulli i due spazj e sostituito nell’inte- 
grale il doppio valore di x» verrà i°. o = o-+C, 
e però C = o; 2*. o = ~b(a - ia e però 

C = £; onde »• (Cd ) = a -+ £ )= i(6-y )r , 


Digii 
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coinè ben si sapeva (603) e <r(Ccf) = PCD = 
~( a " + " 3 ") ' + ‘^ = *y^ a ~ lrX } > corae P ure Sl sape- 
va (601). Tale è l’idea che bisogna farsi del 
calcolo integrale. 

1005. Ciò supposto, si è convenuto di e- 
sprimerc con ^ il limite della relazione o ra- 


gione 

y y x: 


^ tra le differenze prime delle variabili 


con yl o 1 limiti delle ragioni ~ o 

d x dx v s ” 


S*x 


Hi 

tx % 


tra ie lor differenze seconde ec.; e i termini dy , 
dx del limite ^ si son chiamati differenziali del 
prim 1 ordine, i termini d~'y , d*x ,dx z dei limiti 
differenziali del secondi ordine ec.; onde 

differenziar le quantità significa ora cercare il li- 
mite della ragione tra le lor differenze; e dìcesi 
quantità ed equazione differenziale quella che na- 
sce dalla differenziazione. All’incontro il carat- 
tere o segno / posto avanti ad una differenzia- 


le, indica somma o integrazione . Del resto rool- 
'ti Geometri a cui piace di abbracciare sotto il 
comun nome di Calcolo Infinitesimale i due Cal- 
coli di cui trattiamo, concepiscono una varia- 
bile aumentata o diminuita d’una quantità in- 
finitamente piccola dy o dx , c chiamano dy,dx 
infinitamente piccoli o infinitesimi del prim' ordine , 
a'y ,d z x , dx* infinitesimi del secondo ec. , riguar- 
dando intanto 1’ integrazione come il ritorno 
dagli infinitesimi ai finiti. Altri danno a dy, 
d\y,d’y ec. il nome Ai flussioni del primo, *e- 
condo , terzo ec. ordine, e chiamano fluenti le 
quantità che si ritrovano col calcolo integrale. 
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Queste idee ed espressioni, benché poco esat- 
te, sono assai comuni, e noi non lascieremo di 
farne uso dopo aver derivate dai fondamenti già 
stabiliti le prime regole dei due calcoli nelle 
quali supporremo tutte le variabili crescenti, 
giacché in caso diverso si sa come bisogna con- 
dursi (996) . 

1006. Abbiano veduto (999) che il limite 
d’ una ragione si ottiene col fare zero la dif- 
ferenza tra essa e quella a cui sempre si acco- 
sta. Dunque 1*. per differenziar b z -+ax = u, si 

avrà Ju=aS'x (989) , onde , ove non essen- 
do differenza alcuna, sarà a il limite di — , e 

j . • . 

però anche a, « du = adx. Quindi per diffe- 
renziare a ~ J rbx->r cy ~fz = u , sara (989) ^ = 6 h- 
1 ma ~ divenendo anche ^ e ~ deb- 

ix Sx ox dx Sx Sx 

bon divenire dunque ~ =&■+ , e 

dx dx 1 dx dx dx 

però du — bix -+ cdy -fdz , cioè le variabili al pri- 
mo grado si differenziano come nel calcolo delle 
differenze finite , sostituendo ad esse le lor diffe- 
renziali e scancellando le costanti se vi sono. 

1007. Dunque 11°. per differenziare x 9 =:u, 

avremo prima <^r-4-n . ec. 

V|. 

(990), onde — =znx*~ l -hn.ì=ix n - !l ec.,e poi 

fatta $'x = o , verrà. ^~=nx n ~ t e du = nx*~ l dx cioè 

si differenzia una variabile a qualunque grado di- 
minuendone l’esponente d’ un’ unità e moltiplicando- 
la per il prodotto dell’ esponente primitivo nella sua 
differenziale ; così d(x z )= 2 xdx ,d(x 3 ) =3 x*dx cc. 
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1008. Da ciò siraccoglie che d[ \/(a.-bx)'l = 

J. , 

d( a -*• x V = — — x , come può dedursi anche 
v avi'* - *’*) 

dalla dottrina dei limiti (092); d[ -+./) ] = 

d(ay+y' ? = e in generale 

** ) ] = — — — — , cioè 5/ differenzia un radi- 

m\/{ax-+x ì ) m ~' . ' ». .. 

ca/e de/ grado m dividendo la differenziale della 
quantica sotto al segno per il prodotto dell ’ espo- 
nente m neZ/a radice m di questa quantità, alzata 
alla potenza m — I . 

1009. Dunque III*, per differenziare xy = ti, 
si avrà, prima dii = xSy -vy$x -+ty$x (996), onde 

=y-+ Sy t e poi fatto fy =0, verrà d —~d-z=.y t 

e du— xdy -f ydx , cioè si differenzia un pro- 
dotto di variabili sommando i prodotti della diffe- 
renziale di ciascuna variabile per tutte l’ altre: 
così d(z<px) — tpudz-t-zwdtp-i- zcpdu-, d{x}y ) —syx'dx-h 
x'’dy, ec. 

1010. Dal che segue che volendo differen- 
ziare — = 11, si avrà x — uy ,d*= — -t-jyiu edu — 

y y 


..*él (9^6) cioè si differenzia un rotto pren - 

àrido il prodotto del denominatore per la differen- 
ziale del numeratore , sottraendone quello del nu- 
meratore per la differenziale del denominatole , t 
dividendo il resto per il quadrato del denotninaiore : 

cosi d{-) = ’ d v ~i 

— —, come risulta ancora dalla consueta 

2J Xy/{ax-+x*) 

dottrina dei limiti (991.992) ec. 

101 1. Dunque IV. per differenziar senx e 
cos x , facto nelle formule (993) dir infinitesimo. 
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svanirà S~x in confronto di x e senàx si con- 
fonderà con l’arco ( 707 . li); dunque d(senx) = s 
dxcosx , e d ( cos x ) = — dx sen x , cioè si differen- 
zia il seno o coseno d’ un arco moltiplicando la 
differenziale dell arco positiva o negativa nel suo 
coseno o seno respetiivamente . 

* Parimente poito sen # = « , verrà prima ( 993 ) 5 » =: $x cos X— 
òx senx bu Sx sen x 

a ec - onde fa — cotx — - — ec. , e poi facto lx—o, 

Verrk S = " f ^ e du — ‘H*e»x ) — dxcosx-, e d(cotx) = - 

dx stn x ( 993 ) ; Cosi d(sen m x) sa m se»"-' x dx cos x { d{ sen mx )=s 
tndx cos tnx j dycos mx) — — rtidx stn mx\ d sen x cos x j^szdx cos*x mmm 

dx stn * X = dx cos 2X ( 7 C 5 ) ; d y/ ~d,cos±x) ( 705 ) = 

— \ixstn lx ,d[yl( a'-b Stnx) J = </(„*_ b senx)Ì~ 
— bdx coi x 

0 — iT«T£) eC ' : * s! osservi chc se >1 raggio non fosse 
X ma avrebbe sempre luogo la regola data altrove ( 695 ). 

1012 . Dal che si ha 1 °. d{ tang x ) =z d =(i 0 j 0 ) 
dx cos'x -+ dx stn'x ,, dx * » 

_/;*•* »«•*' *’■ i{, 0 ,x) = J v.„r* - 

m r x.~ùS?i— , ‘ t 0>ZSni‘ S* *('«*)=<(- ( '-)= . . . 

52?- »“-(■:==)= 

tangente ec., sarà 1 . dx—d(orco il cui seno l p) = 
d(senx) dp _ < Jt \ 

cosx ~ y/li— p 1 2 • ^ x — d{arc.cosp ) = — — — 3 
^ • r j senx 

— d p Q _ 

VII-/ 2 )’’ 3 ’ dx — d{ < a rc. tangp) = cor*x.d (tassgx ) = 
d(taugx) </p 

1 - 1 - T i -f-p* : 4 ° - — d[arc . cotp) = — sen*x.d[cot x)~ 

T+xrir = ri 3 •• 5". *> = 4 m. «,) = ««o 

d (secx) ,/p 

'«■«VUrc 3 *— jj“ pv'^'-F] ! 6 °‘ Jx — J ( are - coste p ) ^ 
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— uh x .d[ ctsecx ) — d ( coste X) — dp 

cot x couc x V (cosce* x-~ ■ l) 


d ( un V X ) dp 

un X y/^P—p*) 


8 *. dx = 


**. dx-d(arc.stnv.p): 

,, —dp 

d (, lire, cot v.p ) — — -77— "1 \ 

cot X V ( 2 p ~ P ) . . 

1014. Dunque V”. per differenziare Ix — h , si avrà prima 

(994) Su =j -^ ec * ° nje ii == i'“S'* * c ” e poì fatto 

tx =0 , verrà ~ = — , e du = d[ lx ) — — , cioè si differen - 

sia il logaritmo di' una variabile dividendo per essa la sua dif- 
ferenziale ; e poiché si ha dx = xd ( lx ) , è chiaro che la dif- 
ferenziale d' una quantità x è il prodotto di essa nella differenzia- 
le del suo logaritmo , il che dà un nuovo metodo di differen- 
ziare. Si noti ancora che per un sistema del modulo m, si 

avrebbe d{lx) = — — ; ma noi parleremo dei soli logaritmi 

ndx 

naturali il cui modulo è I: «osi </(/*" ) — d [nix )= — i 

’-Z xJZ 1 <« 7 ) =’-~^ ■’ *1 >1= 

</(«! /x)=(loll) — dlxsenlx — — ^ senlx ec • Del P ari vo " 

tendo differenziar potenze di logaritmi » *i troverebbe </U •*■)— 

(1007) rnl m -'x. — id[x m l' , x)=i (1009) wix"-' dx l ' *■+**"-' X 

/«-'* — x»- « dx /*-' x(u-t-mlx): e per differenziare un 
logaritmo di logaritmo come //*=x«,si farà /* — e e sara 

! . dt _d[lx) dx 

Ux = It = « , onde </*_-=- — j ^ • 

loie. Dunque VI°. per differenziare = si avrà pri- 
a*tx*l*a . Ih *, 

ma (995) SU = a x lxl*~+ — — «c. , onde — — a la -r . . . . 

— ec . f e poi fatto Jx = o , verrà ^ = o x la e du = o x dxla : 

onde se sia X *-/ 2,2 1828 18 (361)=//, cioè se si chiami * j* 
numero il cui logaritmo naturale è 1 ,sara d (e )=s:e dxle — 
e x dx ; d{ e~’ x ) = - n>'~ mx dx ; e d{ e lx ) = dx (361) • Del pari 

d{x y )z=(lol4)x y d{ylx) = x y idyl.;+ y ~h e per differen- 
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ziare gli esponimi aU di second' ordine , come x y% =„, Sl 
,%=xte sara * y == x* — u , onde x*d{tlx) = x y d{ y r l x ) = 

x L y% ( Jzlylx -*■ — ) -*■ ~] = x r y(dz/x/j+ *± l ±-+ 

dx\ , v y 

-);s* *=?=*, sark d{t‘ )-/ e'dz. 

f w ./%?”? YtSm /Sfsffirw lg%Srg rt 1 

1017. Dunque Viir. per diffierenziar la se- 
conda volta o per trovarne, presa d* 

costante, la diffe ronzale seconda, si avrà nri 
niicramcnte ( 992 )^a=n(/i- r U-*- 3 ^ s h-/j(/i- ,) 

CC . onde = n ( n-i ) *— .* 

n (n- 1 )(n-2) a-"- 3 <J> ec., e poi fatto <£v = o, 

verra d^ ==n ( n ~ 1 ) x "~ 2 e dTu = n(n - i)y , ” 3 d.*’\- 

cosi d-(x'-) = odx*; d*( x’ )~ 6 xd.x x ec. Ma se dx 
non sia costante, siccome dU' r ) — 2xdx (1007Ì 
avremo d' ( \ 1 y 


ua* -+nx d'x.Si- 
milmencc essendo d(xy)=^xdy-i-ydx , sarà d l ( X y)=z 

xd j -f 2dxdy -hyd'x ; d ( ^ ) = d* -+ — * - - • 

e in generale, supposto Y = ax m y n -+bx f y 1 7 ec. , 

“ Y ~I 7 7 Q4? f ( amy' l *’"~ 1 *+ %V“' h- ec. ) d.r-f 
<an *"* •+ %.y-' h- ec.) dj , onde P^ra*’ 

»/» A /Y ... h — r I - ' . 


y /7 p-~ x 1 ^ — Li (•I II 

°py * 7 ec - * e Q=M#"r‘ + w /- 1 

Sara /<P — I ... 1 « — o » •: . 


»<— I 


* v , n t X. — j -ruiix'y- -t- ec. , 

!7 a ^ ^ J_t <«- 1 ( p~ 1 ìSx'-'^c.] dx 

amnx y -+ bpq x f y-'-j- ec.) djj/, e dQ — 

77 ^W~y-'^ec.)dx/lanin- ,) 

*7 ’ + bq(q- 0*_y *H-ec. Idjy; d’onde è fa- 

cile di avere il valor di d 1 Y = dPd.v-fPd**- 4 -JQJy. + 

V u c si vede frattanto che il coefficiente di 

. . X x 
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cfy in d P è sempre lo stesso del coefficiente di 
ctein dQ. Prendendo costante dx o dy , vanno 
a zero i termini ove è d*x o d*y: e col metodo 
istesso si hanno le differenziali terze ec. 

1018. Da quanto si è detto facilmente si 
comprenderanno le prime regole del calcolo inte- 
grale : Cus ìjadx = ax-*-C(ioo6); dx ~x n ~+Q 

(1007), e quindi J x n ~' dx = C; dunque fac- 

to n-i—m, sarà lx m dx = i-C, cioè si in- 

J CT~+l 

tegra una differenz j le monomìa accrescendo d' un 
unità r esponente della variabile, e dividendola per 
la sua differenziale moltiplicata nell ’ esponente ac- 

cresciuto : cosi f-p—. = = 

\/(aH-jf )-r C(i 008) ec. 

1019. Nel caso però di m — —l la regola non ha luogo. 


dx 


'fi= 


=/*-*-(: (1014): 


ma allora x m dx = x"' dx — — , e si sa chel 
~ . X f 

ciò si avverta per sempre. 

1 o 2 o. Ta ora si integra più facilmente per 
mezzo d’ una sostituzione: così volendo aj~x n ~' 1 X 
dx(b-+x*) m , facto b- 4 -a"=z e però nx?~ l dx — 


dz ed x 
*{b- 


dx — 


dz r fzPdz az m ~* 1 

-, verrà al 

n J n #*,f8-+l) 

-h C ec. Bisogna però preparar, se 

occorra, tali sostituzioni: cosi dx y/( a x z -+ a : 4 ) 
e ( 3ax’-r-4x*)dx V{.ax x z ) si ridurranno pri- 
ma a xdx -/( a* -+ x* ) e a ( sax* 4 x 3 ) dx Vi ax 3 ^- 
x*), e poi fatto V(cl~ r+x l ) = % e y'(a;c J -+ at 4 ) = 
x, si integrerà facilmente, 

1021. In generale jx dx (a -hbxTy può aver- 
si in due casi: l\se n =-- m - 1 ; poiché facto z~a-*y 
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bx m , sarà, dz =mbx m ~ l dx — mbx'dx , onde y'x 

ix(a + bx‘)’ = ^ = <£+‘*^(,0.8): ir. SC r 

è numero intero e positivo; poiché sviluppan- 
do la differenziale e integrandone ciascun termi- 
ne, si ha f'{a r x”dx-+ra r ~ l bx m '*' n dx-ì-c c. ) = C -4* 

— - — h — — 4-cc.» espressione finita nel 

nostro caso (147). 

1022. In due altri casi è integrabile la for- 
mula x"dx ( a -+• bx M ) r . 1 °. Sia =:s, e fatto a ■+ 

tn 

bx m =z onde mbx *' 1 dx — dz ed x= yJ—JL t s i a - 

b 

vrk x*dx (a-\-bx“'Y— — - —fjfr- — > integrabile se 
5 = ^—"— è numero intero e positivo (1021): cosi 

fx'dxtf+xrf = f {*-!?- - - 

3**(5-T)=à(4**"3«*)^(--^*) 4 ^C. 

1023. 11°. x”dx (a-+bx m ) r — 3 fx"'dx ) =3 

x^ mr dx(b~hax- m y, integrabile se ^TtJ 5 ?nf_L(=s) 

© numero intero e positivo (1022), nel qual 
caso fatto f>- 4 - a*-" = 2 , l’operazione di sopra 

d'a — : così f'x~ 2 dx(a-+ x 1 ) '*=j'x'~ 7 dxX. 

( ! h- a *“ 3 f i = f *l±**r± 1 - /* -+ ) = 

, J. -3** J ^ So 1 3 «* ' 


—2 


— a 3 * 3 1 \ I / « \3 f 

«* 2<* a ~ 4* ( 2*)~ 4* ( 1 X>) ( 

I à . r* 

a (ih* a*-*)' 


i -+ 
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sen 


1024. Infine è manifesto che j' dx co%v: — 

A -+C; l'dxsen x=-cos x -+C (io i i) ec. 

lo? 5. Egualmente J~ — are. se»p -+C (1013) ec - • 
rdsPx __P+'x n rdx ? „ „ r dx- 

f~~x m * + c ’-/à 7 i = lIx "*■ c ’ / ^/77 = ///j? "** 
C (1014) ec. ; come pure Ju*d:da—a x -\ C \fx J ^ dylx = 

* J -+■ C (IOI 5) ec.; e parimente f dx ( x ) = <p ( x ) ; /d(x,y ) 
f(x,y)~/(x,y) cC. (loié). Tra poco daremo altre regole 
del calcolo integrale . 


APPLICAZIONI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE . 

Tangenti . 

1026. Dei problemi da sciogliersi sopra una curva, il più 
semplice è di condurre una tangente a un punto della mede- 
sima. Ora abbiamo già trovato che se sia AP = .v , PM —y , 

. . y ds ....... .. v \àx*-fàV) 

AM — s, le ragioni e — sono 1 limiti di e di ? — -■ — 

PT dx àx ix 

, , , y dy ds ■ V( dx* - 4 - dy * ) . , 

( 1 00 1 ) ; dunque — ^ = ~JZ (IC05), e la 

y dx 

suttanetnte PT= ; l’elemento della curva AM tn o 1 ’ are» 
dy 

infinitesimo M« = *>/( M»' 1 -+ rm* ) = ds — v^( dx* -+ dy* ) ; la 
MT = VCPM^PT 1 ) = vW •+ </*') =^- = / ; 
PM* 

la surmomi ale PN = n ^r = r * la normale MN = y/( PM‘-f- 
PT dx v 


PN 1 ) 


y yds 

— -j- V( * •*+* <Lf 1 ) = -7— = » ; e se per A si conduca 

dx àx 


AQ parallela a MP, si avrà — x(— AT) : :y : AQ= 

x Jy . , 

y — — - . Con ciò si trovano i valori di questa varie linee in 

(IX 

ciascuna curva, ricavando dalia sua couazion differenziata il 
valor di ciascuna formula differenziale , e per avere gli asintoti 
facendo x infinita in AT.AQ. Ecco gli esempi . 

1027. I. L’equazione al circolo è • * =: u* - x* ; dunqu* 




Digitized by Googld 


349 % . 

ydx y* ( •* — x* } . 


FIG. 


yjy — — fdx . e - ' — — ■ - — — 
dy x 


= PT ( il segna— 185. 

indica che la surrnngente dev’ esser presa nel senso stesso dell’ 
ascissa, perchè nella costruzion della formula si è presa in 
senso contrario, e dall’ equazione y' — 'lax—x' si è avuto 

un risultato positivo (tool)): la sunnormale = — x *, la 


5V>» 


i-) = V (>*-+*•)=« = al raggio , 


normale y/[y * - 

c*X 

come dev’essere ; 1’ arco M»= = ~~ = — . 

II. Nella parabola , y* = px ; dunque , e = 2X . 

III. Nell’ ellisse , y* — ~ ( a* — x % ) , dunque ydy = 

xdx ),?* = -%*-, ed . 

dx a dy X 

IV. Nell* ipcrbola , >*==-.- (2.jj:-hx , a) ; dunque ~ X 

, , . y//jf 2<r* - 4 - ar.r _. , . _ ydx 

dy a-+x dy 

— , espressione — a quando ,r è infinita ; come AQ—y — 

G ■ " I ■ X 

•<dy b'x. , . &** . , 

-, - =y - (a ~+ x, — — = V , si riduce a ±=l. 

dx J a'y ay » 2<r-+-ar 

Questi valori di AT, AQ danno gli asintoti (91 6). 

V. Nella logaritmica ,x — A logy (942) e dx — — — , onle 

, * 
ydx 

■— ■ = A , e però /« suttangente eguaglia il modulo (943). 

1028. VI. Sia y m — x”a m —" -, si avrà, nix •+ ( m — » )/axs 
, , . . ndx truly ydx mx 

mly , onde (1014 ) — — — —, e la suttangente = — .Tue- 
x y dy n 

te le curve rappresentate dall’ equazion generale y m — x * X 
a"— n si chiaman parabole quando m ,n son positive: sew= 1, 
» = I, si ha y 1 — ex , equazione alla parabola ordinaria; se m =3 , 
*— l,si ha y 3 —a*x, equazione alla prima parabola cubica ; se» = 
3 , » =2 , si ha y 3 —ax*, equazione alla seconda parabola etilica ec. 
Che se o è negativa, le parabole divengono iperbole la cui 

ft m ~ ’ n 

equazione è y a — x~" s a ~ ¥ ” = — -g~ , cioè x n y m — a m +*-, onde 

fft V 

la suttangente di queste curve è in generale , cioè dee 

prendersi nel senso stesso delle x. Se m — n = I , si ha 1 * iper- 
lola ordinar» la cui suttangente = — x (920) . 
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VII, Sia la curva cQ a doppia curvatura : peichè in essa 
x è s , ed y è z (961) , diverrà ~ = ^ \/ ( dx* dy % ). 

Cosi se le sue equazioni sieno y x = px , z 1 — qy , verrà z~ 

. Jy = ft- ■ * = J r ~ = -ì~ . f = ■£• 


V?/ 


e>J(dx*~\-dy 7 Y^dx \J > dunque la suttangente ^ 

dy*)=4x^-~^- = 2n/( 4** -+P* ) * 

lo°9. Siano due curve BIOC.EMA tali che prolungando 
159 - l’ordinate OP della prima fino alla seconda, la retta IMO sia 
una funzione qualunque dell’arco BIO, e debba condursi la 
tangente MT . Immagino l’ordinata mp infinitamente vicina, 
ad MP, ed Mr parallela alla tangente TO : fatto BIO^=z, 
RIO = u , sarà ( 1 005) mr — du,r'\\ — Oo — dz, e du:dz::u : 

OT = ~f*, che determina il punto T. 

- du 

is5 . , Idz , udz 

Sia per esempio u — — , sara du = -, ed OT — -7— =: 

r a a du 

% — BIO. Se BIOC è un arco di circolo, AMB è una cicloide , 
e questa costiuzione si è già data (948). 

j ^ Nella quadratrice , fatto ~ =s= BE (950), onde = ~ , 


si ha(952)> = — cotz ; dunque ricordandosi che il raggio è qui r, 
c 

, , dz r'zdz zdyf xdy\ r* z* 

verrà dy =— cotz y— , e -rM = — - } —y — • Ma 

c c un z dz\ dx J csen'z 

condotta un’ ordinata infinitamente vicina ad MP , si trova 

xd y , 

— - , — OT ( presa — dy perchè y diminuisce mentre x cresce); 
dx 

dunque OT -+y — CT x= r c=-~— = e ~ CM* , giacché 
’ e un *z sur z r 0 


CB ( r ) : sen BE ( sta z ) : : CM : MO ( u ) ; ma quando CM è nel 

r 1 CM* 

punto D, si ha CM = CT = CD = — ; dunque CT = ; 

•nde presa CT terza proporzionale dopo la ba«e CD e la ret- 
ta CM , si avrà il punto T delta tangente cercata . 
l6l. 103 °. Con un raggio CA dcscrirto un citcoio, sia ura cur- 
va CKiYi tale che condotto il raggio CMN, la linea CM sia 
una funzione dell’arco ADEN ; condurre una reagente \1T al 
dato punto M. Immagino d ie "agg: infinitamente vicini CMN , 
Ct fin, 9 il piccolo arco Mr d:-sc:ir:o dal centro C col raggio 
C.M . e conduco CT perpendicoarc a CM. Sia ora CM~jt , 
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ADBN := *, CA e si avrà s-.y: :N* { 4 x )•• Mr= — , e tòt. 

a 

( 955 ) rm (.dy) ‘ y -~- '■ -y • CT = — ~ . Sia per esempio y — — , 

a éuty 

la curva CKM sarà la spirale d’ Archimede , 

i,cr=^= 2 = M QO( 955 ). 

Sia la spirale iperbolica, in cui ryz=/tb-, ri avrà xJy -t- 


. . dx 

e si arra , = 

dy 


i^ 3 ' 


ydx=Q, ydx=-xdy, CT = -¥■& = -*? =z-b ( 959 ). 

1031. Nella spirale logaritmica , ove l’angolo C\ 1 T è co* 
stante, immagino i raggi infinitamente ricini CM.Cvi, e de- 
scritto dal centro C oon un raggio CN un circolo, faccio 
CM =:> , CN = a, e segnato sulla circonferenza de! circolo un 
punto fisso A , suppongo l’ ascissa AN — x, il cne mi dà 

j . yd* o- ,, t<in M ntr Mr 

a :dx: :y: Mr= — - . Sia ttn? Mwr — t — — , . — — — — 
a coi \\t>r mr 

^ onde ^ = ^=</(/y)( I0I 4 )? dunqu* -+ C . Ora 

quest’equazione fa vedere 1°. che la spirale fa un’infinita di 
rivoluzioni intorno al suo centro tanto ppr accostarsene quan- 
to per allontanarsene -, poiché in luogo di x può Sostituirsi 
successivamente x -t- jt , x - 4 - 2t , x -+ 3*- ec. — t -«• x , — 2t 
X ec v , essendo n la circonferenza ANB : 2°. che facendo C — 

x x 


iC', si avrà l ~ 7 ~, — —■ ~~ le (1015^ ovvero ^ == e*%d j=C' 7 

L» Qt Ct 

dunque nel punto A ove jr = o,ri ha CD=jr = C': 3 0 . che 
• 1’ ascisse AN crescendo in progressione aritmetica x , 2* , 

x 


3* ec. , l’ordinate formano la progressione geometrica C’ e 4t , 
a x 3* 

C' e at , C' e af ec. : 4 0 . che se t = so , si ha y — C' , proprietà del 
circelo che taglia ad angoli retti tutti i suoi raggi come si sa . 

Evolute r 


1032. Se un filo ABC applicato sopra una curva BC, nel- j 8 ( 5 . 
la cui origine B è la tangente AB , si sviluppi tenendolo sem- 
pre egualmente teso , la sua estremità A descriv rà una curva 
_AM in cui 1°. MC sarà eguale ad AB -f- l’arco BC: 2®. l’arco 
infinitesimo Mot potrà riguardarsi come un arco di circolo 
descritto dal centro C col raggio CM: 3 0 . onde nel punto C 
si riuniranno le due normali infinitamente vicine MN , mn : e 
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4*. la tanfente MC della curvale sari sempre normale alla 
corra A\l. Ora la curva BG dteesi l 'Evoluta della cur^a ÀM, 
ed MC è il Raggio Osculatore o di Curvatura , che si tratta di 
determinare', supposta nota la curva "AM . ’ 

1033. Sieno MP, «indile perpendicolari all’asse AQ infi- 
nitamente vicine , e CÒ , Mr parallele allo stesso asse: fatta 
MO —u,AP — x, PM = y, M m = y/(dx* -t-dy ')=ds,e dxddx -+ 

„ uds 

iyddy — dsddt , sarà (521) dx:ds::u: MC = — : ma mentre 

AP ,PM , MO variano, MC non varia (1032!*, dunque difFe- 
, *dt . ( udds -+■ dsdu ) dx -ttdsddx 

renziande MC — — — , verrà o — , , * » 


dx 


dx' 

dsdxdy 


« poiché da = mr = dj , si troverà « = ^f^dtTddl ° nde 

wr _ f ls _\dy_ = . . . 

dsddx — dxdds ds" ddx — ■ dx ( dxddx -r dyddy ) 

At 5 ds ì , • 1 

Supposta coftaate ds , si ha 


- dx - d ^ 


MCe-- - 1 J ; su pp 3sta costante si li* 

ddx ddx 

a 


MC = 


** . = . - Tt - fo —ì- • ma supposta , come si fa d’ or- 


dyddx 


dyddx 


ds* [dx* -+dy ^_) 2 

dinario, costante dx , viene MC = ~ — _ j x jdy ~~ * 

3. 

/ . dy *\ 2 — ddy 

cioè dividendo tutto per dx* , MC = | I.-t- jp ) ■ ~~j x % • 

1034. Per sapere in qual punto abbia una curva AM la 
massima curvatura, si cerca il minimo raggio dell’evoluta, 
giacché le curvature dei circoli sono in ragione inversa dei 
raggi (595) • Inoltre se la tangente in A è normale all’ asse , 
si determina la retta BA o la distanza del vertice A dall ori- 
gine B dell’ evoluta con fare .r = o nell’espressione del raggio 
MC • Finalmente per trovar l’equazione dell’evoluta, condu- 
co CQ perpendicolare all’ asse , e se AB = a , BQ =: t , CQ c , 

ho primieramente , presa Scostante , MO=*= 1 1 ° 33 ) 

t s s= — — y\ poi Mr {dx ) / rm ( dy ) : : MO -• CO == PQ = 

ddy • » 

WtLprJy'A , ed AP H- tv - AB=,=*-.+ è&iZp ■■ 
— dxddy _ — dxidy 

valori che coll’ equazioa della curva AM danno 1 ’ equazion 

dell’evoluta. ’ 

1035. Fin qui * e ordinate eran parallele fra l#r» . Se par- 
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tono da un punto medesimo, immagino le infinitamente vici- ** *' 
ne BM.Bm, e le CO , Co perpendicolari ad esse: quindi de- 
scritto col centro B l’arco Mr , sia BM = y , Mr — dx , mr — 
dy , Mar zs it — V( dx * -+* dy* ) , MO =: u \ per i triangoli simi- 
li Mr/e, CMO (521), si htdx:ji::dy:CO ^ = ^j::</j:MC =2 

• Differenziando , presi dx costante, si avrà rf(MC) = 0 

(1033),-/»=- ~ i di più OQ =-<((CO)(s>p<i)= ì 

-^-“ 4 "’ = --:^^).* BM(> ) : Mr^ ( </x ) ;: • 


dx dxds 

BO 


yds* 

«•sfc.»=j?= 5 aj. eJ Mc = - 


2^ jf </>'*) a - / . 

ds~ a*~ydxùdy dx) ~‘rdxi<y'—ydxtldy -, V - ^.v 1 / * * */ 

dx* -*■ dy*—yddy , . rfs 1 , , . 

-7-, — — , che st riduce a — -7- quando v =00 (poi- 

«x 1 — axddy 

chè allora di* ir diventa o ) qip.è quando T ordinare son pa- 
rallele, come già abbiamo trovato. E se nei Valóri di CO. MC 
non si fosse pjresa dx costante , si sarebbe avuto MC = 

ydt 1 ' ' ■ ' * 

-r-r , 7-77-. Ecco alcuni esempi. 

ds \ix - yd.tddy -+ )dyddx — * ; 

logf>. Sia l’equazion generale alle sezioni coniche y* — 

nr’ ’ * •• . '••• \ • > v ' » 


px: 


,pjc 


(894. 911 } , che fatto 2*2=00 è alla parabola, e fax- 


to 2 a—ph all’ iperbola equilatera e al circolo. Differenziai)- 
"* % ' * */ •" pxdx 

do due volte, presa dx costante, si ha 2 jJj—pd\±z—^— 

. , , Pdx* , 7 pdx{a±zx) 

e 2 y -dy >dy l = ±2 — , onde dy =2 — — — , e ddy =2 — 

1 „ ' a * a J 

p*dx . - ’ " . f 

, sostituiti i valori di dy e poi di y * ; dunque MC 

—dJdliì =■ v't ** ■+ 1 ** )* = ^ 

? = Òp ( «:±* )*) *=(1026) 4 Jr = 

(SS?. $99. 915) —7 in tutte le sezioni coniche. 

J # ®i • r ; ** T ? r ; v *j 

1032- Poiché in queste la tangente nel vertice è normale 
all’ asse , se in MC ti faccia x — 0 e perciò in forza dell’ equa- 

zion (cifrale , y = e, sari AB == .777:7 V>‘ a* sa ~ (1034). 

- • v. - v “ * • , 

Yf • 
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j Nel circolo ove p = 2 a =z 2* (496) , si ha VC = » ==-—== 

/* = AB; onde i raggi osculatori son tutti eguali al raggio del 
circolo che ha dunque per evoluta il suo centro, 
jgg Nell’ellisse l’evoluta ha quattro rami BD , DA , bd , dB e- 
' guali, con quattro punti d’ inflessione. Se in MC si faccia x 

“ 1 a * ■ >. 5 "! .. • !■•. 

», verrà. ED ~ “ */'lap , metà del parametro dell 1 asse mino- 
re (894) • 

Nella parabola, poiché MN* = TNxPN (559) e PN = 
J 50 .-* ’ { : . , 4 MN j v MN 

— (887), sarà il raggio MC(= — ; — ) = NTx-pj^-ed MN: 


NP::MC:NT: 


CO — PQ — 2x-¥~- ( i 02(5.11) 1 dunque QN= 


2 x, AQ=3* -+ - = 3* -+■ AB , onde BQ = 3*, il che dà una 

costruzione assai sémplice per determinare il centro C del 
circolo osculatore. Prendete BQ — 3AP, e condotta CQ per- 
pendicolare ad AQ, il punto di concorso C delle due MC , CQ 
.sarà il centro cercato . 

Per trovar l’equazione dell’evoluta, sia BQ( = 3v)=/, 
P ' ' Axy 

CQ = *,Si avrkNP(^-).-PM(^)::NQ(2*):QC = * = y ? == 

AXy/pX » f* t . 27 ÙZ* 

— ' — onde *-^r—x' = — , e t 1 = ~~[ó » c ‘°® V evoluta del- 

la parabola or inaria è una seconda parabola cubica il cui pa- 
'rarnetro e *£ di quello della data. Ora nell’ evolute, AB -+■ 

. - • . (i 1 _ p 4 MN* p 

. BC = MC (1033) ; dunque BC — MC — — — — — — — : ma 

\ /f> 0 _\ f ’■ 4 X . 1 ' <- < ^ 1 . 


MN = <v\px -t- r ~) (887) — % VI ~T -+l)i dunque facendo^ = 

^ • * , . 1 , , * 

l), ! ih..BC=|[(l-^^) -1] , 


Sa 9 1 

. a e perciò MN = ~ V ( ^- 4 - 1 ) 

espressione d’un arco qualunque della seconda parabola cubi- 
-rca la cui equazione è t l = ’ 

1038. Sia la cicloide ordinaria AMB* col circolo genitore 
ly 0 ‘ BOD del diametro BD^=2.r, con l’ordinata MP=J< e con 
-l’ascissa PB si avrà, perla nota analogìa ( 942 ) mq {dy)‘- 
^:YT ( -.lx ) : : OP ( \l ( 2 ax ■—**)): PB ( *) ; dunque dy = 
2 a •— x . o 

dx\/ , equaziòn differenziale della cicloide: e Se si fac- 

eia piuttosto AF = x , FM = DP => onde PB = 2 a —y , verrà 

• 2 a—y - 

dx : dy : : \ 4 ( 2 ay —y* ) : 2 a —y f e però dy-dx»J — ^ H al- 
tra equaziòn differenziale della cicloide. Stando alla prima • 
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— a-’i f 1 


posta dx costante , avremo differenziando , ddy = ~^ ^ a x—x^) ’ 

Tadx* _ ( dx i ~+dy i )' ,i 

dx * -+■ </>* = — — . Dunque MC = ~~ZT~Axddy = 2v ^ 2< * (’ 3a ~* 

x)~cOD: ora MNC è parallela a OD poiché (94*0 la tari» 
genre MT è parallela a ÓB ; dunque OD = MN = NC; quin- 
di 1°. nel punto A si ha x — 'la ed MC = o, onde il raggio 
osculatore in A è zero; e perciò l’evoluta passa per A: 2 r . 
questo raggio nel punto B è la retta BE — l’BD. 

1039. Per determinar l’evoluta ACE, compito il rettan- 
golo AE , sul lato AB' = DE=BD come diametro si descriva 
un semicircolo AQB' , si conduca AQ parallela a CM e si uni- 
sca C e Q; p.osto ciò, l’angolo NAQ= NDO ; dunque OD — 
AQ (504.482) e l’arco OID ( ola retta AN ) = all’ arco 
ALQ . Ora OD = CN ; dunque CN = AQ , e però CQ = AN 
(528) — all’ arco ALO, proprietà distintiva della cicloide or- 
dinaria; onde l’evoluta ACE è una semicicloide eguale ad 
AMB. Si sarebbe trovato lo stesso cercando direttamente 1 ’ 
equazione dell’evoluta come abbiamo spiegato (:o34). 

L’arco AC=jMC= 2AQ; dunque un arco qualunque di 
cicloide e doppio della corda corrispondente del cìrcolo genitore . 
Cosi MB = 2O8 , AMB — 2BD , e la cicloide intera ABa è qua- 
drupla del diametro BD . 

ydx 

1040. Sia la spirale logaritmica ADM in cui t — -^^ (1031) 

dx 

ovvero dy—~ , fatto y il raggio arbitrario a: differenziando. 


lt)0. 


1 9 1. 


supposta dx costante , si avrà ddy — o, e il raggio osculatore 
yds 

MC= (1035) ; onde condotte AG,MC normali ad MA e al- 
la tangente irt M , il loro punto d’ incontro C sarà all’ evolu- 
ta : perchè Mr {dx) : M m [di):: AM f y ) : MC . 

1041. L’angolo ACM=AMT (559); onde l’evoluta ABC 
è la medesima spirale logaritmica ÀDM . Quindi (1032) la 
tangente MC è eguale alla spirale ABC , benché questa faccia 
un’ infinità di rivoluzioni intorno al punto A ; dunque del pa- 
ri condotta AT perpendicolare ad AM , sarà MT = all’ arco 
ADM; onde la spirale logaritmica e la cicloide sono evolute 
di te medesime. 

, 1 

■ Massimi e Minimi, e Pumi d’ Inflessione . 

1042. L’ordinata MP d’ una curva BM essendo maggiore 

o minore di quelle che la preaedono (p’m) e la seguono (pm) , *93* 
si chiama Massima o Minima, e il Metodo dei massimi e dei 
mìnimi insegna a determinar queste quantità . 


r 


t 
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TC43. Se CM è il raggio del circolo osculatore nel punte 

*P 3 * M, l’ord inara MP saia maggiore o minore di ogn’ altra ordi- 
nata corrispondente a qualche punto dell’ arco KMD descritto 
col raggio CM; onde MP ( prolungata nel caso del minimo ) 
passa per il centro de! circolo osculatore; e però la tangente 

ydx 

in M è parallela all asseAP, e quindi la suttangentc —rj = =o, 
dy y ' 

dunque ~y~ ~ ~ —o. Può anche succedere che P ordinata 

i n •* . " x 00 

J ò' 0 * PM sia un massimo o un minimo quando la tangente in M è 
• : ydx dy y 

normale all’ asse ; allora ^ = o e però = ~ — =0 . Ora,y 

può riguardarsi come una funzione dell’ ascissa AP ~.r; e però 
per sapere in qual caso ella diventa un massimo o un mini- 
mo, si differenzierà l’equazione tra y ed ■* , e si eguaglierà 

dy 

a zero o all’infinito il rotto ; l’equazione che ne risulte- 
rà, combinata con la prima, darà dei valori di y ,x i quali se 
non sieno assurdi, determineranno il massimo o il minimo. 

IC44- Ma per distinguer l’uno dall’altro, sia AP=jr, 
PM = y ,Vp ~nd<r — a , Pp' — — udx — —a-, dunque pm -= 
aly n' d'y ady a'd'y 


Y —y -+ J x -+ _+ec - . ep’m‘ — Y —y — 


‘2JX 


<fy 


dx 


, ec. 
•ldx~ 


Supposta dupque a infinitesima (986) e ^=0(1043), svani- 
ranno tutti i termini delle^ due -serie dopo il terzo (273) e 
verrà ptn — p'm — parimente se a un tempo stes- 


so si abbia 
a*d*y 


dy d'y d'y 


dx 




dx 3 


dx 


se a un tempo stesso 


verrà pm — p' m — y -+■ 

• uu- J y d 'y 
sr abbia 


2.3.44** 

d'y d*y d’y . , , a 6 d'y 

7x~r “ 7x*~ ~ dx'~ ’ ,rerra p™=i >!n =r+ ^^6lx*~ * cc> cc - 
d'y d*y d'y , 

onde secondochè ec - Sara positiva o negati- 

va , ambedue l’ordinate contigue pm.p’m' supererannno o sa- 
ranno superare da P\l = _y, che perciò nell’ un caso sarà xm 
minimo, nell’altro un massimo (1042). In generale, essendo 

. dy d'y d'y 

impari il numero dei rotti » ~j~7 , f ec, che vanno a ze- 
ro , il seguente se i negativo dà un massimo , se è positivo dà un 

d'y d'y 

mimmo. All incontro se con ~j x ~~o resti verr */ >w= 

a' d'y a' d'y 

> " + 24 dx T * P ’ m ’ ~y ~ dx> ’ cioè t m > P *‘ e P’ m>< p M» 
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onde PM non sf.rà nè massimo nè mjnimo (1042) ec. Ecco gli 
esempi. 1 Vo* 

1045. 1 °. Dividere una retta -la in due parti il cui rettan- 

f ;olo sia un massimo o un minimo. Chiamata x una parte, 

’ altra 2 a — x , 1’ espression del massimo o del rfiinimo sarà 

2ax — . Sia dunque y — 2<ix — x* , e si avrà -7- = la — 2 x — 

dx 

o, e però x = a. Per saper se la soluzione da un massimo o 

un minimo, differenzio 1* equazione — — 2 a — 2.*, ed ho 7—^ = 

dx dx' 

— 2, quantità negativa, onde il valore x = a da un massi »! • 
y — a* . In generale y = x m (, a — xj* è un massimo o un mi- 
>/v 

nimo se —■ = mx m ~' ( a — X )*— »x" ( a — x)"~ ' =0= ru(a — 
dx 

x)~nx. Allora x— valore che dà un nVàssihio perchè 

‘ m~x n 

ddy 

dx' ~ m 

11 °. Trovar due diametri coniugati dell’ ellisse che fadfcian 
tra loro il minimo angolo. Sieno m,n i diametri, p l’ango- 
lo che fanno tra loro, e si avrà (905) ntn stnp — ab , ed w 1 -*- 

, . . ob dscnp 

n — «■+», onde un f = — 7 . r - . —, — - — — 

r t » v^( a* H-i»* — » x ) dn 

— 2 « 5 ) , / a 1 •+ b* 

~r- * — ,r — »»T — °» c °- » = / V — _ — — m. Il denomina- 

»Vi<» -+^ -» ) * 2 * 

tore eguagliato a zero, cioè il rotto — " eguagliato all’ in- 

« « ^ 

finito (lc4q) , darebbe n' = a* -+• b* ed m — o, valori che non 
servono , Sicché i diametri coniugati cd*eguali dell’ ellisse for- 
man con la loro intersezione il minimo angolo cercato il cui 
°ab 2 

” n ° è ”•> -^XP^TTmT .- p " cìò se * :i ,38. 

la Hg CaB( 741), sarà tenp= — - la*f. a __ H 

• l -s-tang'u fst u t 

— sentii , onde /> “2« = Bj£ . 

III®. Di tutte le parabole del cono retto DCB , determinar . 
la massima in superficie. Sia BD = o, CD = £, PB = x,e ItyOi 
ùx . 

sarà a: b:: x : AP = — , PM 'ss V ( ax ~ ** ) (563) , la superficie 

»AMP»= — V(**‘"**) =: J , (93o); dunque ~ = —^——-=3 
3 a 1 » u dx Qiy/^ax—x') 

o — 3<» — 4r ; onde x = — , che è un mas timo , perchè ^ =*—4, 

Il denominatore eguagliato a zero dà due minimi cei due va- 
lori x — o , x <j (1043», che riducon la curva ad un punto o 
ad u.:a retta. - 
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flG. IV*. DJ t utt j i triangoli della stessa base AB e dello stes- 
Ip 2 - so perimetro, qual è quello della massima superfìcie? Sia q il 
semiperimetro, la base AB—/», il lato AM=af, sarà MB = 
2 q — a — x. Dunque chiamando y la superficie, si avrk (615) 
y = V[ <1 *+ - <!) i . 3 />' = lq -+ t{q — a) l{g — 

. , , N idy — dx de dy 

' y q — x a —*• x — q dx 

\ « 1 1 I \ 

— ( ) — o; dunque/» ->rx—q=xq—x t 2q — 

2\a-hx—q q — x> ’ 7 ' 

0 — x — xì e perciò il triangolo cercato è isoscele. 

' 1046. Per trovare ota in quali casi una funzione Y di due 
variabili x,y indipendenti tra loro, divenga un massimo o un 
minimo, supponghiamo che y abbia già il valor proprio a ren- 
der la funzione Y un massimo o un minimo ; si tratterà dun- 
que di trovare il valor conveniente di x , cioè bisognerk dif- 
fenziar la funzione Y facendo variare x sola , ed eguagliare a 
zero il coefficiente di dx . Cosi per aver y si differenzierà la 
funzione Y facendo variare y sola, ed eguagliando il coefficien- 
te di dy a zero . Onde se d\ — P dx -h Qrfy , si deve aver P =r o, 
Q = o, equazioni che daranno i valori di x e di y propTj a 
render la funzione Y un massimo o un minimo. Per distinguer 
l’uno dall’alrro, posco d\ =; Pi/* — 1- Qdy e prcs edx.dy co- 
stanti , sark d* Y — dFdx -+■ dQdy \ onde fatto d P = A dx -+■ B dy , 
rfQ = Brfx -+ Cdy (IOI2) , verrà d 2 Y = (A dx -*-Bdy) dx -+• (B dx-*- 
C dy ) dy : ma si è visto che dee aversi P = o è però d P = 

A dx -I- B dy = 0 ; dunque dx ~ — ed 1 Y = dQdy =( Bdx-f. 

A 

• t B x \ d*Y B a 

Cdy )</>=(, — a ^ C ovvero -jy = C - — . Ora quan- 

do si ha una sola variabile x o y , e però y = o oyvero x = o , 
viene d Y — Bdx',ci % Y — dBdx — Adx* orvvero dY =Q dy ,d 2 Y= 
dQdy — Qdy 1 , e si è detto che Y è minimo o massimo se A > o 
e C > o ovvero A "*5 o e G ■< o ( I044) i dunque se si abbiano x , 
y insieme, sarà Y un minimo quando A>o,C>o ed inoltre 
E* 

C >0, ovvero AC>B 2 : e Sara un massimo quando A < 

A 

gl 

o, C<o ed inoltre C — < o ovvero ( giacché ora A , C son 

* gl 

negativi ) —C H- — <0 cioè AC>B* come nel caso del mi- 
nimo. Questa teoria facilmente si estende alle funzioni di tre, 
quattro ec. variabili. 

Si voglia dividere il numero dato 3/7 in tre parti il cui 
prodotto sia un massimo. Chiamando x ,y due di queste par- 
ti , la terza sarà 3« — r — y , ed avremo xy ( 3* — x —y ) , la 
cui differenziale è (30 — ’2x — y ) ydx -h ( 31» — oy — x ) xdy . 
Eguagliando a zero separatamente i coefficienti di dx,dy, si 
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avra 3<* — 2* — y = o = 30 — 2jr — *, onde j> = * = e; e poiché 
P = ( 3 * — 2,v - y ) y , */P c= — -2jdx -+ ( 30 — 2* — ) dy , A ( = 

— 2jr = — a<* )<o,B=3« — 2.X — :y = — «, e poiQ_=l3tf — 

ay — x ) x , */Q == — -+ ( 34 — -is — 27 ) dx , C ( — 2* = 

— 20 ) <5 o, sarà AC 1 = 4& 1 ) >B* ( — a* ) , e perciò dividendo 
il dato numero in tre parti eguali, il loro prodotto dark 
un massimo . 

Tra tutti i triangoli isoperimetri vogliasi quello che ha 
maggior superficie. S’ieno x,y due de’ suoi lati, 2 0 il peri» 
metro , 2? — x—y saia l’altro lato, e la superficie Y = \/[q . 

(61 5 VI.) ; dunque 2/Y — lq = ly q — .v)-t* 

-j— ) . Eguagliando a zero i coefficienti di 


\x-ry — q q-y 
dy , dx , si ha x y — q —q — y^q 


x ; onde * = ¥ = — = 

' 3 

2f—x — j'., e il triangolo ricercato è equilatero. 



dell’ordinata che da A scorre in PM , e da PIVI o procede 
avanti o torna indietro, scema sempre nella concavita della 
curva ; e potrebbe dimostrarsi nel modo stesso che sempfe 
cresce nella- sua convessità. Dunque nel punto M d’ inflessio- 
ne la differenza dy diviene un minimo o un massimo, cjoè 
(1043) ddy —° ovvero 00 : ma il raggio osculatore MC, presa*/* 
costante , diviene infinito se ddy~ o , e diviene zero se- ddy — co 
( I033. 1035); dunque nel punto d' infestione il raggio oscula - 


ioree sempre infinito 0 nullo, e perciò ( 1 ■+ = co 




ddy 


ovvero 


— ddy 

= °,e-/ = 


■ o oVvero » . Si differenzierà dunque 


1 - s 


due volte l’ equazion della curva , posta dx costante , e il 
valor di eguagliato a zero o all’ infinito , darà i valori 

di * ,y convenienti ad uno o più punti d’inflessione . Che se l’otdi- 

nate partano da un punto fisso, si avrà — — — p-- — 

dx 

ovvero » (1035) . ' : r 

• y 

1048. Per vedere se =0 dà veramente un’inflessione 

In M, condottavi la tangente Tf e presa ?p=z.?p' = a , alzo 
1 ordinate pvm ,p'm'V e da M, v le normali Mr, v'r> . Itnaa* f 9 2 ‘ 
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iy2. geli simili MTP , t>Mr = Mo'r' danno TP • PM ( y ")s: 

JVIr ( s):rv —r'M ~ — , onde pv —y H- *•— e p'v'=-Yr‘ —y^~ 
~.Or fatta — ~ o ed « negativa in P^' ed infinitefima, si 

mX dX 

m /v. n&y n ì d ì y 

ha come sopra (1044) pm zzy -+• — -+ c £' f *' = y — 

ady c'd'y , , d } y '' . , , , 

» dunque se ±= , -r- non sia zero, verrà ( col 

dx . 1 ’ dx * 

segno -+•) pm>py e p'm' <i p'V , o ( col segno — )/>;»</>» e 
fin' >p , v , ~s dunque degli archi l’uno sarà di qua • 

l’altro di là. da Tf, e si avrà in M un’inflessione (8-3) , ciò 

• d* y 

che non potrebbe concludetsi se fosse = o ec. In generale , 

d* y d J y d*v 

essendo impari il numero dei rotei ~ ec. che 

vanno a zero, il seguente determinerà /’ inflessione : in altro ca- 
. ’ so ella non vi sarà. Ecco gli esempj . 

L Sia la prima parabola cubica in cui y* =za*X‘, si avrà 

4 ' ==< 3 ^* T ’ nel punW d,inflMS ‘0 ne i 

dunque x — q, e questo punto è nell’origine. 

II. Sia la concoide in cui y — */(<** t-** ) (937) ; si 

x 

. , — dx(,a % b-+x l ) — ddy a*x } -+3<j’£.r* — 2 e 4 i 

avrà dy — x u^ s TZ. x *y ’ ,/,» 

onde a-’ -*■ S^ar’ — lo'b — o, equazione che risoluta (392) dà 
per x il valor conveniente al punto d’inflessione. 

III. Sia la curva dell’ equazione y — « = ( x — a) ^5 si a* 

3^* —ddy — 6 


c , J 3 dx ~dd 

. vra dy ~ ~T ’ ~A ' 

r 4 


j, che eguagliato a 

-’ 5 ( x-a)S 


j aero , nulla fa conoscere ; ma eguagliato all’ infinito dà * ==# r= 
,y, valori corrispondenti al punto d’inflessione. 

Rotti i cui termini si riducono a zero. 

I049. Si trovan talvolta dell’ espressioni algebriche in far- 
ina di rotti che si riducono a , come - — — quando x = d. 

o x — * - 

Questi risultati apparentemente indeterminati, son suscettivi-, 
li di' valori determinati', ed ecco un metodo per trovarli* 

- .4 * . I % M #/•*** *. • . . «Il V 
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Sia ^ una funzione di x il cui numeratore e denomina- 
tore si riducono a zero quando *=:«. Si sostituisca *±=J» 
ad x 1 in P ed in Q ( si prende — se — guida ad assurdo ) e 
trascurati i termini ove è dx* ,dx> ec. come infinitesimi ri- 
spetto a dx, si avrà il valore del rotto proposto, se pure i 
termini del nuovo rotto non si annullino nuevamente . Ecco 
gli esernpj. 

I. Cerco il valor di — — — quando *• = * . Qui p = ir *_ 

, e Q = x _ « ; dunque _ 0 . 

a-+dv — a dx 

II. La somma della progressione x : x* : x* ... a* è 

______ a cui vaJore quando * = « = i, sarà 

( i -+dx )*-* * — I —dx_ 

l-t-dx — i —»• 

III. Sia * 4 )~ ■ 


• tt\/a*x 

ed f=za. Si avrà 


0 — y/ax } 

x * ) =a V(«* — 2 aix ) = <*(« — ec< C iSo ) ), — aì/a*x =s 

— «V(« 3 -+*‘‘dx)=z — a(a-i-~~ ec.), 0 — $ ax J = 0 — 

4 3 1 * 

a/ ( 0* ■+ 3<* ’ dx ) = 0 — ( * -+• ^—^7- ec. ) ; riducendo si trova 

— ù,adx _ 1 6 a 

sx ^~y 

l0 5 °- Ma se succeda che anche il nuovo rotto divenga 

si passerà, a considerar dx* ,dx } , ec. , finché si abbia in 

quantità finite uno almeno dei suoi termini. 

H ..^ s ’ Difterenziata 1’ equazione 

x H ^ l —x . .... dx 

x—i * S1 ® ivi “ a P cr » e verrà x •+ 2 x* •+ 3 x 1 H- . . . -h 
.«■_ x-bnx"^*— (#-+1 )*»+« o 

v = — quando x = I , e sosti- 

tuendo I 


•dx ad x , si ha nuovamente — : ma se non si tra- 
scuri dx* , come si fece in principio (1049) , verrà . . . . 
^1? ~ Ha ) _ »(«-+ 1 ) 

2 dx* 3 

jo^x. Con ciè si trova nei casi particolari il valere dì 

Z z 
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oX«oedioo— 00; poiché oX» = ox - = — , ed 00 — 00 se 

o . o 

ab o , . , I x 

— = ; cosi se = 1 , si ha 7- 00 — 00, onde 

o e o lx lx 

sostituendo 1 -+dx ad x , verrà — = (354 )-r~- = — l . 

, -+ dx ) dx ec 

105*- Possono anche determinarsi i punti multipli delle 
curve (S72) e la loro moltiplicità ; poiché differenziando per 
esempio l’equazione a (y — h )» — — a)*=o, si trova 

dy (x— o)<3r — e)_o , , 

— ; — . r = — quando x = a,y = b-, sosti tuen- 

dx •2a(y — b) o T 

do dunque a -+ dx ad x , e b-+dy ad y, trascurato dx' , verri, 

dy dx dy x <> , dy , 

-/ = — , = 1, e — =±:i: ma esprime la tangente 

dx dy dx 1 de dx 

dell’angolo che la curva ( o la sua tangente ) fa con l’asse 

delle x dunque se questa tergente ha più valori, appar- 

terrà a più rami di curva che passano per uno stesso punto; 
e nel nostro caso all’ascissa x = a corrisponderà un’ordinata 
y—b che incontra la curva in un punto multiplo , ove son due 
tangenti eguali al raggio I , e che fanno perciò un angolo di 
45 0 con la retta condotta per il punto multiplo parallelamen- 
te all’ asse , 

1053. Questo metodo per valutare — è generale ; quelle 

di Bernoulli che presenve di differenziar separatamente quan- 
te volte occorre , il numeratore e il denominator del rotto 

«on sempre riesce: cosi dato ^ e supposto 

x—a, dal nostro metodo se ne avrà subito il valore V* » che 
da quello di Bernoulli non si otterrà giammai . 

Teorema di Taylor. 

1054. Già si è detto (986) che supposta Y una funzione di 
X , se questa divenga xi^ndx e sia n.lx = a quanti rà finita , si 

» .. . ady a' i x y , a' d’y a*d*y 

,vA Y =, ±= ■+ jjJ i= = «• . presa 

dx costante - Questa serie si chiama il Teorema di Taylor dal 
dotto Geometra Inglese che la trovò . 

1055. Per vederne la verità in un esempio semplice, sup- 
pongasi y — xx — 2x -+■ I , e si cerchi il valor di questa quan- 

dy 

tità sostituendo *-t-I ad x . Avremo a — 1,^=2* —2, 

ddy d'y . ... , , 

=2,^ =0 ec.; dunque > si cangia in xx— 

2* — 2 -+i=z xx, il che è evidente. . . 
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, _ . di _ , ddy # 

I050. Sia y = *■ , e si avrà — = mx~\ ~ t =«(»» — 

l)*"— a ec. Bunque se *• diviene x ■+« J diventerà (#-+•<»)"• 

. m ( m — 1 ) , • _ , 

= -+ max"~ l H 4 ** a -*■ ec. ; facendo « = 

2 

^~bx X * x~ ** 

; e però r -+- a = 7 , avremo (,r-+ a)* = -, — -7— = 

mix" m(m—i)l 1 x" I . , 

r" , - 4 - , t ì ec. ovvero - — — — =(x-f -lj- m sB 

x-¥b 2 {jc-i -bf (*-+£)" 

mx~"b m (m — I )er~"b* f mb 

x~¥b 2 (*-+i) V # -+ b 

r-r -—7 — — rn 1- ec. 1 , sene che ha un nume- 

ro finito di termini quando o è un intero: se » = — m, si 

nb «{»•+! )£* 


x~ m - 


avrà (*-+• £ )" =zx” ^ 1 


X-+b 2 (*-+£)* 


■ec.) . Si 


pos- 


son verificar queste formule riducendo i rotti » ec. 

in serie, che serviranno a trovar le radici, -dei numeri pron- 
tamente perchè posson sempre rendersi c, divergentissime . 

, dy l ddy -1 

105?. Sia ora y — lx , onde ^ = — , — , = — ec. , e ss 


avrà. / ( jr ±= a ) =/.r i= — — 

* 


X ’ dx 

*> /f J /f ♦ 


— — 1 i= ec. Sia ±= 4= 


2 x* 3 * 3 

— , e avremo /( jc±= a) — / -^— — Ibx — l{bi=-x) — Ix=f 
b±zx b±=x 

— — — -77 y- =£ — r — ec. Dunque l {b x) = lb±= 

*±=x 2(b±=x) % Zlb^x)* 

V— — f I ±= -77 x: - : T7, r^ ri ±=ec. ) , serie convergenti cha 

*i=xV 2 (»±=r) > 

facilitan molto il calcolo dei logaritmi . 

1058. SiaJ = £*; avremo ~z=.b x lb, — l* l* b ec. ; 
- dx dx 

dunque b X ~^ J = £* ( I -+ alb - 4 - a ~— -+■ — — — ec. ) , • per- 

2 2.3 

a • a’/’fl a 5 / 3 £ 

ciò £ — I-+a/i ■+ — - 4 - “J* “*■ ec - (360). 

lo PO. Sia y un arco il cui seno è x che indicheremo con 
. v dy I l ddy 

y^kseux-, si avrà * = ^ = ~ ~ - t 

S 7 ' 7 =vTi^iT •** =vit=w A 
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. . « . *’( I +2** ) , 

‘ — •2 V / ( I— a; )* 6 v (l-* ) f 

. , * , j’jc . 

A /«1 x ±= -V r—3= ec. 

cosy Zcos'y 

1 c6o. Queste serie sono attissime a calcolar 1* arco che 
corrisponde a un seno dato. Preso dalle Tavole l’arco più vi- 
cino, la differenza del suo seno x dal dato renderà a picco- 
lissima , e si avrà 1’ arco cercato aggiungendo ±= — 

cosy 

— - *. — ec. a quello il cui seno è x. Osservate 1*. .chela serie * 
Scns' y 

sì convergente che i due primi termini danno i minuti quinti 
in circa: 2°. che l’arco c espresso in parti del raggio 1 , e 
per ridurle a secondi , a terzi ec. , bisogna dividerle per la 
lunghezza dell’arco di i" (6c8) , posto il logaritmo dell’uni- 
tàrio: il quoziente dà i secondi , c di qui i terzi , i quarti ec. 

1061. Esemp. Sia un’ ipcrbola della potenza 1 e b l’ango- 
lo fatto dai suoi asintoti -, sarà sen blz la superficie d’ un tra- 
pezio asintotico compreso tra 1’ ordinate I , — (933) , e que- 

sto spazio rappresenterà il logaritmo tavolare dell’ ascissa « 
quando sia il modulo 0,43429448 1 9 = sen b (934); cerchiamo 
dunque l’angolo b. Il più prossimo a 0,4342 ec. nelle Tavole 
ordinarie c 25 0 , 44' ry , seny =-x = ©,4341833 , onde « = sen b — 
stny = 0,0001 1 12 , cosy = V( l—** 1=0,9008245, e i due 
. . . . « a 1 sen y « . . 

r easy ‘icos'y 2 cos , y ' •" 

— — , — ( I -+cos 2 y -+ • seny ) = — (I •+ cos 51 ",28 '-*>« se» 

2 cos ’y v ' 2 cos ì y v J 

25°»44') — 57 0 7JyX 1,6230 180, il cui logaritmo è 6,09142:5; 
togliendo quello dell’arco di I" cioè 4,6855749, resta 1,4059026 
= / 25,4626 = 25" -4- 0,462 6" =25'', 22'", 45"" ec. ; onde l’àngo- 
lo degli asintoti d’ un’ ipcrbola i cui spazj rappresentano i lo- 
garitmi delle Tavole, è di 25*, 44' , 25" , 22'" ec. 

. <ty 

1062. Facciamo y = A cos x , e avremo .r — cosy, — 

— I —1 dly — x d'y 1 ~ H2r* : 

seny v'i.1 —x z )’dx z Vii - *')* ’ ux> v^C 1 — * eC * * 

dunque A cos ( * ±z a ) = A cos x =* ~ =* 

a*( l -+ 2.V 1 ) 

y — ec. , serie di cui si fa lo stesso uso che delle 

precedenti. Se ne troveranno delle simili per 1’ arco la cui 
tangente sia .y-J=<*. 
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dy 


ddy 

= C 9 SX, 


1063. Sia ora y — senx, e avremo 
y 

senx , — — — cor * ec. ; dunque sen (x ±=. a) se» x ±=. s cosx — 

</** 

«’ /i' „ . 

— se» x -r cos x - 4 - — /#»*-fec. Parimente se y — cosx, ji 

2 6 24 

«* a 3 

avrk coi ( x±ca ) = co/ * =p a se» x — — eoi x ±= -g- «» * -f* 

co;* — ec. Queste formule son di grandissimo uso per in- 
terpolar le Tavole dei seni. Se sia * = o, i valori diie«(*-f* 
s) , cos (x -*■ a) di verranno a cagion di jmx = o c di cos x 
1 , quelli che gik trovammo (723) . 

. _ . , òy \ ddy senx 

1064. Fatto y = tang x onde — = — z- — — r- ... 

* 4 </.v coj*jt 2^* cos'x 

d'y 1 . 3 2 .. . v . , . . 

— — — 5 1 t — — — 4 — (690 ec.,sarkffl»r(A ±=e) 

2</*' cos x cos+x cos*x cos 2 x * ’ 

a o'senx. a 3 a* senx 

z=. tangx ±= — . h — .- — ±= — . 1 - ±= ec. =p . .. 

cos X COS 1 X COS*X COS 5 X 

:a 3 -*r a* taugx 


2** a* senx tuS- i’/W* 

=r- ec. : ma — — 

3 co. 1 * 3 cos i x cos 2 x 


cos* x 


±= ec. è una progression geometrica il cui primo termine == 

i= a -+• a 2 ta»z x . I ... ti 1 

— - — , 1 ultimo = — = 0, e il quoziente — — ; 

cos 2 x 00 . cos x 

dunque la somma C- 99 ) “ » e P ef ò tg»g[xà=g)=z 

a 2 t*n?x±za 2 a* a* senx 

tangx _+ =p — — r ec. = 

cos 2 x — a 2 3 cos 2 x 3 cos* x 

* 4 ^ t 0 tt V 

ec- Si troveranno delle 


se» x cos x ±= a 2 a __ 

cos* x — a* ^Scos'x 3 co; 3 * 

formule simili per cot{xàr-a). 

3065. Sia ora y = mi se » x o al logaritmo ordinario di 
.. . , . . dy t» cosx 

senx se m rappresenta il modulo; si avrk ~ w " ~ (1014), 

ddy m d 3 y om cosx 

7 *» =-;«**'■ 7 x TZ= Te»~^~ ec **« dun ^ e 

cosx ma* a* m cosx 

l se» x ir am — — — - — — ec. 

senx 2 sen x 3 se » 3 x 

„ . dy —msenx , , ddy 

1066. Se y = mi cos x , sark -g (1014), ^ 1=3 

— m d 3 y dm senx 

mì** 7x rz -~-7óP r i~~ cc,; dunque Icos ( * i= ») = leu x 
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nmsenx m sen x 

^—^Tx 2eis*x ^ Tcòs*' sT ~~ ec# S. *y = m ltsngx. 


d ’y — im cos 2x 


. dy 2 m _ 

• 51 ” ril * P" c, ‘ 

• -J . » . , 

itsn£[xi=a)=l tangx ±: — - — — ec.. Lo stesso sara per mlcot x. 
seti *zx 

1067. Supposto ora che y sia l’arco il cui logaritmo del 
*eno è x, ovvero y — Alsenx, si avrà x = Iteti y, e perciò 

dy sen y ddy seny , A , . , , x 

dì = ÌTcZj ~ dx* ~ tn'-Yos*y ec > dun ^ ue A l sen {x±=a)=y ±z 

n sen y a 1 seny 

‘ ±=ec. 


m cos y im 1 cos> y , 


dy sen ly ddy 


seni# 

4»n* 


1068. Sia y — Altsngx-, verrà ~ , -j^r = . 

d'y seniy cos iy 

7 X T = — -^1 «. ; dunque Al tang ( a- ±z a ) = y 


2 TO’ 

asen’ly »* sen’iy cos 2V a 5 senly cos <sy 

ST-* ì*‘~ — Tà»' for - 

mule posson servire a risolvere con molta approssimazione i 
problemi sull’uso delle Tavole dei seni. 

ady 

1069. La serie y ±= -+ ec. (1054) da cui nascono que- 

ste ed infinite altre applicazioni, induce talvolta in inganno 
se si adopri senza cautela , come può vedersi nei casi benché . 

m 

semplicissimi di y = /*• (1057) e di y~scn*x quando x — o 
nel primo , ed n>m nel secondo. *• 


ALTRE REGOLE DEL CALCOLO INTEGRALE 


Aletodo per ridurre f integrazione di più differenziali 
binomie a quella d' altre differenziali conosciute. 

Io7o.30?Ebbasi integrare x* dx ( a -+■ Ix ) supponendo nota 

l’integrale di x* dx ( a -+ tx” ) , ei»>p. Poiché d[x* 

(s-+lx ) ”*" J = a ( q -t- 1 ) x? dx[a-+bx ) -+ l>(mk -+>*-*■ q-*- 
. m-\-q m . , , 

l)x dx'yg’+ix ) , sarà integrando quest cquazio- 
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ne,J x dx\a-¥hx ) = r . — - 1 — - — r — . - - - 

* ( w*-hwi -+ q ■+ i ) 

*( q -+ I )fx*dx ( a -+■ bx m )* 

& ( rnk -+ m -{- q -+ i ) . Sia m -*• q — n , o f = * — m ; ai 

«vrà fS 4. < « h. <,")*= *£”!f:ì±£>£ _*( «---O 

A ( mk -+n-+ i ) bmk-hn-t-i) 

/ n m tn m k . , 

x dx[a-fbx ) . Se in questa stessa espressione invece 

di n si scriva n — m,n — im ec., si avranno i valori di J x" M 

, , , »,Ì r 0-2*0 m k /» n.twm 

dx(a-+bx ) , iij x dx ( a -+ lx ), in generale di/* 

) » essendo i un intero positivo, è la formul* 

* ar V* d*{a-+b* ) ={a-j-bx ) (, T - — _ 

( 1 -+■ n -+ mk ) 

0(1 • + tt — m) (A ) — a( I -+ n — am ) (fi) 
tx"(i -h»-hw(à-I)) “ bx m ( I “+■ 0 -+• m ( k -^~2Ì) ~~ ■ •••••"* 

a[ I ~+- »—rx ( j— ii ) ( Z) \ 

bx m (m> 4 »( k-i -+ 7)7 ) ** * • • 1 • * 


*' *_( I -t- » — m '1 ( I -+• » — <Xm ) ( 1 -4- n — im ) r 

Ì\l-+0-rr«&)(l-+0-H«(*-l;j (l ^n^n/(k^T-+'i 7 ) J x d * 

g L 

{a -*■ bx ) f ove le lettere (A), (B)....(Z) indicano che 

il termine in cui sono, dee moltiplicarsi per il precedente ed 
il segno superiore ha luogo quando i è pari , l’ inferiore quan- 
do è impari. Ora se n-imzzp, cioè se ~^=zi è un inte- 
r r . m Jk 

ro positivo, J x dx[a-¥lx ) potrà con la formula prece- 
dente ridursi a./* dx{a~¥lx ) , presi tanti termini della se- 
rie e tanti fattori iiél numeratore e denominator del termini 
fuor di serie , quante sono unita in i . 

Esemp. Sia/jt 1 0 </.*•( I — x* da ridursi •/"«’« (< — **)», 
che si ha quadrando il circolo, come vedremo; sarà 0= io, 

0 1,1— 1 ,m ,k= — ,p z~o, — ~ • — *=s 5; dunquo 

fx' c dx(l-x x M--x* , 9-Ii5 , 

jx axv X 12 x - ia . IO * T ~ IiI0 8*»-~ 8 -^**- 

9 - 7-5 3 • \ - 9 - 7 - 5 - 3-i /• i 

la. 10.8.6.4 * )-+ ^C* — »* ) 2 -«-C. 
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Così f x Ct 1 dx ( a -+ kx* ) ** si riduce a f x 1 dx{<t-¥ 

t_ 

t u 

ix ) : onde te a = I , l =— I , c — I »r = 2 , f= — I ,*= 2 , 
anche Jx ' </x ( 1 — x 1 } * si ridurrà a 7 » </x(l — x 1 ) 2 } 

e poiché r= 1 , = 2 àkfx * dx ( I — x* ) 54 = arc.se/ix (T013) 

/ ’ f* h I — ” 

x </ - ( I — x* ) 54 o il nu- 
mero intero e positivo r sia impari o sia pari . 

1071. Se * sia numero intero negativo, in luogo di ridur- 

r « . , , m k r t , / , ff> .k . 

re J x dx {a -+ ix ) a J x dx{ a -+ bx ) , si ridurrà questa 

alia prima . 

Esemp. Sia f x ^dx{ 1 H- x* ) da ridursi a/'i/xil-l-x 1 ) 

“ ore. x (1013) j si avrebbe » = — 4 , m = 2 , p = o ed 

- 2; riducendo dunque la seconda alla prima , si avrà 

n — P . . 

ti—o, a=zl, b m—2, k— — i,p — — 4 1 ~ fH = 2 = 1 onde 


fdx ( I -£x* )~ l == — *”' -+■—*— •+ f x~* dx (1 -+ a*)"*' jdun- 

3 #—3 

que fx~+dx ( I -i-x 1 ) -1 = -+fdx ( 1 -+ x* )“* . 

/ > » » » 

x dv (a -t bx ) * 

/x dx {m ■+ ix W . Poiché [ x 1 ( a -+■ bx /]=(w+l)x 
. , w» p . m-+n ' m p-1 

dx{a-+bx ) -t bmpx dx ( a -+bx ) , sara J x dx( a -*> 


mP-l 


m f x"^‘ ( x-vhx m )* bmp r m-rn , 

bx f == - — — — ~~J x dx { a -‘r bx V 

Se in questa stessa espressione si scriva d4«i,#’+ 2» ec. 

per n , e f — J , p — 2 ec. per p , si avranno i valori di,/x 
. ?» , r n-+lm , , , m p-i 

dx(*-+bx ) , di Jx dx{4-*-bx ) ec. e si trove- 

/ ■ n np f m p 

X dx[ a -+ ex ) =(a— 4-*x ) X 

/ x n -'-J_ bm fx" ( A ) brn ( p — i ) x** ( B) 

M-j-» (l-f n-¥m){a-\rbx m ) {*-+ix") 

imlp -j'-j. g) (Z) \ 

(T — I J)(«-4- bx m )/ 


! 
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•ve i segni e il n«mir# dei rermini • dei fattori *i prendono 
come prima (l«"o). Ora se f—i' = q o *e f — qz=zi< c intero, 

, m p . r »-+i‘r» 

1 integrale di x dx[a-\-bx ) si ridurrà a J x tfx[a-h 
m q r r ma 

bx ) , la quale potendo ridursi a J x dx[t t-+bx ) quando 
, . n ~ r 

M-iri m—tm:-r, cioè quando — — è un intero positivo i — *», 

anche la formula proposta ri si potrà ridurre. 

Esemp. Sia da ridursi /*Vr( I — ** )“ zfdx ( I — x* ) a ; 
si avrà ,m~ 2, p = £, r =; ® , ? ^i,p~q=: 

? = 2 . Dunque J'x A dx{l-x i p- j. -j. 

fx s dx ( I — X* y 2 : ma (1070) fx'dx ( i — ** ) *= (i-#‘ )* 

V. IO l*.8 10.8.6 10.864' lo.86.4- 7 ' 

dunque./* v*Jx(l — x* — (i-Mr*)a( — — . . . 

5 Mo 

_3-53_ 

10.8.6.4 

c/. 


3-5 v ! 


iL‘ - _ *£.*. 353*. \ _3;5 3 r A - ( . _ A . c 

10.8 10,4.6 i«. 8.6.4/^ io.«6l I Jx{ ‘ t * ' ^ C * 


Così/j 


— ±=I 

a: ) U 


t 

—3*1 
, , * . « 
</*(«-+£* ) 


r— l 


t 

* 


si riducono a fx dx[« •+ bx' ) ‘ 

1073. Se i> sia numero invero negativo , si operi c«m» 
sopra (1021). 

Integrazione dei Rotti differenziali razionali . 

Ydx 

1074. Suppongo un rotto razionale, ed il maggiore 

esponente di x in P almeno d* un’ unità minore che in Q, 
condizione che può sempre ottenersi con la divisione : così 
* 4 dx _ xdx axdx . . , ", , ,, 

7^ T*T- T-ÌC'—I,—)'* cm ,e ‘ 0 " aa par " 4 5 " alel 

P dx 

aàbiam supposta per — — . Ora cerco i fattori di Q (379) , e 
se questi son tutti del primo grado , reali , ed ineguali , il retto 


proposto avrà la forma *- —~ x\- 7- 


• ec. 


■ u 


t — k) ec. 

A aa 


Xdx , 
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supponendo che il numero de’ fattori x —f,x — g ec. sia o». 

Adx 

Per integrare in questo caso, decompongo il rotto così: 

VJy . • ^ 

— ■ ► ec. la cui integrale è Al ( x—f) -+ B/(jr — /) -t- ec. -+C w 

• determino al solito i coefficienti di A ,B ec. (324). 

Es. Si voglia integrar dy — > faccio — — -4- 

V>dx D dx dx , . 

J = 7—. rr~» e operando al solito, trovo 

S-X 4-+X (a r — x')x c 

A a' 1 -+ B ax -*• B** 1 x j 

— i-i-Du-A ^ =0; dunque A= B = -^ , 

I , de de dx , 

2* o jr £*(* — *) 2«’(a4*) y 

lx l(a— i r) /(a-Hr) /C __ I .vC 

#* 20» 2- 1 o l ~ «* * VU*-**) ,Sltr0 ’ 

vera pure / — — , = - / — . 

J ar—x aa a — x 

1075. Se alcuni fattori di Q sieno eguali, ed (* — al* 
esprima un numero «r di essi, il rotto si decomporrà in 


Adx B dx 

7. H h ec 

*— f ■ x—f 


A’x 


> *_i 


■BV 


1 -+• ec. . . . -+ R 


dx , e de- 


(x-a)" 

• . rr . . A'*'*"' 1 

terminati 1 coefficienti come sopra, s’integrerà; r-dx-h 

BV-* V ' 

jS ■+ «c. facendo x — • = e . 

Esemp. Sia da integrarsi dj — — 

. *(* — ! )•(*■+!)» x 

(B*_+C)</* (Dv-h-E )dx , - 7 

^-T) ~ "*■ T^T?“ J 0nde A *= 9 , B = - A, C = X , 

D =- *.«=- X, . p , tò *=?£ 

p “ in “2'* re n ro " 0 ^7-7p-' ft " i0 *- 

I = % , il che lo cangia in — ^ ^ , la cui in- 

4* * 4a 

te«rale è _ -i _ 3/e — ~ 1 , 

*e 0 raie e — — r-— , e trattando così 

** Ol X *“ & 4 

l’altro rotto, trovo l’integrale _y = ”Ix - | - 

I )-|/( x-+l)-+C. *~ l 
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To*6. Se sieno in Q dei furori immaginari , esprimendosi 
un di essi con x -+ a H - 1 — I» ve ne sarà un altro della 

forma x -f- a — b \/ — I . Dunque il loro prodotto x l — j. 'ìax -M- 
b* -+ a 1 , o per brevità. x* - 4 - n»x - 4 * » , sarà un fattor reale di 
Q. Perciò si determinerà (398) questo fattorei e poi si sup- 
( A.v -+ B ) dx . Vdx 


porrà che 




— s j a un0 ,] e £ rott j p arz iall di ~ 

nix -+■ Il r Q 


si avrà A c B come sopra. Quindi facendo x-b*=z ed » — 

m 2 ( A ’z B' ) dz À'zdz 

— rotto diventerà -7—77 *+ * * 

B 'dz /• A’zdz A' 

^777*7- ° ra -' 7z^fb^ — IT /(*w-»-W')(ioi4 )"C 

dz 

p dz B 'r i 1 B' 2 

B' J — z ~b,ir — ~b~J 7 T — 7; X ^;vo tans y,-t-C(loI3), 


I -+ 




ove l’arco è espresso in parti del raggio I; onde per valutar- 
lo in gradi bisogna moltiplicarlo per 57 0 , J9Ó 1608). 

’ ( z 2 — 2 -4- j ) dz A dz ( Bz -+ C)dz 

Es. Sia dy -——— 77 zz ) = 71 »-* "+ ~ T^zz ’ 51 

3 i 3 da zdz 

troverà A = -,B = C = -~, jmde dy ~ {l ~ 

afi*^ ai) cd> “ 'a* ( ! “*■*)" “/(i-t-a 1 )— 7 X /j»*z -+C. 

^ rfjQ 

Sia anche — } che si riduce a - - 

( 2 .V 3 ) dx xdx 

77—77—“*- . Quest ultiiba quantità, posto * =s 

r . zdz ji^z 

» - 7 , diviene 777 — ^~j:X » Ia cui integrale, fatto 

B' = I , J'= ^7 , è 7 /(»*'■+ -7-)— 77 Are tang Sostitu- 
endo dunque il valor di z , si trova per l’ intera integrale /.v— 
! I 1 / . I ) 

2/ (i-f-v) -+ 7/(1— KV-+* 1 )-»- —7 - ~ Are tans tC. 

IO' 2 'Z* Infine se Q abbia uno o più fattori di questa forma 
( x* - 4 - ax rt- b )" , si supporrà, che il rotto parziale provenuto da 
. - „ . , (Ax tm — -+ B* 2 “- 2 -+ ec. - 4 -R \ 

questo fattore sia dx ^ — » ) e S1 dc “ 

termineranno i coeifitienri A,B ec. come sopra. Quindi fa- 
a . 

tendo x = s — 7 e sostituendo, il rotto diverrà . . . . 


A'z 1 


. ec. 


•R' 


(z 2 


di che può decomporsi cesi: 
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A's'-*-' E'i 5 "- 11 ' 

^5 IT^ 7 )* * £ ■ + (^TA'J'V’ dz -+ ec - : ma 1 rerm 'ni «ve il 
numeratore ha una potenza impari sono integrabili in parte 
algebricamente e in parte per logaritmi (loiy) . e quelli ove 
z nel numeratore ha una potenza pari essendo della fama 
Mz ik dz . dz . s 

- — , — posson ridursi (.1021) a ; — cioè possono in- 

( z l -4 -b'b , ) m z'-xb'k' r 

tegrarsi in parte algebricamente • in parte per archi di cir- 
colo ; dunque con questo mezzo si avrà l’ integrale del dato rotto . 
I028. Ecco un esempio che comprende tutti questi tneto- 


dx 


di. Sia dy =7-— s— 7 -,- 


Adv (Bjc-s-C)Jx 


( tH-.r)x.*(x l -b2)l<**-H)* l-t-x x % 

(Dx-fE )dx (r.v>H-G«'H-IirH-iyx c . . . ! _ 

■ — , — r~ f- — , . Si troverà A — — , B = 

A *-4-3 12 

_ r. r — ,i n— t r — _i p — i q — - k = a t = _2. 

dx { T —x) dx (x — \ dx (a 3 

6 d i2(l-Kr)" + 2-r* ""** 6(x*-*2) 4(,x* •+ I )* 

_ T r dx i ,, . . i r ( [ — x ) dx l , I 

i i rx dx — dx r , , , , . . i . _ x 

a- «•/ s 1 '* - +s) <‘” 0 > - vs 
<'•*> • • ■ •• | /r£riV = | o + stÀT) (1 “ s) -• 


3 r *«* 3 , , „ • T —x-dx rr 

~ / 7-t — - =s — — r (lO'-ó ) . Per integrare I. -7-5 -, II. — 

4 (v — f 1) ' 0 4(.v -+l) 

4 o 3 £t - ' :jac °fjép *“* 1 • • •> * vA < 1 ^ rfv 

-bay* vV*(l •+.**)*“* ; dunque fx*dx{\.~+x , ')~'— ~+* 

^rrMK/r: ma riducendo lai. alla II. (lo‘ló),Jx 1 dx{l-*-x*)~ ì — 

— * ( I H- a* )-’ -4. fdx( I -4- *’)~ J ; dunque./* rfr(l -+* 1 ) - * = 
o( 1-+^»") ~2 ^ rc ta "Z x ‘ Ri uner) do dunque tutte queste in- 

tegrali , sarà y = -!-/ (i-hx) -+ -2-7 ( x 1 -+ 2 ) — +• 2/( x l -+ 1 ) -*■ 
x . I I (x 4 l) I ' I / X _ 

d SS- 574 ^ - 7 «»r* - rv 7 A» ...« 75 - 1-0 

I029. Dunque ogni differenziale frazionaria e razionale si 
integra o algebricamente o per logaritmi o per archi di cir- 
colo. La difficoltà consiste nel trovare i fattori di Q , difet- 
to piuttosto dell’Algebra che del mcted» d’integrazione. No- 
tiamo alcuni casi in cui un rotto radicale può rendersi ragionale . 
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3 ; 

loSo. Sia ridotti i radicali allo stessa 


x 

12 12 


, , „ . * -»-V- \/x e -^X l ) *. a - 

grado (384) verrà , e fatto «J X — Z , onde 

X-h V x> 

' a 

x = z'* , </x — I2s‘ 1 dz, la differenziale è razionale e perè 
integrabile. . . 

Sia X una funzione razionale di * tdy — Xdx ^{a-+Lx mb 
±r I 

ex' ) ; cerco i due fattori di a •+ b <e •+ ex' , e se sen reali 

si troverà x per la nota formula (433), e quindi dx , dopo 
di che si potrà integrare. Se per esempio, dy = dx y/ (a= a' 

**),SÌ farà (432)±=^ , ^^=Q = ^“ ( ^/ 5 f^- ) == 

x -+ a . . r^a-4-/»* 1 ±= \azdz 

tr,7 = , ' Md ‘* = 7t -■ *=z?e.F’ C 

4* =F X 1 5 dun( l ue # = ^7“yi • La formtlla co1 

segno •+ si integra riducendo f di ( a* H- 1 )— 1 zj'z*dz[z x -^r 
I )— 1 (<073) 1 il che dà /~zVz(z* -+ I )'~ ì ; onde poi riducen* 
do questa a f 5 Vs (z*-f- (1070) » *1 trova 84* ,/z* dz ( I -+> 


24 'Z 




a* )- J = . — -+4* Xerr ta»gz"+C, ovvero so- 

Stituijo il valor di z,J'dx^(a x — x*) — ix^(a* — x*)H-4*X 
are tan£ \f -t*C. Ma la formula col segno — si integra al se» 

\ . . r 8<t *zVz «* , z-+I a'z . 

Uto (1075) e si hi J — 7—, rj — l -+■ -ri ■+ 

' J (z*— i) } 2 Z — X 2 ÌZ- 1 -I) 1 

. ... f 

— — -frC, ovvero sostituito il valor di z ( e osservando 

d4 ^ ' !i! ) ./* V(»‘ ■ - < >-) = 

z — I z 3 — I a ' 

3fV( x* — a*) a* , x-V y/i x * — a') , „ 

■ / 1- C. 

2 2 rt ' * ' 

t. , dx _ ^ . x - 4 - 4 , 

Se dy — —.-.— -, — , fatto come prima — —z% 

V(±=fl-=F^ 3 ) i =4 = F* 

. , ±=2'/z . . 

sara ay = 7T77 ! e col -+ verrà y = 2 X a re ta «£ 

col — si avrà y — l — [ x -+■ ** — •* ) ] • 

4 


V‘-7 

v a — x 
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ioSr. Se i Attori di « -+ b x _f ex* sono immaginar) , facci* 
svanire il secondo termine ponendo x -+■ — == s ed ho Z dz X 
±z i 

• Sia dunque z*-+c l =Q, onde fatto nella 
nota formula ( 426 ) 0 = I , A = « , sarà a = — e dz = ~ x 

2K 2«* 

(k 1 -4-e 1 ), dopo di che si integrerà. Così se dy — <ix -*• 
— *- I ** — a* du 

*') , avremo *= — — — , #=*-*V(* *-*■*') , dx = ~i ( «*-*- 

«*-+ ** . ... l±=l 




2 » 


-, onde dy — u—'du («'— He* ) 


—X q; 1 ( a* — )* 

(3«) . , cioè col segno di sopra, dy = ^ = 

ttdu a'du 0+du « 4 —a 4 

T^l 

r ** — a 


» T 


4 ^ a* “*• 4 « T >* d>=CH, ~ 8 ^ 8 *~ — 

4# Ji 2« / = 7 V ( **■*•*)» dunque > = C -* 

X CT 

— ve* 1 -+ j» )•+—/[ <g(x x H-# 1 )-*•*]. Col segno di sotto* 

i i 

du 

— u ed > = /C [y^** -*•**)-+* ]. 

Metodi di integrar per Serie . 

1082 . Quando una differenziale non ammette integrazio- 
ne esatta, si ricorre alle approssimazioni, e te serie sono al- 
lora l’ ultimo compenso . Infatti riducendo in serie una fun- 
zione X della variabile x, si ha una serie di termini mono- 
mi, le cui integrali riunite danno un valore approssimato di 

y dx. 

Xdx . Per esempio, 1 integrale di ^ c l (a -t- x) » 

dx dx xdx x-dx , r dx 

~7~ V ^r-ec. ( 3 34)J dunque/^ — ov- 

x x 1 r* 

vero /(*•■+*) =~ — ZZZ-+Z7T — ec.-4- C : se si fa *=• t 
a za 

x x* x * 

sarà. Cs/i, e l(a-bx) — U — i- 4 -^t— ec. , ond* 
x x" 3 " X^ 

/(* — x) = /tf — — — — e c. Suppcnghi?mo — = 

» < d avremo / (a — x) = 2la — / (0 ■+ z) = la— — 

-cc. ; dunque /(, + *) = /*■+ -+ 

«v. , seri* tanto più convergente quanto serkz minor di e . Pet 
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esempio 111 =/(loH-i)— / i°-+-^ -+ ~pr •+ er.= 2,39^ «c. 
dx 

Così si ha Jy = — - — = 16? — A^</* - 4 - atVat — x ( dx -t- ec. 

I "T XX 

X^ 

(324): ed y — tre. t*vg x (1013) =# — — -±— ■— -• -+ ec. 

+ 5 7 

Così dy = —,~ X - ; — dx ( l — jcat )~ 2 z=dx ( 1 - 4 - — - 

V(I — A-Af) V. 2 

-t-ec.) (182); ed y = are. se» x (1013) = X-+ 

'à.3'" 4 ' 24.7 M ÌÈT“ l ' ec ** integra,e a cui n 01 » vi è co- 

stante da aggiungere. Sia at=I, e la circonferenza = t , ja- 

rh y — — =. I -(- — -4- — - 4 - — — - 4 - ec. Se x c= — , 1 ’ ar* 
4 2.3 2.4.5 2.4.Ó.7 2. 

,. T 1 I.I 1.2.1 I.3. 5.1 , 

12 2 2.3.2* 2.4.5-2 5 ,. 2.4. 6. 2.2 T 

1083. Bastino questi esempj .* ma il seguente Metod» di in- 
tegrar per parti dà delle serie più convergenti . 

La formula Xx=f Xdx - 4 - J'xdX da / Xdx = Xec r-fxdX. 

Sia dX =2 X'dx ; dunque j xtX— J X'g.lx e fatto xdx = dz onde 

7T = z, sarà fx'de, = X'z — J zdX' = -£- (X'xx — J xxdX' ) . 

Sia dX’~X"dx‘, dunque f'x*dX r = f X"x ì dx , c fatto x‘dx=z 

X^ f* 1 

di onde ~ — z, sarà / X"d% =zX"z — J zdX'< — ~ ( X"x 3 — 

fx'dX") ec. Sostituendo questi valori nella prima espressane , 
si trova fxdx =zXx — ~ X' - 4 - X" — 0 * — X'»- 4 - . . . 

X"" — ec. ovvero , supposta dx costante , onde = 


ddX 

= dX', 


ddX 


’ dx 

*1 

11 

* 

II 

: ec * ' 

si avràj 

dX 
- ! . 

x'ddX 

x\lddX 



dx 

2.2-dx* 

2.3.4 .dx ì 

- 4 - ec. 

- 

TTc c:, Y — . 

I . , dX 

— 1 


J4U. eTK ■ 

: t 11 a 

0 — h .V 

vro. ~ — • 

• dx 

{4 - 4 -.r 


2 </<wx —2.3 „ r VJ ~^r ax 
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tC y “ 

— — -+• ■+ ec. C , ovvero r( s-t- x)z=U~h 


ni’l a\ n;-2 

I©H Sia X=w («-*-*) , onde^ = r//(m — I )(« -4- *) , 

<MX , , , , , . ro-3 „ f 

“■ "w ( io — l)(w — *)(«•+•#) , ec. Dunque/ Xdx = 

( <r -4- .v ) CT =C -+ w-v (a -4- .v) W 1 — ).v*(«-4- *)”* '-+ec. 

» , _ w , , w r» . 

ratto ar = o, retti C = « , ed — a -4- mx ( a -4* 

fjl*\ m -2 

x) ' — im ( m — i ) x* £ a —4* x ) -4- ec. Facendo * -+■ 

m tn m-i m -2 

■* = 8, avremo z = (z — x) -4 ■ mxt, — iiw(iw— i) x*z -+• 

, , *» , »/;.*• «»(«»— l)ar* 

ec onde (*— *) = * ( i - — -+ — cc. ) . . . 

, « f* , wr »»(»»— i)at* v (zH-x)’* 

(= + *) =s ( I -4- — -4- -+ec.) .... — = 

u»(w — I)jf* (z-4-je)-" z" 

->.*» -4-ec. ... e •— « =i— 


/X 


I -4- 




».v i*(w- 4 -t),r l 

4 - — i — ec. ; dunque se z -l- x = o , avremo ( * — 

mx . . , 

* l— JjT — ec.) e (f -4.*)"a=f"\i-+ 

f»* w(iw-4- l)x' 

f-+x -+ ~2{è—*y * +ec- '• 

_ eiX JdX . 

I1085. Sia X—a x la, z^.a^ba, ~j~ì —a.*Pa ec. , il che dk 

fxix — (1*15) »* = C -J- 1,* xla ( I — |x/a ~±-£-x*l x * — ec. ). 
Sia X—O, si avrà C = I , ed a* = I -4. a x xla ( I — £jrd<»-hec.)i 
dividendo per a*, verrk I — *~ x — t- xl* ( 1 — ec. ) . 
Dunque = i ( I — ~xla -4. ec ), e supposta x positiva, 
le suo potenze impari cangian segno, e la serie è tutta positi- 
vi, come si sa (36©^, 

le86. Se X= la serie sark troppo complicata. Pongo 

s I 2 xdx r dx 

dunque ^+^7- = » onde — = du ; dunque/ 

fttdx = HX —fxdu = — ■ -*/ . P*ngo »y* =a 
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onde — ~ *-r — du, e fatto 2x x dx = dz onie —~ = z, sark 

3 

2 x* 


J (ih-#*)* 4 3(i-+x*)* ■'3(n-* , )i 

1 , — 6 xd.V , 

--- = « onde -7— = du , e fatto 2.4 x'dx = 


Pongo 


3(1 Ha ») 5 


dz onde — — — z , sark J ffy ~' -y-j — f u ^ z ~ uz ~~ f z d« =: 

" 4 ‘ ;v "• Du, ” u ' A £jt=('°' 3)^. 

2.* 5 2.4. v f ^ 

3(iH-a-a)* ' + 3^5(1 -+.*•*)> " + CC ‘ untlU * 


3 5(i-+* a 
tang x~ a r= 


I — ♦'JTAf 


in generale poiché x~tangtixz —~ t sostituendo , e riduccndo , si 

coi a 


2.4 


2.4.6 


ha a— cos a (itti * •+- - se » 1 a —Z-stn* a H- — icn 1 a H- ec.ì= 

' n off o _- *■* ' 


o o-3 . 3-5-4 

senza . ,2 , 24 . 2.4.6 , 

(IH-- seti a H- — - seri* a H set » 6 


2 


3-5 




a H- cc. ) . Se a =z 


45 0 e perciò ar=I>sarà la circonferenza 8rf=7r:=4(i-+- 
— —e — • . h CC. ) 

3 3-5 3-5-7 

Integrazione, delle Differenziali Logaritmiche 
ed Esponenziali. 

108;. Per integrare la differenziale logaritmica Xdxlx, 
supponendo X una funzione di x, sia y=/x, e dz — Xdx : si 

avra J Xdxlx— fydz—yz — J zdy ;= Ix JXdx— /(*— fXdx^ ; 

dunque 1’ integrale deHa quantità. proposta si riduce a quella 

di Xdx che si avrà con le passate regole se fxdx non contien 
trascendenti . 

Esemp. Sia X = **; si avrà fxdx — — — -, e Xdx} 

J° ix,x =St(' x - At) • “"e" 1 * 

che nel caso dà » = — 1 cj Ix — — Sia ancora 

X — 5 *i avrà fXdx = ~ - , zfi^fxdx 

f ffih) = l* - 1 ( 1 ■ - * ) ( 1 0:4 ) . Du nque / ~r = ™ 

£ b k> 
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1088. Per integrare dXl”x si fa / dXl n x = Xl” x — 
» ** V, e posto — =</X', si ha f <lX 1 f‘~ I x=X'l n ~ 1 * — 
(« — 1 )/— — i 2 .v; fatto ?- = </X", ■</trr\fdX"l n 2 x — 
X"f 3 Jf — (» — 2) J '— — Ì‘ ^*ec. Dunqu e f dXl n x—Xl* x — 


tìX’l x-¥» tt — j)X"/ M 2 # — »(»— 1)(»— 2)X'"/* J jr -4- ec. , 
espressione che ha un numero finito di termini e n sia inte- 
ro c positivo. 

Sia per esempio dX = x m dx\ sarà X rat — — , A-— = 

m-+l J x 

x"-*' rX’dx •*"+* x *-ri 

~~ (w-+l)* ’ X - X "— )j » X "' = )“*■ ec * 

Dunque f^dxPx = ~~ ( * x - i*" 1 , H-^ ( * ‘L 

fW-H v w-l-I (, «; -H 1 ) 1 

«—2 »(»— 1)(»— 2) 

* * “* ( OT I )1 * * -+ ec. ) , Il solo caso che sfugge 

alla regola generale è quello in cui w=— 1 e allora si ha 
/ dx n l n ~*‘x 

* X 1 x — « -TT “*■ c (J025) . 

1089. Questa formula applicata ad « negativa dà per inte- 
grale una serie infinita ; ecco dunque un altro mezzo d’ inte- 
Xdx dx 

grare. Riduco alla forma X*. ^ ; fatto lx — ti , 

sara / x.-u e ~ x =du, onde / ——:=/« du—~— — 


— ! 


, ]7TJn- = a, e posto Xx=y, si avrl/Xx. ~~ = 

/>* =/, * =,« - ~b -I -p' l -L 

* * y (« — 1 )/*— '*■ J* — 1 •/ • 


Se ora sia d[Xx) = X'dx , </( X'* ) = X"dx , d{ X"x ) = X"’dx ec 

, / d{Xx) r X'dx * 

avremo, ponendo =/ — - , formula simi . 

le alla prima e che si integra perciò nel modo stesso.* dunque 

,Xdx \ — x / Xdx X"l'-x \ 

J U*)* (»— Ijrr'x V x ' + H — 2 ~*'(»-2X«-3)' + ' ec * /fino 

ad un termine della forma f~— 1. cu ; 

integrazione, se è possibile , darà quella della fòrmula proposta. ' 
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Sia per esempio X — x -, avremo d{Xx) = X'dx = d(x ) 

— ( tn -+ i ) x m dx , onde X' = ( m -+ I )* '* , X" — (m -+ l )* x* , 

m rx M dv — x"^' / 

X'" — (fw-fl ) 3 * ec.; dunque J p — — ^ I ■+■ 

w+i (ot-h ) 1 

“ /*-+, 

n — 2 


(»W-+I) ( to - 4 - I )* \ 

■ 515 {»-à '•* - 7^) ;»- 3 )(7=5" '’*-+ «• 1 •+ 

( w _f- 1 rx m dx . , , . «- 4 -I . . 

~7^_— J ~Ìx~ ’ intc s rale die fatto * = u , si ri- 

duce a J -j — , e questa si ha sol per le serie come vedremo, 

/* dx 

fuorché nel caso di m = — 1 ; poiché allora/ ~^ n — = — ■ — . 

topo. Debba ora integrarsi la formula esponenziale a x Xdx . 
Osservo che a x dxla — d( a* ) (lo; 5), onde fatto u x dx = </z = 

~ aT * Saik z = e Pere ! bf a*Xdx~f Xdz = zX - /z</X== 

- - -*-/ a'</X . Sia dX — X'dx ; si avrà / «*</X = / «'X'rf* 

—fx'dz — X'z — ./ ««'X' = ~a~~~ Taf****' ec,; dunc l ue 
r a* f X' X" XW \ - I 

J a x Xdx X — .... ±z t „ a J =f /M _. , a X 

fa x X^ ,t *^dx. Se la formula fosse a mx Xdx , fatta a* =4 , si 
J ‘ a mx / X' \ 

troverebbe egualmente J a mx Xdx =~7^(.X — ec. ) ec. 

e jf 

1091. Se e è il numero il cui logaritmo = I, si ha J e Xdx— 
g X ( X — X'- 4 - X"— X'" -+ X"" — ec. ). Sia per esempi® X = 

x* ; sara X' — hx , X" — » ( n — 1 )*” , X'" = » ( n — l ) 

v B—-3 , r x n . x , n »— 1 > 

( » — 2 )* ec. ; dunque J e x dv — * (x — nx -+ » •“ 

«—2 , , n— 3 r mx n , 

I )x — »(«— l)(a — 2)* -+ ec. ) . Così J t x dx — 

w;jf/ *« »*"- f \ 

V 1 — — — » — ec. ) . 

9 \ m m ' 

rti* di? 

1092. Per trovar/—— riduco in serie, ei ho (1085) 

1* 

a x dx dx xdx „ , ra x dx 

= — - 4 - dxla - 4 - — — l* a - 4 - ec. ; dunque J — — =C-+ /*-*• 

xx 2 Jf 


xW ft*dx 


* 1 *-* ■+ 3.2.3 


■ ec 


fe x dx 

» c/— - = 


C 


x 

Ix ■+ .V 


• — - 4 - 
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-+ ec. Sia e* = *\ si avrà 
ì'z f‘r, . . . r 


«M* 38© - 4 * 

, rt x dx rdz 

1 avra J —J { ~—C ■+ Ih _+ /a 


/*ìs / J c v /•</s / </s 

^2 ~*'à-3’ +CC ' : epoiche ^a/ 3 ' =W*(> 035 )=j»,sarky g-as 
fz . ^ —Jzdy = zy -r-fjdz—zllz— J liz ?!%, e per òj llzdz — 

%llz — f* — zllz — C — llz — Iz — ec. 

JC93 Quando le precedenti regole non abbiati luogo, la 
quantità esponenziale si ridurrà in serie per la formula a* — 
I -+ xln -+• ec. (1085). Sia dy — x mx dx\ si arra per le sèrie, 

«i* 

dy — dx-*- mxdxlx -+ — x'dxl'x ■+ ec. , la cui integrale si 

trova per mezzo di quella di x dxl ^(se88) e si ha fx^dx^z. 

mx m'x' / I tnx m x x* \ 

*(«- ■+ "y— - *c .) •+ mx'lx - -gT -+ — - ec.J-4- 

m'xH'x f S tnr nt'i r* \ , 

— — ^r-+ — — — tc.) H- te. che nel caso di x— I, 

m i/i 1 n» 5 

si riduce ad I — fi -+ 77* — -+ tc. 

o • 

Integrazione delle Quantità differenziali 
ove entrano Seni, Coseni ec. 

1094. Poiché (1024 )/" dx cos x — sen x , e fdx Seti xz- — cosx, 

r senny r coiny r n 

sar a.Jdy cos ny= — - — , e Jdy sen uy—— — - — , Jdz cos z sen z = 

'set n +'z r n «**■*■>* 

w j— , ejdzsenz cos 2 = — -^-p. Similmente y dystny 

cos ay — {ZoS)lfdy se»(<s-+ I )y—±fdy sen{a — l)y=z — 
cos (n-f 1 ) y cos ( a — I ) y 
2 (<»- 4 - 1 ) ‘ + 2(/* — 1 ) * 

J095. Sarebbe lo stesso per dx senx sen ax , dx cos x cos ax 
ec , e si tratterebbe colla stessa facilita dx sen x sen ax cos bx 
ec. riducendo questi prodotti a seni o coseni semplici per mez> 
zo dei valori di sen a cos i, sen a sen b ec.: ma per integrar itfjr son'x, 
dx sen' x ec. è preferibile il metodo seguenre. 

1096. Poiché dx sen x — dx Sen x sen X e fdx sen x — 

ccs x = z, fatto sen * x—y, snxz.fdxsen’x—f ydz — zy *— > 

J zdy — — cos x sen ^ x *+ (» — I ) fdx sen ” cos' x — 
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fgm I /* H-2 /* 

x-+{n-\)J dxsen *—(»—! )J Jx stn x;etraspo- 

r n coi x sf»”~ 1 x n — I r »-2 

ncndo, J dx sen x — — -+ ~Z — J dx stn x ; 

n n 

£u„,« .neh X 

0-4 f" n eot x / »-I 

stn x-, onde in generale J dx stn x — — — ~—[^sen st -+> 

ti~l 0.3 {»- 0(»-3Ì b-5 (»-0(”-3X»-5) «-7 . \ 

»-2"" * ^ (»-3)(«-4) sen x ^ {n 2)'»-4)(*-6) sen *+ ec ) 


(n-l)(u-3)....2 


cos x se n è impari ; • se è pari , -4* 


(w- l)(o- 3 ) 


0 ~$ x. Per esempio , f dx stri* *=£——*—( stn *x -+> 

.4...» J 5 V 


2.4 


4 f (!x stH t x = C _ ( stn'x -+4 sen' x-+ 

3 3 t J 6 4 


3 3 

»»*)-*• £*gx.. • - . 

1097. Facciasi x = 90® — z ; avremo Jx — — dz,tanx~ 

r, n stnzf «-I n— I «-3 

cos z, cos x—scn z.e/dzcos z — 1 cos s -*■ — -cos x - 4 - 

J n \ n - 2 

(«*0(«*3> »-5„ . (»-0(«-3)(»:5) .. 

(#-2X0-4) (»-2X«-4) v «-6j / 

(o-l)(l*-3);0-C) ...2 * . . j -, 

4 ~ ff/» £ se » e impari; e se e pan, -+ 

1 • 3 • 5 • • • * 

(" 1 )("-,}) • • • J_ z p er esempio ,fdycos f y — C -f — — (cor 4 )» -+• 
2.4...» ^ 5 

Acoi*j»-i-|: 2- ) J e fdy cos*y —C-\r %stny ( cei , > -F | cor'jr-t* 

1098. Sia ora da integrarsi iy sto 9 y cos” y-, poiché d{sen f y. 
eos*y) = pcos 1 *'' y sen f ~'y dy — q cos i ~‘ y sen f ^ ' ydy (ioli) , saia 

/ dy strf ~ 1 y cos^"* 1 y =■—■ set? y cos^ y->r--f iy cos** X ysnf"^ 1 y. 

dunque fatto p — I == »» , 0 -+ I — » , vettk/'dy stn ” y cos n y = 

f dy cos n * y stn*’*’* y t sostituendo 1 — 


sen”-*- l y cos”— l y , o — I 
■I 171 -H 


m ■ 


cts*y in vece di re» 1 ,)» e trasponendo, ai \&fdystn n y cos” y — 


sen 


,m-i- I 


m 


imi" -1 v » — I r , m »-2 _ sen m ^iy 

— — H — J dy Stn y cos y~C -+ X 

- — 1 m-Vn 1 m -+ n 


J 
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fct/x y "t* — -4- -- -+ ec 

«*-+•« — 2 (wH-»-2j (ra-+«-4) 


■) 


(»-0(»-S)- •■ 2 x<r»’"' rI jr , . . . 

W^)Un^)—^I SC * C im ? ari 5 C 5C e P ari > ■+ 

,n " } (io!>6> - 

1 099. Facciasi y — 90° — z ; avremo J dz co™* tetfz — C — 


CtS m + l Z^f 
ut -+ tt V 


»- 1 
scn z . 


(»-l ) sut n 3 a (u-l)fu-3) sen r — 5 z 


-+• n — 2 


(w-t-/;-2X»f-+-»-4) 


4-ec.^— 


(IC92) • 


m 

(»-i)(»-3) . . . 2c9r’"- + - , z „ . . 

C^HÌh^T^h se " e impari5 c se c par1 ’ 

(»-l)(a-3Ì. . . . T .fdz co s m x 
(wrt»)(»i-+»- 2 ) . . . tu -+• 2 

Per esempio, la prima formula d zf’dycos'y sui* y = C“+* 
~seK e y (cos*y -+ £) = C -V ^ sen 6 y (i — • sttfy ), e la seconda 

J dy cot ì y sett f y — C — cos+y ( sen* y -+ | sui 1 y -+ l ) . Bisogna 
dunque che i due risultati siano eguali, o differiscan solo d* 
una quantità, costante , che nel caso nostro è riducendo 
tutto in seni e osservando che coi * = ( I — sen' j* . 

Iioo. Consideriamo ora i rotti nei quali entrano seni ec. : 


• fAZ- — CÉLììPJL _ / — d {co sy ) _ >. x __ 1 fd'cosy) _ 
-V suty~~ J scn'y 1 —cos'y 1 l-tcosy 

= i / — = | / tanf -|> { 7 14 ) = / tang | y . 

I — cor.y 2 I -+ car 7 2 a - 1 

Fatto _y = 9 o 0 — z, avremo dy =z — </z , seny — cosz-, dunque 
3°. y~— : — = — ( 45° — V ) = — 1 cot ( 45° •+ ~ ) ( '23 ) = 

J COS Z 2 3 

=-' -»»=- = 

f dy tangy. $°.f — — = f — = f ~~ —Itangy. 

J *** p p ftj/jcosy ~ t*n v J rnt* V tatitrv ~ 


seuy 
coi 1 y — — 
cor 7 
dy 


' cos y tangy 


Ilol. Posto ciò, cerco C — .Poiché ( 1096 ) f iy ten*y — — 
J sen m y 

coty sen n ~‘ 1 




’f sen n ~ 2 y > sia » — 3 = — m ovvero n = 
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3*3 

* - . . ed ho /-èn = -f ~ P*r ; duo- 

que C dy -=- -°- y I - m ~- f ~ dy = - —~ 

” •* sen m y (m — I sen m ~ 1 _y w» — i J sen m ~^y m — I 

( m - 2 ) ' m - 4 ) __ _ ^ 


{ni- 
ni — 2 


un ”~ 1 y (w-3) sen m ~e>y (m-3)(m--,)se»'"—ó y 


: (- ec. 


( 

(«•2)(w-4)...2w> . , . . (w-?)(«»-4) ... r 

^ ‘ P*« >•»*<■«•». -* wòiZiZi 

f— y — (1100). 

J un y ' ■ 

1102. Suppongasi y = go°—z, e sara f - = ~~Z{ 

(^1 + — *ZL* + ec . ) - 4 - 

\cos m ~' 1 z (m 3)cos m —3z cos m —ó z ' 

(f»-2;(w-4) . . . 2 senz . . . . 

7 r : se m è pan ; • se e impari , 

(w»-I)(w-3) . . . l coiz ‘ r r 

(W2ÌM...I/' dz . r dy 

(^or w "3)“^ y (,Ioo) - Per e5em P‘° J7orJ~ • • • 

*••3 f » , 6 , * • 3 \ 53J. ’ jr • 

6 4cofV 4.2.c»j 1 i y / ~ 1 h 6.4.2 * tan ^{^S a '• 

\ • • dy cot m y 

1103. E dunque facile integrar la formula — — — — ; poi* 

, .. dycos xi + l y d(seuy) te * y 

chè se 1» = 2* -4- 1 , si ha — — — -= — - ( x - ttn'y )*, 

che fatto seny — z , diventa z—” dz (i — a*)* integrabile , giac- 
ché qui k è numero intero e positivo (1021), S« m — ak, al- 

dycos* k y dy { I — sen x y) k 

Iota se ^Ty~ = ~su7~y * «spfessi'one che sviluppata 

s’ integrerà per mezzo della formula/'~^j- (ilei) . Lo stesso 

,, fdystn^y r dy 

sarebbe per 7 — — e/——. 


Integrazione delle Differenziali a più Variabili. 

IÌ04. Se x sia una funzione di più variabili x,y,z ec. , 
x y % 

le differenze d T di T per *, d T di T per y % d T di T per 
z ec. , le quali si hanno facendo variar solamente o x o 7 o 
z ec. , si chiamano differenze parziali di T: ed all’incontro 

le somme J~ Tdx ’Ydy tj" Vdz coche si hanno integrai^» 


Digitized by Coogle 


**• 384 

do per x • per y o per z ec., cioè considerando come varia- 
bile la sola x , la sola y ,la sola z ec. , posson dirsi sonane pai'- 
zi/ìli di T . Tale è la notazione che adottiamo per le differen- 
ae parziali; ella ci sembra più espressiva e meno equivoca di 
quante ne sono in uso tra gli Scrittori, i più dei quali indi- 
ifT dT dT 

«ano con ^ x »~ffy dy ,-^dz ec. ciò che noi intendiamo per 
x y z 

d T,d T,d Tee. Si osservi intanto, come per principio 
fondamentale di simili differenze, che supposto T= < ?(*,ji) 

(9S4) * tata d*T — p(x-i-dx,y) — T (9U9) e d? d T= <p{x->r 

dx,y-+dy) — d* T — d*T : parimente d* T = p ( X‘, y -+ dy ) — 

T ed T — p(x-+dx,y-+dj) — d T — <P T ; dunque 

//T=/ '/ T. 

ilo p. Data pertanto una differenziale Pz/r-tQ/ya dne 
Variabili in cui P, Q son funzioni di x,y, se T ne sia l’inte- 
grale, avremo dT = Vdx -+■ ; dunque supponendosi x,y 

indipendenti 1’ mna dall’altra, si potranno formar le partico- 
lari equazioni d T = ?dx , d T = : e poiché <? c? T = 

dece? P , d X j > T=dyd*Q_t // T = d d?T (1 104) , «arà dx/?=: 
x d*P d X Q 

dyd Q e —jj- — , cioè uni differenziale PdxH-Qdy sarà 

esatta 0 potrà integrarsi se la differenza parziale di P per y di- 
'vi sa per dy eguagli quella di Q per x divisa per dx. 

Dunque I 8 . giacché e^T — PdXtd^T — Qdy , sarh d*T-\r 

Jt ~ P dx •+ Q dy =s i/T , e in generale da V , funzione di x , y, 

si ha sempre </V •+ d? V = dV : 2*. se rarj la solq x e poi 

la sola y, sarà I a . T £=/* ?dx -+ C , II*. T -+• C' e 

potrà esser C zcs p( > ), 6' = <>(*): 3 °* l€ due espressioni 

f X P dx if^Q.dy avranno comuni tutti i termini ove si trova xy ; 
onde i termini non comuni in quelle espressioni conterranno x 

senza y in f P dx x td y senza x in /V* (996) •• 4*. poiché 

dalla I. equazione ti ha d ? T ( ;= Q dy ) = j? j P dx ■+ dyp’ (y ) 

(1016), dalla II. d*T{c=.Tdx) = d X f J Qdy *+ dxp 1 (*), sark 

(1025) PO) =/"( — d y f* Pai* ),?(*) *=/( P dx — d A>,» 

e perciò III. T—f X Pdx-tf{ Q dy — e?f X Pdx) > IV. T zzf^Qdy -t« 

/( ?dx-d*f y Qdy). 

"1 
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Tio"*. Per render più comode queste integrali , chiamo S 
i termini comuni o simili , e D,D' i non comuni o dissimili in 

f X ?dx , f y Q h (i 105.3 0 .). oniej ‘ X ?dx = S - 4 - D,J Qdy=S-bD\ 
Sostituiti questi valori nella somma della III. e IV. equazio- 
ne , verrà 2T = D-fD' 4 ^-r J\ P dx - 4 - Qdy ) — /( d^D-b 

/ S H- / D' -+ /S ) : ma f(?Jx -b Q dy) =T, = dS 

y jc 

( II05 . 1°.) , d D = o, d D' = o (1105 .3 0 .) ; dunqtie TrD-V 
D' -4- S , cioè /’ integrale d' una differenziale esatta Pdx — r Qdy 
si ha dalle somme parziali di Pdx Per x e di Qdy fer y, presi 
una sola volta i termini simili. Così giacché la differenziale 
( 3 -v* - 4 - 2 bxy — 3 y' ) dx - 4 - { bx 1 — 6 xy-b$cy 2 ) dy è esatta , trovan- 

, . i? P d x q ... , . • , , 

dosi— — = —— = 2 bx—oy, ìntegro gx 1 dx H- ‘Zbyxdx — 3y da 

hyx * — 3*7* : 


dx 

pei- x e viene x* _s- hyx* — 3-ry* ; integro hx 1 dy — 6xydy -4- 
h c ydy per y ed ho bx'y — gjyr» -4- cy> : onde T-Dh-D'H- 
S — ar 5 -4- byx* — 3 y*x — ev 3 - 4 - C . Ma poiché talora è necessa- 
ria qualche sostituzione per giunger più facilmente all’ inte- 
grali, ne porremo qui varj esempj . 

L/sSci*. fttw z =I , S i =C~‘~. 

li. «i=., si bAÌ-,. 

J # -4-7* 7 •' a* - 4 - I 

in fo xclx •+ — * 4y — ar-fo -+ */ a V( y -+ 7 ) . ^ 

•' avi*-*-./) 

to v ( X - 4 - y ) = z , si ha J[{ 2s — sja ) dx -b ( zx — 32* _j: 
2* V ) dz ] . 

: fatto Vt. •+.,) = *, 

3 *V( * -+ y )* 

si ha/( zx~ l dv -b dzl e-b 9z*dz) . 

V. /• -<52 rtA’J ^-(i£t+«5:li>L, fttt0 X. »J, =,. 

J 2x*y+ Vi * — kv) 

II. *• -4-7 = z’ , onde III. x dy -bydx = dp , IV. x/.r - 4 - /y = 2sx/ z , 
moltiplico la I. per la IV. e la II. per la 3 II. ed ho xydx -4* 
xydy — 2 pzdz , ed x 2 dy -b xydx - 4 - xydy -by 2 dx — z'-dp -, dunque 
èxydx -t- 5 xydy = 1 o^zx/'z e 6rVy - 4 - 67 V* = 6z V/> — l-ipzdz ; 
sommate queste due equazioni , la data integrale diviene 

/( p—’dz-L- 3 zp~+dz ) . 

, TT /• a(x’dj-by ì dx') r r 

VI. J -, — - — ni/TT. — rn • fatto L xy —p , 

J {.* X t -ba % y *~x 'y *) ^ 

C cc 


1 
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II. **-*■)' =t* onde III. xdy-¥ydx — dp , IV. xdx-y-ydy —zdz , 
moltiplico carne sopra cd ho x 2 ydx -4 xy'dy = />zr/z , ed x'dy-*- 
yx'dx xy x dy y' dx — z 1 dp\ dunque sottratte queste due 

equazioni , la data diviene ~ r » ove fatto — =», 

1 — /> ) 2 

. . r adu 

51 h V; Tfa 1 — «n • 

ftno 

JI. ** — ji l — t’ , onde III. xdy ydx— dp , IV. — ydyzxz 
zdz , moltiplico al solito ed ho^tfV* — xy 2 dy — pzdz , ed x i dy-t- 
yx x dx — xy dy — y ì dx —z 2 dp \ dunque sommando queste due 

equazioni , la data diviene f [p !z -+z-fp) . 

1107. Data una differenziale a tre variabili P dx~i-Qdy-+ 

Pidz, e chiamata la sua integrale T, sarà d x T ~?dx , = 

z 

Qdy , d T=R dz\ dunque (1105) perchè la differenziale sia 

d? P d X Q 

completa o possa integrarsi , bisogna £he sia — — =— ~ , 

/P ^R /-Q _ /R 

uz dx ’ dz dy 

1108. Avverandosi queste condizioni , integrale T = D 4 
D' -4 D"— f S si otterrà integrando Pdx per x , Qdy per y , Rdz , 
per z , presi tutti i termini diversi t una sola volta i simili (l 106) . 

Così poiché in ( ?y x x -4 4iz’x j ) dx - 4 - ( — — r— — 77 -+• 

' v 1 y — *■ * ) 

2 x x y ^ dy - 4 - ^ 4& J •+ 2ix*z~+ ^ — t ^ <fesi avverano le tre 

condizioni, viene f X Pdx —J 2 x x -+ bz x x+ , J * Qdy P=V ( - 4 - 

*’ ) - 4> 5 -h x 1 jr* , J Z Rdz ~ z* -t- lx*z* -4 \/( y 2 2 1 ) » onde 
T — D -t- D' - 4 - D" - 4 - S => i x l -4 £s*Jr 4 -4 \/(>’ -4 z 2 ) -4 

st 4 - 4 C.Così si trovan le condizioni per le differenziali di un 
più gran numero di variabili, e si integra quando hanno luogo . 

11091 Data ora la differenziale del second’ ordine Prf*.t 4 
Qdx * ove P,Q son funzioni di x, prendo quella del primo 
fax, la cui differenziale è Pd x x -4 dxdP ; dunque paragonan- 
do la data con questa, verrà Q <i’x — dP, equazione che av- 
verandosi dà/ ( Pddx -+ Qdx 2 ) = P dx . Cosi vtx m —' ddx -4 
wj(w — 1 )x m - 1 dx 2 è integrabile , poiché dP — m(m — 1 )x“'— x dx=. 
(.Va:, c l’integrale è mx m ~’dx, che nuovamente intentata 
dà x- -4 C’. ° 
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1 1 io. Con Scostamela differenziale è Qdx* , onde f QJx* = 
dxf Qdx - 4 - la costante C 'dx . Per esempio J dx * ( I — x 1 ) =: 

dx J (dx — X* dx) — dx ( x — at 3 ) H- Cdx, e nuovamente in- 
tegrando , A x — y£ x * •+ Cjt -+• C'. 

1111. Data la differenziale del terz’ordine R</ J r -+./* dxd ì x-+- 
T dx 1 , prendo quella del secondo ¥d l x-*-Qd.i *, che differenziata dà 
P d'x - 4 - («P H- 2Qdx) d*x -h nQ /x * , ed ho R = P , Sdx = d? -+ 

aQ^e, T</x , = «Q e perciò Q = jTdx~^Ci Sostituiti i valori 

di P,Q nella seconda equazione* verrà ^ fTdx = 

* - 2 dx J 

C , equazione che avverandosi, dà l’integrale VÌdJx~i~ dx*{ f~. Tdx-l- 
C). Per esempio x*d* x-*-‘ 2 x'' dxddx -+• ( Sa: 1 — 1 )d\* ha la con- 
dizione necessaria, e l’integrale è x*ddx -+• dx 1 (.c 3 — x - 4 - C) . 

1112. Se dx è costante , si avrà l’ integrale dx x {[ T./*-+C )i 

dunque integrando , dxj ( dxj Tdx •+ C )-+ C'dx, e di nuovo 
integrando, f {dx J'd*\f Tdx-+ 0 - J rC.'x-+C' 1 . Cosi x dx =S 

y*-r J (] pr 

- — — - -t — 1 l-C'^H-C'n Nel modo stesso si 

trovano le condizioni e le integrali di differenziali più elevate. 

1 1 13. Sia la differenziale del second’ ordine a due variabili 
Vddx -+• QddJ -+ R</x* -t- Sdxdy - 4 - Tdy* . Prendo la differenzia- 
le di Adx-\r B!y , nella quale A e B son funzioni qualunque 
di x ,y f ed ho Addx-+ Bddy -+ dAdx •+ dBdy , che fatto dA — 


A-4-^ A,^B=^B-t-^B,divieneA</<jjf-»-Bi/</>H- . dx 1 -* 

df » j x n •, R 

*+ ~j~) Àxdj ■+ ~~j~ • » °ode P = A,Q=B. e per- 


ciò R — 


dx ,b ~ dy 


/Q 

dx 


dy 


Verificandosi 


queste condizioni , 1’ integrale sarà — j- Q^/y tanto avviene 

in — xddy il cui integrale è ydx — xdy . 

II 14. Cen dx costante, dovrà integrarsi Qddy -+ ILdx 1 -+ 
Sdxdy -+ Tdj* , che nascendo come prima da A<te_+B</y , darà 


Q = b .R=£, S=^-t-j2., T= £« j dunque = 
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•j* 

Rdx , A = f*RJx-+- p (>) , ove essendo d? A^=S J.y 

.v • 

d y f X RJx-*-dyp'!j), verrà. p[y) = f($Jy ^ j *Rdx j ; 

x 

e le condizioni per integrare saranno S — — ~ - 4 - 


ax 


AljXJf^U), T= ÌZ. onde 


c.y 


1* integrale Af/jf -4- B dy 


diverrà dx J Rd/.v — t- dx 0 ( j ) -+ Qd/>-fC</# . Per esempio [ax-t- 
x* ) d <y *+ Jid/je* -+• ( 3 * H- 27 ~+- o ) dxdy , presa </jr costante , Ira 
le condizioni prescritte, c 1 * integrale è ( xy — t- y z - 4 - C ) dx — t- 
(ax-*-x t )dy. Nel modo stesso si trovan le condizioni per più 
di due variabili . 


APPLICAZIONI DEL CALCOLO INTEGRALE 

Le applicazioni del Calcolo Integrale si estendono a tutte 
le parti delle Matematiche ; ma noi ci limiteremo a quelle 
che son puramente geometriche e thè scrvon di fondamento 
all’ altre (1003). 

Quadratura delle Curve. 


o ITI/?. Sia la curva AM con le coordinate AP = tf, PM — 
lyo. y e vn g|i 3S i l a quadratura dello spazio AMP = Q . Con- 
dotta 1’ ordinata mf e la Mr parallela a P p , sarà P/> =Mr = 

&x , rat — *y , e 1 * spazio Mw/>P={> - 4 - 3 # , onde ^ > y -+■ 

I,ly : dunque presi i limiti (lool) o fatto Jjf = o (999), verrà 

dQ~ydx e Q = AMP— / ydx -+-C , onde AV 1 Q ~fxdj -*■ C : 
ove si noti , . che se le coordinate facciano un angolo obli- 
quo P=o, sarà (258) AMP =«»?»/ ).^ 4 C: 2°. che per 
integrar queste formule deve y esser data per x o x per y . 
jpc?. 1116. Es. I. Sia un quadrante di circolo descritto col cen- 
tro A e col raggio a : si avràj» — y/(o* — x l ) e/ydx — AQ,\ 1 P= 

fdxy/G- ' ~ I **' I * S * 7 


(ut 


• xx) -f C = C •+ ax — — r - —-p T • 

2.3 a 2.4-5<i 3 2.4.6. 


1 , ^ 1 

—'^■^7 — ec. (1S0). Fatto * = o, sarà AQMP=o, e pctà 
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3 h J> ■ hc. 

C =o; dunque AQMP = /»at— — ec. (92"). lyy. 

II. Nell’ ellisse , y = — v'v«*~**) 5 dunque fydx — ~ (gx — 

B-S» 

III. Nella parabola, ydx — dx-Jpx e fydx = — y/px= | ajr 

{930). L’ equazione alle parabole di tutti i gradi è y m = x"a m ~ * i 

dunque iw/y = «/.e -*-(>»•—«)/<», — — = —— ed m:n : :ydx : 

y x 

xdy : : fy !x: f xdy : : AMI* : AMQ: onde lo spazio AMP sta al 
rettangolo circoscritto APMQ : : m : m -f- ». 

IV. Nell’ iperbola equilatera ,xy=zaa ed ydx — ; dun- 


que f ydx — aalx- f-C. Se si voglion prendere gli spazj dall’ 2 CO. 
origine A, lo spazio sara = o quando x — o; dunque C = — 
aalo -xz 00(361), e lo spazio Q’APMN = aalx — Wo=oo . Se 
x — AD — a, allora lo spazio Q'ADBN — itala — aalo-, dunque 

BDPM = aalx — aala — aal — ( 933 )* 

& 

V. Nella cicloide AEB', xdy — dx 2 ax — x^ ) ( 1 038) e 

J xdy ( = ACR ) (li 15I — fdx*/[2ax-x*)=ALQF' (1038.1 1 15) •, 
dunque tutto lo spazio AEL) eguaglia tutto il semicircolo 
AQil' ec. (943). 

VI. Nella cissoide, —7—* — : (940) e fydx — AKMPA— n _ T 

V( « — x ) J 2 Oli 

fjfdx (a -x) 3 \ Ora f x 2 dx (*-*)* = ACONP ( I. ) ; e se 
r X L r 3. - -ì 

si riduca J x~dx{a — .v) 3 a J x'^dx (a— x) 2 , si troverà. (1072) 

f x'-Jx (a — .v ) 3 = £ * 3 ( 0 — x ) 3 H- ifx 2 dx(a—x) 2 . Dun» 
r y. "Li r A ° A A. 

que J x 2 dx (a — x) 3 = 3 / x 2 dx{ a — ' ’x) 3 — 2x ( ax— xx) 3 , 
ovvero APMKA = 3ACONP - 4ANP = 3ACONA — ANP. 
Dunque poiché quando x — a il triangolo ANP svanisce e il 
segmento ACONA si cangia nel semicircolo ACNB , lo spa- 
zio infinitamente lungo MKABQ è triplo del semicircolo genitore. • 

VII. Nella logaritmica , ydx—Ady (1028) , e fydv = B (■ PM =3 *202. 
Ay -+ C : ma quando ; = I = AB , lo spazio A.BMP diventa 
nullo ; dunque C~ — A, e ABMP = A (y — I ) = al rettan- 
golo OIQM. Se si fa >=0, si avrà lo spazio infinitamente 
lungo BXYA = — A = al rettangolo PQIT. 




Digiti^ed by Coogle 


FIG. 

203. 


204. 


205. 
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Vili. Sìa una curva BM che abbia per equazione y = x x ; 
si avrà (1093) lo spazio ABMP = / x x dx — x ( I — -+• — 

^•c.)*** )--p(|- 4 £ . - 

x~ \ 

77 “ ec. J - 4 * ec. Se x — AP = PM = I , lo spazio ABMP — I — 


1 , I 1 1 I 

3 lH " 3 7 '” 4 f " + " 5 " + ’ ec - = °’" 83430 5 , °’ 12 ec * 

IX. Sia la curva dei seni AMA'M' ec. la cui equazione 


è x = are. seny ovvero y = sen x ; si avrà APM = f dx sen x = 
C — cot x . Faccio x = o, sarà C—i, AP.M = l —coi x . Sia 
x cp l8o° = c , si avrà AMA'=2. doppio del quadrato del 
raggio . Se *•— 2r— A A" , si avrà lo spazio AMA'A-t-A , M'A"A'=o, 
il che è chiaro « poiché l’uno è positivo e l’altro negativo. 
In generale se x = ‘2kc, lo spazio sarà zero; e se x — 
l)c, lo spazio sarà = 2. Posta l’origine degli x nel punto A , 
medio di A'A', la retta x diverrà c — x — 90° — x, e si avrà. 
y — cosx\ onde lo spazio ABMP = sen x, Io spazio AB.VA=f, 
e A'.MBA'A=o, o non attendendo alle sue due parti positiva 
e negativa, A'MBA'A = 2. 

X. Nella curva CE a doppia curvatura volendo lo spazio 
CEF ( parte della superficie curva CDEF normalmente alzata 


sulla curva CD C961) )y è t =/^(dy* -¥ di 1 ) (961 ); dunque 
fydx diverrà f dx J'y/{dy 1 -+ dz* ) . Così se le sue equazio- 
ni sieno y z =px, (y -+2p 1 )’ = 9/> 4 ** > verrà dX = - — = 

>iV( ^ )= * (# . _ j , y Vw,*- 


3 P 


3 P 


^ „ oy> 

— b -=—• senza costante , perchè y = o dà lo spazio = 0. 

on frpì 1 r 


1112. Se l’ordinate partono da un punto fisso C, il ret- 
tangolo pPMr di prima (il 15) diventa un triangolo CMr, « 

quindi lo spazio COMC =r ydx -b C . Sia <p l’angolo che 
fa CM con una retta fissa CA; avremo Mr=ydp( 759. 7 2j ), 


e COMC = | fy'-dp-+ C . 

1118. Esemp. I. Sia la concoide AM , il suo polo P , PM = 
y , QM =za , PB — i , c 1 ’ angolo APM = <p ; si avrà (756) PQ — 


/ 
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39 1 


dj> 


- — , ed y — — ±=0; dunque lo spazio APM= — f ■ — , 
cos P cos p 2 J cei p 

<? 


FIG. 

*= 207 


al l tang (45°-*- — ) (1 100)- 

2 


+ •!(*, =*!"•? 2. 

J cos p 2 J 2 

senza costante; dunque poiché PBQ = II* tangp (755), 
sarà ±= APM =f PBQ = ABQM — ab l tang (45°-+ £ 9) ±= * <»*<?, 
ed A AMM = 2 ab l tang ( 45 0 -+■ ip ) . 

II. Nella cissoide se si fa AB —a, AM — y , MAB — <p , 


sarà AQ = ~ (150) , AO = MQ : 


■ a cos ?(757)» AP «=> cos 1), 


201 . 


PM —y sen p ,y = a cos p . ed y* — — za* 

cos p cos p 

a i cos t p; dunque AKMOA= -- f ~~ *+ —• fdpcof'p 

— \a* ( tang t -4- ^ sen 2<? — ^9) (1097). Dunque AKMPA = 

AMP ( = 4 >* Ien V cos p ) — AKMOA —ì a* xr»2®-f 

sen <? cos* 9 ) . Ma sen* cos* 9 =: £ sen 49 —e sen 1 9 cor 9 ( 735 ) =s 
ì^sen 4f -+ se» <t cos *r- sent cos 1 p (696) e però sentcos'* — 

~ ( \stn 49 -+ sen 2? ) ; dunque AKMPA = ~a 2 ( | 9 — few 2<p H- 
-J xe« 49 ) . Fatto p xp 90° = ^7r (607) ; si ha sen 2<P = Q = sen 4<p 
(692) , e poiché i«’? è il semicircolo AONB (606), sarà lo 
spazio infinitamente lungo MKABQr=3 rt *9= 3AONB . 

III. Nella spirale d’ Archimede , AGFBN — x , AGFBA — ✓ 

c, CM = y,CA =a,Mr= y4 ~ f d{ COMC)= — ' (iuz)— 2 ° 
y -~,x=z C ^ (954 ), dx — C ~~' dunque COMC=-^~- sen- 

1 OC 

za costante; onde fatto y = a, lo spazio COMAC = — = al 

2*3 

terzo di pitto il piccolo ? 

Non si è preso qui l’integrale y* d* perchè questo 
ron può estendersi al di là di 9 = 360° , altrimenti i triangoli 
elementari dV conterrebbero i già sommati, difetto a cui 
può supplirsi calcolando i trapezj elementari compresi tra due 
spire vicine. Lo stesso inconveniente ha luogo per la formula 

ordinaria fydx se più ordinate corrispondano alla stessa ascissa. 

IV. Nella spirale iperbolica scemando x mentre cresce _ 

„ v j v 200. 

y (952). sarà CN ( a): N«( — 4 *)i: CM (y) : Mr = — — ;dmv 

a 

que' COMC — ~/ — \ — - • ma xy =* al (958) , e però ~-ydx - * 

2 6 
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Jifì /v *m ® y y 

xJt— ■ — — ; dunque — • — —idy, e lo spazio compreso tr* 
y a 

la curva e due ordinate z=±ly-\- C. 

- V. Questo metodo può applicarsi anche alle curve che 
1 4 ^* han l’ordinate parallele . Vogliasi per esempio la quadratura 
del settor parabolico AFM. Fatto l’angolo AFM — /3 — 2? e 

perciò FM =y = -f- ( 887 ), seti \ <'* = 75/^'? = 

■ • <■■«) ai- - =T7» = Sti“«(=?r*)3 

= (20o.692)- I ^-p 1 ( <p -+ ) senza costante se il 

settore cominci dal punto A . 

. Quindi (sia detto qui di passaggio) in due parabole AM, 
* 3 «V A'M' col fuoco ed asse medesimo e coi parametri p,f ■> } set- 
tori AFM , A'FM' compresi tra due raggi vettori comuni , sa- 
ran tra loro : : p* : p >l : : FM* : FM'* :: x* : x'* ec. (887). 

Rettificazione delle Curve. 

li 19. Poiché (lo2j(S) dt =.\/{dx* •+ dy'), sara P arco AM— 

,=P(à‘ 4 ^) 4 Co l’ordinate sieno parallele o par- 
tano da un punto fisso. 

. x 4 x 

1120. Es. I. Nel circolo, y =.v'('»* ■"* )» <•} — a *—x* ' 

** •+ ** = ■ * QM = ' =/^C?) = ( ,oS - ) * 

_* 5 _ I - 3 *' . _Ll 3 j_ 5 £Ì. 

3.311* 2. 4.50 4 2.4.6.7« £ 

— - -*• ■+ cc - ( 13 *) • 

rt -* 2 - 4 . 5 <* 4 


4 Cp 


v'(<i* 

• ec. ; dunque 1 ’ arco MB == y 


*. 3 «* 


I$) g IL Nella parabola, AM =fdy v/( l-+^-)=|-/ 4 VU*“*' 
Facciamolo, e sarà. C = - dunque AM=yV(> : + 




l£2] 


4 4 r 

II2I. Può osservarsi che se col centro A e col semiasse 
20 p. maggiore BA —lp si descrive un’iperbola equilatera BN', J* 

spazio ABN'Q Sara fxdy{lUS) —fft V(7* -+ ^ 9 )(9®9)*> <3un- 


\ 
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que AM ~~fdy y/(y*'+~ X ABN’Q e però AM X 
•£- p~ ABM'Q ; onde la rettificazione della parabola dipende dalla 
quadratura dell' iperbola e reciprocamente . 

IH. Nell’ ellisse, supposto il semiasse maggiore = 1 , sarà 
y 1 =i' ( l — r' ) , e fatto I — b' =c* (895) , si ha B \1 = 


r. .1 — e*x* 

J ax\l — , integrale che non può aversi con le regole 


FIv*. 

198. 


210. 


precedenti. Bisogna dunque ridurre in serie: ma per maggior 
semplicità riducendo solamente I — c\e 4 ) , avremo BM — 

/ | dx c 1 * 1 1.3C*** 1 - 3 -Se 8 * 3 

VI»— **) ^ 1 ~ i ~ 2.4 _ 2.4.6 2.4.6.S — ec ) = 

r dx c^_ r x Vr c* r x*dx I. 3 C 6 

* Vi * ~ ** J a ^ Vt ì — **) *” 2.4' VU — x ) ~ 2.4^6" X 

/ ae f dx 

ec. Ora riduccndo le integrali di ciascun ter- 
mine a Jdx ( 1 - ) 15 (1070) fatto * = — i, m =2, « = I , 

b = — I . <* = 2,4,6, ec. , i~ 1,2, ec., p — o, si avrk BM= ( I — 

iL _3fl_ _3 l _j£* S'-S'V 9 • 

2 1 ~«*. 4 *"' 3 1 . 4 \6 T ” 2*^*-8* e * ,u l 

’ 5 * 4 


i - T 


O* 1 


o 


*’ )'ì [ p •+à i .T ‘ + H r .'4 r .6 r “+ ce - ] '*' f44f5 [ 

^Qvgr "*' efc l ! ma DN==/^^ij(liaaI.); dun- 
que son note tutte le quantità di questa serie di cui è facile 
conoscer la legge . 

c-, , • s. aviti — r, — 3e * 3 1 - $'*_ 

Sia x= I ; si avrk AMB = ( I — — - — 


ec.) AND. Dunque la periferia dell’ellisse ò a quella del cir- 


colo circoscritto : : 


_L iL LlII 3 C. _L-^31 &eL 
2 1 • u 1 “ a\ 4- • «♦ “ a^-ó* • «« 


ec. : 1 ( supposto a il semiasse maggiore ) . Questa serie sark 
convergentissima quando i fuochi saran vicini . Per esempio 
se c = a , la circonferenza dell’ellisse sarà a quella del cir- 
colo circoscritto : : 0,997 495 292 861 261 : 1 . 

1 122. La rettificazion dell’ iperbola si ha quasi collo stes- 
so metodo, e può vedersi nelle Memorie di Berlino an. 1746 
« seg. la maniera di ridurre alla rettificazione di queste due 
curve l’integrali d’ un gran numero d’altre differenziali. 

IV. Nella seconda parabola cubica, j 3 =*#*; dunque r=s 

D dd 


V 
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jrrc J7T 

yv>v( I *+^) = a ^ I -+ -+C(l022); fatto j» =o, 

8 8 
si ha C = — —a e l’arco preso *dall’ origine = — a £ ( i - 4 * 

’’ 4 P-' ] Costì- 

21 I. V. Nella cicloide, dy — Jx V (— (1038) preso AB := a; 
dunque / —fdx V — = 2 v'rtJf = 2AN (1039). 

X 

VI. Nella logaritmica ,ydx '= ady , V( j*-fa* ); 

... . dy zdz . r z 2 dz 

se -+•<* )= *. si^-avra y = ^_-^r ed ' = / =z-t- 

f ' h-: coi4!=»^ ) =,(>■- 

C, espressione d’ un arco di logaritmica in cui C è facile a 
determinarsi ( 1 1 ló . VII ) . 

306. ViI - Nella spirale d’ Archimede, dt — Mm = •/{ rm' 

* ( y 2 t>x 1 \ cy 

Mr* ) = y/ ^ dy 1 •+ — — J (l 1 18).* ma x— — ; dunque s= COM = 

/ cdy / ( a*\ ’ 2 a* 

~a l ~\ U* *+p ) . Descritta una parabola CN' con f — - ~ , 

fatto CQ — CM = > e condotta l’ordinata QN', sarà CN' =: 

{~r -i-yy^ (l l'io) -, dunque CN' = COM, onde regna 

' dell’ analogìa tra questa spirale e la parabola . 

... a b aidy 

Vili. Nella spirale iperbolica, x — ~~ dx——~-~ ed 

-08. f ydr \ bdy 

r M ( = - — (,1118) J= onde mM 2 ( =±r«*-»-rM» ) =3 


b r dy 1 f ay 

dy 1 ■+ ~j— » e 1 ’ arco COM == / ~ V( ih -¥jy). Dunque de- 
scritta una logaritmica NK la cui suttangente = b = a quella 
della spirale 11030), si avià (Esem. VI.) MOC = all’ arco in- 
finito NK, prendendo l’ordinata NR~CQ~CM. Ma per 1 ’ 
espressione d’ un’ arco di spirale o di logaritmica compreso 
tra le due ordinate y ,y' , si troverà 

. y[b -+ \/( b 2 -+y* )J 

“jV-+v(r-+S)y 


dy 
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IX. Nella spirale logaritmica (750) cos Mwr (c) : mr ( dy 1 : : r v *’ 
dy y 1 y 1 , 

I •M» = — ; dunque ADM = — = MT (750) per esser simili 

i triangoli r»rM ,MAT (516) . m ». 

X- Nella curva CE a doppia curvatura x è /, ed y è’?M 
(961); dunque y/{ dx 1 -i- dy* ) diviene y/(ds* -¥ liz 1 ) = y/ dx* -+• - 
-+ j.Così se le sue equazioni sieno y* — px ,y l — ~ 6 pz l , 

verrà dy * = ~~ , di* — ~ = dx* V y , e fvidx'+dy 1 -* 

dz 1 ) =/v( ^ - 4 - £ ) =fdx ( I -+ 7 V 7 ) = 

x-+ px~ x -+y senza costante, perchè *=0 da l’arco 
della curva = o. 

Misura delle Solidità . 


4 



4 

i 


II?3 Un solido S da misurarsi s’immagini decomposto in 
un’ infinita di piccoli strati paralleli . Chiamando t la base d’ 
un di essi , dx la sua altezza 0 una parte infinitesima della di* 

. stanza * dello strato dal vertice, sarà S= J~tdx-*-C. 

1124. Per esempio, sia B la base del solido, A la sua al- 
tezza ; se le basi degli strati son proporzionali a una potenza 
m della loro distanza dal vertice, si avrà A" : B : : x m : t =3 

Bjf" , r , B r • Bar"-*- 1 

— 5 dunque / tdx — — / x m dx — ; — senza costante 

A* n J ’ A mJ (m-+ i)A" 

se la porzione cominci dal vertice . Onde il solido intero = 

B A 

— — — , poiché allora x=z A ; perciò la solidità delle piramidi, 
fu h I 

in cui m =2(625), è -*BA (649). 

1 125. Se il solido BAB' = S è di rivoluzione , fatta MP = 

y,Vp=òx, sarà mp=y-f}y , e il cono troncato Z * 

■k?x (>* - 4 - yly - 4 - -* 5 >* ) (650) , onde ~ > it ( y* -+y*y -*• ^ 5 y* ) » 

dunque presi i limiti (1001) o posto Sy — o (999), verrà. </S — 

ity*dx ed S = ir f y*dx - 4 - C . 

Esem. I. Nella sfera , y* — 2 ax — x* •, dunque la solidità d* 
un segmento sferico (655) = vx* (0 — ijr) e la sfera = 
ai | del cilindro circoscritto . 

II. Nell’ ellisse , yy = -- ( 2 ax — jvjc ) j dunque il solido ge- 

(i a 

nerato dalla sua rivoluzione intorno all’asse maggiore sta alla 
sfera circoscritta :: Ib : aa , ovvero è ^ del cilindro circoscritto . 

1126. Si chiama Ellissoide allungato quella che abbiamo 
considerata , ed Ellissoide compressa quella che è formata dal- 
la rivoluzione dell’ Ellisse intorno al suo asce minore . E* fa- 
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FIG. c ;ie 11 trovare che anche quest’ ultimo solido è ®. del cilindra 
circoscritto. Dunque l’ellissoide allungata sta all’ellissoide 
compressa \*cbb : anb :: b : a . 

4 IJ. In una parabola di * un ordine qualunque si ha y m — 


vi r 

tc n s m '- n , onde ■xy t dx—Trdv */**"— *" x 3 " , e J iry 3 dx = 
W!rv / tf 1 *"" , A-“‘ M ' _ m*X\/ a %m ~'fix xu __ tnirxy* 


‘in- 


ni 


2 « ■ 


' m 


2 » 


IH 


, espressione 


del solido che perciò starà al cilindra circoscritto :: m :m -1- 2» > 
quindi il paraboloide ordinario nel quale o»=2,» = <i è la 
metà del cilindro circoscritto . 

IV. Similmente se l’ iperbola la cui equazione è y a x n — 
212. gira intorno- all’ asintoto CP, prendendo CD = ^P - a, 

il solido descritto dal trapezio ADPM avrà per espressione 

- l — 7T (a } — xy a ), e perciò supposto 2»>w, il solido de- 
scritto dallo spazio infinitamente lungo OADX sta al cilindro 
descritto da AhCD : : m: 2« — tu , e nell’iperbola ordinaria c egua- 
le a questo cilindro . 

Superficie curve dei Solidi di rivoluzione . 


1127. Sia R una superficie di rivoluzione , e si faccia tutto 
S!3- come sopra (1125): poiché la superficie 

del cono troncato Mmw'M' sarà w ( 2y -+ Sy ) V( J* a ■+ ìy* ) i^39) » 

onde -7rr4^v“3fi > * C V -+ fo ) 5 dunque fatto Sy = 0 , verrà 

dR—2iryV{dx t -i.dy 1 ) ed R = z*fy V ( dx* -+ dy' )-+ C = 

2 t JnJx^C. chiamando » la normale MN (102Ó) . , 

Es. I. Nella sfera, » = <* (:o2 6); dunque la superficie d 
un segmento sferico qualunque è 2 anx, e quella della sfera è 
4«*jr o quattro circoli massimi. 

II. Nel paraboloide ove « = V( P* -+ \P % ) ( 3 i>z) * s > ha 

2 nfdxy/(px-+ |/> a ) = ^N/(^-b^-p s )»- t .C (1021). Sia * = 


s p '• r 

o *, sara \j = — — • 

nTA IIT. Nell’ellisse fatto m il Semiasse di rivoluzione che sa- 
rà il trasverso nell’ ellissoide allungata e il conjugato nella 
compressa, e posto ne’ due diversi casi ±zm x z^b' — e % *, s^ 

avrà (897. 893)» = ^y(^q:r’), e però se la curva giri o 
intorno ad AA o intorno ad EE , si avrà "—p-fdx =f x 1 ) • 
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397 *• . fig. 

Nel peimoeaso, descrìtte col raggio CD = — -Un arco DBN , 

214. 


llcir 


la superficie fatta da AM intorno ad A A sarà (Ul6)— -jy- X 
ABNP; ma nel secondo, determinata C col porre jc = o, sarà 

MtVW+v'pÌ- V(y-* )] • 

IV. Nell’ iperbola fatto a il semiasse di rivoluzione che 
può essere o il trasverso o il conjugato, e posto a l -+b x ~ 

t x , si avrà (915 908) n — » e P er ^ s ® cut “ 

ra giri 0 intorno a CA o intorno a CQ, si avrk fdxK 

y / (*•* =p Nel primo caso, determinata C col fare* = e, 

la superficie cercata sark (10S0) {g 1 ' — — l x r — . 


21 


l ) ~ a ~ : mfl ne * secon ^°> determinata C cel 

fare x = o, sarà. (lo 3 l) — »“ V^f* 1 -+^7 )•+——/ [~ -+ 

^ ' € $ C Ld 

C*X *\ m J 
'■ + ->-)]•• 


V( 


- j , 

Muoio inverso delle Tangenti , e Integrazione 
dell ’ Equazioni dijfei enziali . 

1128. Si chiama Mt torto inverso delle Tangenti quello che 
insegna a trovar l’equazione d’una curva in cui si conosca 
una proprietà qualunque delle tangenri. Cerchisi per es. la 
curva in cui la sunnormale è costante ed =«. Poiché (1026) 

«1 • v ydy ydy 

l’ espression generale di questa retta i -gg , avremo — * , 

ydy = adx , e integrando , per esprimere che la proprietà data 
conviene a tutti i punti della curva, si ha ±y*=:ax, ciò à>*= 
*a(x -*C), equazione alla parabola, che risolve il problema 
proposto. E' dunque chiaro che questo Meto'o conduce alla 
soluzione di equazioni differenziali che diconsi del primo , del 
secondo ec. or 'ine se contengono le differenze prime , seconde 
tc. ; e son poi lineari, quadratiche , cubiche ec. se le variabili 
vi si trovano alla prima, seconda, terza ec. dimensione . 

1129. Sieno P,Q due funzioni di x,j‘, tutte 1 ’ equazioni 
differenziali del prim’ ordine a due variabili verranno rappre- 
sentate da ?dx -+ Qdy = o , equazione integrabile 1°. se P e 
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O sieno funzioni di x o di y sola, giacché in tal caso ella 
divenra dy — Xdx o dx = Ydy : anzi simili equazioni , fatta dx 
o dy costante, si integreranno quando pur fossero di un or- 
dine t } ,m ° , col metodo delle ripetute interazioni . Poiché da 
% y „ = X si ha -77*rr== Xdx , ed integrando, —J Xdx H- 

d—'i r . , d '~'y 

C ; di nuovo — r — dx J Xdx-i-Cdx, ed integrando — 

fdx [Xdx- 4-C*-**C'ec., ripetuta l’operazione finché si ab- 
bia y. Così se debba sommarsi la serie y = "+ - 4 - 

- x — -4. ec. in inf . , supposto * non maggiore di 1 , differen- 

’* . ,4 x 6 \ 

alando si ha ■+ — ^ ec - ) dx ' e dl nuovo differcn *. 

aiando, ddy = (*-+• -ì* 5 -+ix f *+ «c. ) dx ' , e differenziando una 
d ò dx 1 . 

terza volta, = ( I •+** ■+ x* h- ec. ) = — -p (300) » 

1 ddy 

dunque 1°. ^ = — - ^1, ed integrando (1074), — = 

/( l H- jr ) — /( I — ) senza costante, perchè *=o dh.y=:o: 
2 

0 </*■ /( t -4 * ) — d xJ( L i—-_x)^ e d integrando (1087), 

■ 3 •. dy — . . . 

dx ^ 

<fc ( l-Kv)/( I -+ y ) -4- rf* ( > —x ^lj^—x) ^ e( j integrando (1087), 

y = (I^V/( !•+*)-(—-) /( l- * )“* 7 * 

dy dp d'y dq d'y 


Inoltre se sia p —fa’ 4 — „x~ dx' ’ r dx dx* ' 

dj 

P 




? = fi ec. , verrà t »=/•£. H * i 


dx dx 4 
ìli 


r ! ■ j 

x-f~T ed y -fpdx =y dxfqdx =f L *-J jL * > IV- *= 

f ~ ed ^ = fpdx —fdxf qdx =J dx fdxfrdx — / —J f 

/ » 

f— e C . formule integrabili se p sia funzione di y , q di / , r 
1 d'y d\y . „ __ 

di q,t di r ec. Così per l’equazione I — C1 °® 1 — 


)g le 
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qr o r = ~ , Itili, dà x—fqJq = ~ q‘ •+C,f'q*dq=z^ q*+ 


3 

L 

I I (2JC— C'(2jc-2C) 

c ' e d>=— ^ -v- c v* 4 C"= 

Riprese anche le formule ~f^ = q = r ec. , verrà I. 

= fdf — qdj,\p' —J~qdy ,p=~ x - = <Jlfqdy , ed x = 

/ • dy _ dqdp 1 r dò 

T^Jqdy ■ IL ~*T “ T** =J f d(> , <? = 

r C dp r pdp drdq 

V 2 j rdp , x =J ^ 2 J-r~P eA >- J ^ J rdp •* IIL = r ^- 

*ff , ^ r* , r = = Va/*/? , * ed > — 

/* (] dq # 

V'Js dq ' V^JTdq eC ’’ ^ orma ^ e integrabili se q Sia funzione dij, 

«/*> dy r 

r di p,s di q ec. Così per l’equazione ^ ^ cioè r—pejrdp — 

i / -*c,i»n.dk*=y^-^ 1 Q==(io8,)/(f-+V(f*-* 

2C) — /C' ] —xle, C'c* — p — -+2C),P = ~ ^ 7 “ » 

r pdp , Ce* Ce~* 

«d y =J Vtp^rtc) =v'(^-r2Q-hC«= — ■+ •+&'= 

Ce* -+C'e~* -+C", preso il valore di p e mutate le costanti 
C' C 

“ in C, e in C'. 

1 130. 2°. Si integrerà l’ equazione P dx -+■ Qdy = o se 

( ,,0 5 )* Spesso però anche non avverandosi quella 

condizione, l’equazione può integrarsi col moltiplicarla per un 
fattore idoneo : tale è xdy —ydx xdx = 0 se si moltiplichi 

per . Sia dunque F il fattor cercato , e l’ equazione diver- 
rà FP</* -f- FQ</y = o, che supponendosi ora integrabile, dark 

<b - ^ « differenziando, - F£Q _ 


rf^FP)_/(FQ) 


Qd F 

—j~ = o, formula generale da cui si avrà F se si prenda per 

F un’idonea funzione di x e di y con esponenti indetermina- 
ti, come F ed m,m si determineranno col sostituir 
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neì'a formuli i valori di F,P,Q e loro differenziali , e con 
eguagliare a zero i termini omologhi . Così data 1 ’ equazione 

j P 

2*dx — ibydx — ixdy = o , avrò P = 1* — 2 iy , — — = — ih , 

» . fo , /f m _ . /f . _ , 

Q = -tx, —— — nx m y*-' , = my n x"-' , e 

sostituendo nella formula, trovo(«r— 2»— l)lx“y H -+*xix m y m — 1 =o. 
Eguaglio a zero i termini omologhi , ed ottengo 1°. m — 
2 » — 1=0: 2°. 2*»*=o; dalla seconda equazione ricavo « = o , 
onde la prima da m — l; dunque F — xy' — x , per cui mol- 
tiplicando la data equazione, si ha 2 axdx — 2 bxydx — ix x dy=o, 
ed integrando , att 3 — byx x — C . 

Si osservi l*. che lo stesso metodo ha luogo se si voglia 
il fattore che rende esatta una data differenziale , come dy — 
ydx: 2°. che se tu , n si abbiano da una sola equazione, co- 
me da fl» = M_4.I t si potrà fare n — o e anche prender per 
n un numero qualunque : 3°. che non si ha fin qui regola 
alcuna generale per dare ad F una forma adattata ai parti- 
colari bisogni , benché in catti casi sia facile di determinar- 
lo -, ed cccone il modo . 

d*F d * F 

Supposto dF = A<fcr-f Biy onde = A , - - = B (l 105) , 

F p Fd* Ci 

la trovata formula generale diverrà — — -+ BP — 

* dy d» 

AQ-BP . . 

AQ = o,cioè— j — — — ; dunque se il primo 

dy dx t 

membro di quest’ equazione sia funzione della sola x onde d* Q= 
dQ , lo sarà anche il secondo e perciò anche F , e si avrà 

*=o,d¥=Adx/—^-d(ì=$~,f!f{ = IF)=z. . . 

dx/? 

A 2 ), t quindi F = ^-a^ Q ^ . Data 
Fer esempio , 1’ equazione rdx •+ tydx -f udy — o ove r,t,m 

/ P 

Son funzioni della sola x, sarà P=r-t-^ ( Q-=*> — t 

tdx 

T /V 

ed F 1= — t , fattore che rende esatta la data , e che per 
u 

l’equazione xdy— yJx-Fxdx~9 accennala disopra, si trova 
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essere = come dicemmo. Con questo metodo si sommano 

le due serie y = .v* =p -+ =f H* ec. : poiché diffe- 

dy % ldx 

renziando e poi dividendo per x* , si ha — z%: dx -+ 

3*Vr f dy 1 x 1 — 2=py 

—— =F ec. ; dunque/ ^ ~ =F * -+ — =F ec. == — — , 


dy 

onde differenziando, — • = 
x 


yxdx — 2xdx — o , ove 
/ x</x 



li=x* * Iti* 


xdy-+( 2 ±=y)dx , cioè (l±zx t )dy =£ 
S = =i;x,K=itx 1 ed F = 


I 


r w*=*') (I0I9) = 


'vo-^x*) 


( 353 ) = ( 361 } • Quindi * 


Iti* 

( I ±= x % )dy =zyxdx~ ixdx . , }'t 2 

v(T=**7 =°' * ,n " gr * nd °’ 7ÌI5F, = 

C — de 2 , perchè > = o dà. x=o; dunque.? — ±= 2V(l trjr*)=p2. 

Si noti che ad rJx -+■ tydx -+ uJy — o si riduce anche ry n dx-*r 
tydx -+• udy =0 dividendola per y' e ponendo jM"~ 1 " c= % : vi si 
riducono anche dell’ equazioni più complicate, ma non dobbia- 
mo allungarci di più. intanto il metodo è particolare , e per- 
ciò qualor non riesca , si pass» a separar l' equ tzione cioè a 
dividerla in due membri , ciascun de’ quali contenga una sola 
variabile con la sua differenziale. Anche questo metodo non 
è generale .• ecco alcuni casi in cui la separazione riesce. 

1131. Se P = XY,Qc=X'Y' (X.X' son funzioni di x • ed 

Xdx Y’dy 

'Y,Y' funzioni di >),sarà = y— , equazione separata. 

H32. Se P e Q son funzioni omogenee di x,y , cioè se tut- 
ti i lor termini hanno x ,y allo stesso numero di dimensioni, 

fatto xcccj'z, sarà ~ una funzione Z di a, e si avrà dx -t Z Jy — 

d% dy 

o = e dy -I- ydz -+ 2 ,dy , e separando , „ = . Così( ax- 4 * 

l — t- z y 

ly")dx = ( mx -+ tty ) dy , fatto xxzjz onde = Z == » 

i- • dy (az -+ i ) dz _ . 

diviene = — ' — -- , equazione facile a integra- 

ci az -t^b—mjz—n 

re ( 107; . ioSl ). 

£ e e 
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... m n f q m' 

H33. Sia ora 1 equazione generale ax y dx dy -¥lx x 
n' f q' in" n" p" q " 

y dx dy -+• ex 3 dx dy - 4 -ec. =0 ove per la natura 
di tali equazioni si ha sempre p - 4 - q — p' -+q‘ =p"-+ q" — e c. : 

- r q m r[n-+q)-~q p q 

fatto y = z , ella diventa r ax z dx dz -+ 

q' m' r K n' — 1- q')— q' p' q' q" m" i (»" -¥ q") — q" 

r bx z dx dz -+ r ex z X 

p" q" 

idx dz *+ ec. =r 0 , e sarà omogenea se m r(» -+ q ) — q = 
m'-f r (»' -+ q' ) — q'—m" -+ r(«"- 4 - q") — q" ec. , cioè se r — 

in — q — m' ->r qi m — q— m" ■+ q" . „ 

“7 — — — = ec. Cosi 1 equazione 

n'-Vq' — n—q n" •+ q" — n — q 

ay'x'dx -t - bdx -+■ cyxdx -4- fx*y~dy — o da m = n —2 ,m' = 
n' — : o ,tn" — I , 4 , n"' — 2 ,q — q‘— q"~ O, q'" — 1 

. 2 2—1 2-d-H 

e pero r — — = = = — I ; dunque fatto y — 

5 “ 1 , si avrà /»s— * ,v\. * -+• bdx -4- cz~ 1 x dx — /V 4 z~ 4 dz =z o, 
equazione omogenea c perciò integrabile (1132). Parimente 
V equaziqne ax 1 dx+-+bx , y’ dx*dy z -+cx s y~ l ' dx ì Jy-*-gx*yJy+— 0 
dà m —2 , n — o, , m" = 5 , »" = — 1 1 , tu’" z=. 5 , 

— l , q — o,q' — 2, q" zx j ;= 4 e però r«— 

3-1-2 

2-5-H 2— 5-4-4 1 i 

— ^ — = -7 *, dunque fatto y = , si avrà 

62$ox* t!x*-±2~,bx } z~ 1 dx^dz'- -+12 -ycx s z~ ì dx ì dz -+gx i z~' , dz 4 =c, 
equazione omogenea che facendo z — ux e dz=z(t -+ u) dx , 

si riduce 1 Ifctìl 25 !fe±*>l 

or da questa si ha t data per u , onde supposta t — U , da 

udx -+ xdu =■(*_+*) dx viene — = — = ~ . Del resto, 

x t U ; 

se taluno dei rotti — — — ec. divenisse — , non se ne fa- 
n'-¥q'—n—q o 

rebbe conto, ciò solamente significando che qualunque valore 
di r rende omogenei i termini d’onde quel rotto risulta; e se 
divenissero ~ tutti i rotti , o andassero a zero tutti i loro numera* 

tori o denominatori , ciò indicherebbe che per separar le va- 
riabili non vi c bisogno di metodo , 

1 134. Passiamo ad altre equazioni , e sia da integrarsi py — 
(Jy 

- - -+ X = o , ove p , X possono essere funzioni di * . Faccio y zx. 

i% ed ho ,trzdx —■ rdz — zdr _+ Xdx = O , ende dando tali vaio» 
ri ad r, z che sia I. przcix - zdr — o , verrà II. rJz — Xdx. 

La I. si integra riducendola a ~ — pdx, onde Ir = f pdx ed 1 — 
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• fpd * •• la n. da Xdx ( = rdz ) = f P '* dz, z(= ) =/-?£- 

r J fpdx ' 

, / r Xdx n 

ed ^ f (y fpdx “ i ~ ^ ) ’ ^ os ‘ se s * a bbia J> ■+ j~ ==»*» 

sari /) = -!, X = a * ed jf = c~*fe K x Vf.r_4.Cr-* — (1091) Ce~'H- 

* 2 * ■+ 2 . A questa equazione si riduce i°. py — H* 

— c col dividerla per y e far poi ~ —u : 2°. py >l ~ *" — - 
y"dy n ^ 

~dx^~^^y == ° C °1 dividerla per y e far quindi^** *~ t " 1 z= 

w-t-f tu » 

«: 3 • PX> </.r X'y dy-+X"y dx = o dividendola pec 
X : _ X" 

*«•1: , tacendo ^ — r , ^ =: q e trattandola poi come la passata. 

II35. Ma sia l’equazion lineare del second’ ordine y -V 

ad, bitdy 

— ° 0ve *>">dx son costanti. Fatto p — — ov- 

vero mp ^ — — o ( m è indeterminata ) e sommata questa 

con la data , viene I. y H- ( a -+ m )p — ( — Idp ) — = o , 

dx 

che potrebbe integrarsi se la prima sua parte y *+■ ( a — t- f* ) /> 

pio , 

o un suo in qualunque fosse l’ integrale della seconda mdy — 
bdp (1014). Supponghiamolo dunque giacche l’indeterminata 

m lo permette, e avremo y -!-(<*-+ m)p = —f( m dy — èdp)=: 

y-%.<ni*.-i-m = -± e li. ■ =,-£* 

Fatto ora III. perciò du = dy rr 

ovvero ndu~mdy~bdp, la I. diverrk m = o che ' 
w . </.v 

•- .r 

ci da (tl34) IV. u~Ce m . Quindi poiché dalla II. nascono 
due valori to', m” di tu che posti nella IV. qe danno due w, u ” 
di u, la Ili. si scioglierà, nelle due » -+ ( 0 -H w' 1 e = «', y -t- 
( a -+ m")p — u" dalle quali si ha la V. y = . . , 

(JL~±l n ‘ ) «"-< a ~h tu") u' „ , , d dy ‘ ddv 

' • Cpslda t a < yH-^--^=°, 

sarà 0 — Itt ì , onde perla II. viene w'= — S e per- 
ciò m'=±, m" — — i; dunque per la IV. w — Ce s * ed = 
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Qi t — *, con che dalla V. *i ottiene y — | ( C« fA - 4 - sC'e - * ) 
Di qui si ha la somma di tutte le serie della forma I 
x 

IT2.3 ... r 


* 3r _ i — f-ec. in injin. , essendo r nu* 

. » _ I n n 


I. 2 . 3 -. 2 r 


1 . 2 .? 


mero intero e positivo. Si voglia la somma della serie y — I 4 - 

| * — — .+ ec. : differenziando abbiamo dy=z 

I.2.3.4 l-2.34.5-0 


x 

1.3 


1.3 * • —O-T.J - 

. * (- cc Wv, e nuovamente differenziando 

1 I- 2 -S ^ 34-5 

presa dx costante , I ^ ^ ) V** — 

ydx' . Si ha dunque y — ^ = o , ove * = o, i = — X , tu = 

e perciò J , = i( Ce '“ +C ' f ”'); Perdc * 

terminar le costanti si osservi che quando ^r^ o, viene y = 
l(C-t-C') = 1 , ± (Q.t*dx-Q l t-*dx) ) = o = C — C' ; dunque 

* <*■ -4- e — x e* x 4 - I 

C=C'= I ed > = — — 

• 1136. Se nella li. equazione sia ia'zzb, verrà m=tn"=x 

_I a e quindi «' = «" nella IV.. ed .y = § nella V., cièche non 

potrebbe avverarsi se non fosse anche C==C • Ora per deter- 
minar y in questo caso, prendo w infinitesima e pongo tu — 

X X x_ 

w 4 - U) ; dunque — m ‘ + u ~~ tu’ m\ tri 4- a ) ’ ed 

x 

Ce m (1 — ,7 ) (36O . trascurando &>* ,w 5 ec. (273); e poi- 
ché ni — la V. equazione diverrà y = ( I -+ 


2 Jf 

, — „ C 

— ) Ce a , onde fatto ~ = C' , viene y — { C 4- C'*> * : 

a a AÀ 

o , sarà s=-,i = r; 

i 


4 dy 4ddy 

così se si abbia y 4 - ■+ 

- 5 f 


ed j=(C4-C'#)t 2 . Che se nella stessa equazione II. Je 

indici w'.w" sieno immaginarie, potrà supporsi 1205)»» — 


— a 


omle 2L = 

^ 2 w 


jr ( 1 4- — I ) — la r — 4jT t V~ I _£_ __ 

( a — agri — 1 ) ( a 4- 3/V — 1 ) a* -+ 4£ l 


1» 


— ‘lux 4- 4.C*\/ ~ 1 -«•» „ j __ 

4- 4f ‘ ■ 1 «‘-Mf 1- ' * 


4 £-‘^-r = a ; dunque 
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_e t [(a- 4 -m’)C'e t ' 1 ' l -(e-bm' )Ce * V ] ±=t: v '— i _ 

y— _____ . ma , - 

cof z ±= — I. seti z (235) ; dunque sostituendo , ponendo CeGf 

(aH-w'JC'— (<*-4-w")C j. [(< 1 — \-w')C'~ t-(uH->0 ,, )C]v ,— I 


invece ( 


wj — tu 


m — m 
— lux 


. . 4«f 

«rimettendo i valori dir ,s, verri y—e ^Ceo/^r + ~'p-h 

C 'seti —r——') • Così se si abbia y — _+ = o, sark 0= 

a *-5-4^ ' $dx 5 dx' 

— - £ , £ = A , £ = j- ed y — e** ( C cos x -*■ C' re» * ) . 

1 1 32- Nel modo stesso potranno integrarsi due equazioni 

bdx r- %ày , , 

y-bMX-i - = 0, >-+/*-+• ^y = 0, apposte <t,h,f,g co- 
stanti; poiché se la seconda si moltiplichi per l’ indeterminata 
»> e si sommi con la prima , verrk (m-t- i)y -+• ( * -b /iw ) * -»• 

( vmdy -+ Idx ) — = 0; onde fatto come sopra (1135), (w-fi)jM- 

(a — { gmdy -V Idx ) = gy -+ — , si avrà m -+ I =3 

_ h , am -+ fin* 

g, a -A- fm — — ed -f- — — 1 ~' 

tn o 

na m . Quindi se sia ( w» -4- 1 )y -4- ( a H- fin ) x — u = gy -+• 

l)X 

■ — e perciò indù = gmdy •+ bdx , 1’ equazione sommata diver- 

fft 

• f 

tndu in 

ra 0-4- -^— = 0 e avremo al solito u — Ce .11 rimanente 


equazione che determi-» 


si fa come sopra (1135)» e tutto ciò ha luogo quando pur 1* 

è. = 

r> 

-f- 


■ . . . bdx~ J rcdy , 

equazioni sieno y -+ ax -t Ydt~~ = o , j» -t- « x -4- . . « 


-T dt 
m 


i’dx -4. c dy . 

jù — = o , e si trova 0 = Ce 

I13S. Sia anche l’ equazione y -1- -+■ ~~j^r = X ove X 4’ 

funzione di * . Tutto si fark come sopra (1135), se non che 

,, . u dtt X . » 

1 equazione e qm — — = ® che da 0 — , ( G — 


\ 
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X 

m 


Jy A iJy 

X^)(II 34 ). Così avendo y — - ^-, = 2*, sarà, 

a — — l, i = — ^ » »' = §, «*"=—§. X — 2 ac , «' = Cf > r -+- 
2* -4- 3, «"= CV- 1 * -4- 2* — I («091), ed y = \ (C'e~* x -F- 

4 * — l)-+f(Ce J -+2*-+3). 

1 1 39. Questo metodo che a cagione dell* indeterminate 1 a 
ec. introdotte nell’ equazioni , si chiama dei Coefficienti Indeter- 
minati, vale anche per l’ equazioni lineari di un qualunque 
simo 

ordine » > le quali sommate con un numero»— 1 d equa- 

. . ”fdy kdp gdq . . 

Zioni tnp — — o, kq — ~o,gr — =0 ec. , si inte- 

greranno con la stessa facilità fuorché quando y ha un coef- 

d*y 

ficiente 9 = 0, o l’ equazione si riduce a -r^ = X , che per al- 
tra via si è già integrata (W29): il giro però sarà in queste 
più lungo , attese 1’ equazioni n — 1 da cui debbon dedursi i 
valori dell’ indeterminate k,g ec. dati per m, e quelle del 

grado (»— dalla cui risoluzione dipendono 

ec. e quindi 11", ec. 

dy dp d*y , 
Del resto, con le due equazioni p = — , qz = si 

integrano anche quelle di second’ ordine ove manchi y o x » 
sia integrabile la risultante equazione di prim’ ordine tra x o 

y e p : allora p sarà dato per x o per y q si avrà y=J pdx o 
r dy 

J ' J * dxdy — Xd x y — o risulta l’integrabile 


x = J — • Così da da r* 

P 

dp dx 

: e da d x y -+ mdxdy ■ 
t/y —o— qdy -t- mpdy -+ nydy —pdp • 


nydx 1 = o risulta q -4- mp~+ 
mpdy -+ nydy , parimente 

'integrabile perchè omogenea (1132). 

Ma l’ omogenee di second’ ordine , in cui dx,d x x ec. si 
valutano per una dimensione, posson sempre ridursi al primo 
con le sostituzioni y — ux e qx—z, che atteso dy — pdxx 
zdx dx die dp ^ 

dp—qdx— — , danno — = ~p~ u = : C0SI aydx*-bxdxdy-+ 

gy'd'y = o diventa au — lp -+ gu'qx — q — au — Ip-’r gu x z , 
bf—au du gu x dp ( Lp — au)du 

ondes= —, — e dp ~ -7- r — , equa- 

gu~ p~u bp — au ‘ ( p — u)gu ’ 

zion del prim’ ordine che se possa separarsi ( come nel caso 

dx du 

di uzzi) separerà anche l’altra — = ~ — ~ . Anzi tali equa- 
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7Ìoni sì ridurranno sol che sieno omogenee riguardo ad y,dy t 
qual’ è yd x y — dy x — Xydxdy — o ; poiché fatto p -xz 
dy dp 

j x — u y » 9 — J x = °nae àj — uydx , dp = yzdx = «dy- 4 -; du , 

-- = #</* = - — — — , ella diventa yq J .x % —p x dx x — Xjfifcr* = 

o — s — — «X , che da »*/* — , onde — = 

v , « « 
Art^, equazione separata del prim’ ordine che separa anche 

•!i=udx, 

y 

L, equazioni che non hanno la forma delle precedenti , o 
non possono affatto integrarsi o esigono delle artificiose sosti- 
tuzioni per separarne le variabili . D’ ordinario si sostituisce 
con frutto eguagliando ad una nuova variabile i termini che 
ammettono integrazione ; ma non vi è regola generale per so- 
stituire, c poiché il molto esercizio supplisce in questi casi 
alle regole, porremo qui varj esempj di sostituzioni con cui si 
giunge a separar le variabili in diverse equazioni de! primo e se- 
cond’ ordine , ove X , Y esprimon sempre una funzione di x o di y. 

I. x'dx x -ir axydx fy — bdy 1 : compiendo il quadrato si ha 
(xdx -+ 1 aydj ) x =z ( ~a x y x b ) dy x , ed estraendo la radice f 
xdx = idy [ V ( a *y x -+ 4^1 — ay }. 

II. 4 a x x x dx -4- 4 a x Lxdx _+ t\ab;xdv *■+■ <iab x ydx -b b*y x dx — 
ab } dy — o. Osservo che l’equazione può scriversi così: 
( 2 «x -+by-+ abfdx — q x b x dx — pb 1 dy — p> e supposto {y.ax— t> 

t>y~¥ ab Ydxz? o-, verrebbe y = — — ^ — «.Faccio dunque y = 

■ ^ ax j j aa,fx , . , 

* -y 0 fdy — d& e losutuendo e ridicendo , vie* 

, ab dz ' ” ; : ’ ' 

ne dx = — ; , 

a x -bz x , 

IW. — a'dx — 2yx T Jx -+ sy'xdx -y l dx -+ x 'dy -4- a 3 dy = o . 
Osservo che supposto 3yxdx(y — x) — o, verrebbe yzzx, il 
che si avrebbe anche dall’ equazioni combinate — dx 0 » 

dy (x* -+a' );=o. faccio dunque yzzz- J rx t dy — dz-\-dx,q> 

sostituendo e riducendo , viene ~ zz -r ~— — . 

z } a i -bx ì 

, v IV. * V* -+ xydy -4 -y x dx — Xdx : fatto xy = *, si ha zdz - ; 
(X — x ) xdx . 

. V. 2 ydy - 4 - xdy -b ydx a ■+ x -by) Ydy-, fatto * - 4 - y = i, 
viene ydz -+zdy =: ( a-t- z ) Ydy : fatto yz=u , viene du — 

uYd ? v , - Y dy dq . 

y — uYdy : fatto — — , viene 

„ aYdy 

ratto . —p, viene infine dpzz. — —, 

1 ■ - q 


qdu — u dq- aYdy 
* ■ ■' ■ ' 
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uno «> + 

VI - x*-bX*J % -+« 4 4*Vl* H-jr*) 

x ( xdz -V zdx )dz . 

jy' — z' , Tiene — : f att0 tx — #» Tiene 

J ; ■ T • 

e’ify dz 

~p‘ ~ l r a* ~~ z ' 

VII. ( 4» — x* ) iy -+ yxdx -■ ndx \/( x * ■+ >* — * l ) » fatto 

y* uydy — >V« , y^du , .. , 

4 * — je'^j^onde — xdx — — -~^ì , verrà — édxy/i» 

Alt xdx 

1 ) e vF* 5 ^-T) ~ i 7 "— *• ' ' V , ¥ 

Y//v dx as i «Jr 

Vili, -r- - ai'dy — — : fatto aY'dy— — , viene ~r — 

x'z-zdx „ * . Y dy di 

— — . : fatto — =/>, viene -~ = fi . 


.X 


\X.-——-bbydx = egr#: fatto bx — ay — az , viene 

4* </* 0*dp . , . 

bxdz — azdz •+ — ~ - : fatto zdz — " : viene bxdz — .... 

4 » ( pdx -+ xdf ) „ bdz _^addu 

— : fatto ^ = 8 , viene f — a * • % 

4«-> # * 

— x m d* (m + l )by dx , / # lg.ii.lI4l) ■ f atro /»— 

4"— "*■ X ■“* W * ’’ 

- - ^ 

(m-b l)lx = Ip ,y = #*"-*•' ' , viene — r~ -* ("»'+ 1 )^x m dx — 

fx %m ^ x dp, cioè ( ~ I *+ («■+!)«*“ ’*f ) = a'’ -1 » 

a" ~ l fdf 

** #è W* I” 

. r»</* »8y . r , 

XI. -+ =/ dy ovvero *> ( — — -+ — )—> «T- 

fattq wfc - bnly - /f,x'y* = t , viene dy, cioè 

//* m 

- 5 - — — sfe 4yy/f + m *- r “ 1 ) . 

V/’-' _ 

XIL = */{dx x -bdj ') • fatto x=fz,y—pAl — 


*’ ) . viene = > : f ‘ tt0 ' s *= ’ qU1 ' 
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d% 


Viene 


brando, sostituendo il valor di « = — ed estraendo la radice, 
dz fdp 

VCT- -f*)* 

XIII. aydy —y'dx •+ x' dx cioè a:V* = >*(-- fàt- 

y 

a 


lo »ly —x — Ir., y —=zz,y=z*/ t *z, viene arV* = — V**'**» 

e z 

. . x’dx dz 

cioè — — . 

s 2x a a — 2 

V# V® 


</z * 


XIV. fatto *»_ *» =3 »*,*—>*, 

4 y = «<//) _f pdz = zdp -+■ , viene zdp -+ = ~~ — 

to'p'dx dp ___ ( a 1 —x 3 )dx 

4 P* * />* ~~ * J 

XV. ( jfH-jr )*<(>' = «Var.* fatto =*, si ha »*(dx — 

rfje ) = , ciei dx = . 

xvi -yrKi-^~r J r L - ~ »t~i= Y: fatto - = * °nde 

>S(y dx'-zxydydx-t-y'dy ) y 

*=•>* e si ha = 

Y ; quadrando, riducendo allo stesso denominatore e sepa? 

. dz' _ Y'dy* . , dz 

rando, Viene cioè , . . 

Y dy • • • 

TTiy-Y*) * 

XVH. f4--f V-T-^r,- ■ +« )=«. 

ydx * ( i H- ay)dx* » 

cioè -7-—' - — - — — )- 2 adx' =Q, che fatta </* co? 

jtante , si sa integrare ( 1 1 1 4) . 

XVIII. 2) 'dyddy jxy -yy'dy* ~ — dx 3 {ydx — xdy ) ove 

y 

dx è costante: fatto — = *, viene ydy'~ dx' (2 V^H-C). 

y 


XIX. xddx -4- dx' — ■ 


yx'dx' 


ove dy è costante : fatte 


xdx—zdy , viene —~r=—ydy. 

F ff 
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FIG. j(X. s lm dy m ~* ddy — Ydx* ove c costante dx\ fitto dy = 
tdx , viene a 1 " z m ~ 1 di— Ydy • 

XXI. actxdj — ( 2 addx — 2 xdd — 2ddyV* — «**H« — *)VX : 
. , . adxdz 

se si faccia « — * — *>’ e dy — pdz, viene ^p^ K = P ddx ~ 
dpdzylx __ jfas/x — — , cioè posto il valor di a = /' 1 -H* e di 

p -/> 

Jx=-apdPi<iJWx-± — -— = pddx- — il cui integrale è 

* X 

$ ^ d X 

dz\/x = Pdx cioè pJz (— d )=•■-, • *+ C . 

v v 

XXI!. Yìjc* - mi,* - «y Vy o ove ir è costante.- fatto 
« • " mzdy* ", ___ 

dx — zdy*Jy m onde o = ( djdz -+ "■*" " V ^ * 

cioè n)ddy=—mdy* - '^ y - d l t viene Y dy*Jy' lm ~ n — ;r * 


iot == dyy/j' 


V 


* 

« 


2/1 Y dyy/,' m - n -4- C ) 


II40. Del resto dal non potersi separar le variabili non 
bisogna dedurre che l'equazione non è integrabile: ve ne so- 
no alcune che ricusando in certi casi la separazione , posson 
generalmente integrarsi ; e tale è la famosa Equazione del 
Conte Riccati dy — ax w dx -4- ùy x dx , sopra cui lasceremo che 
si consulti il Calcolo Integrale di Le-Seur e Iacquier. Ecco 
ora dei problemi sul metodo inverso delle tangenti . 

ydx nix 

•- Probl. I. Trovar la curva la cui suttangente ^ — — . 

Si avrà, dunque separando, , e integrando, nix =z 

x y 

vb -*■ IC ; finto dunque x ~y = c , sari /C = ( » — m ) le , on- 
de y m x=x*f m ~ m t equazione cercata. 

ydx a — 

» II. Qual’ic la curva che ha per suttangente — = ■ ? 

» ** J 

Si avrà — = ed integrando, ly — /(<** -+x*J- ■+ /C= 

y a x- 

/C ( <** -+■ ** )*, onde y=Cy/{a' -+ ** ) : fott0 * = °* divien 
costante l’ordinata y = Ca — t , onde C = — » perciò y* = 


( a* •+ x* ) , equazione all* iperbola (908) . 


III. Qual’ è la cutva in cui lo spazio ABM — — AMQ? si 

ha dunque — f*dy = fydx (il 1 5) * ~~~ > J> m = ■ 

0 y x 
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IV. Trorar la curva BM il cui spailo ABMP eguagli !‘ 

arco BM moltiplicato per una costante a , onde J jdx ~ 
#/V( . Dunque ^ ,-j} ed integrando, 

fi (l 

V. Trovar la curva AM, in cui il faggio osculatore MC = 
— MNT. Poiché MO : MCi : MP :MN , supposta dx costante, 

tt 

. , . m dx 1 — H d;> % ni 

sarà (I034) -y — > ovvero ~yddy -+-dx*-t-dy*~ o. 

Per integrare, sia dx—pdy e differenziando, ddy — — — — e 

P 

sostituendo nell’equazione, — = — ri dunque — L y =5 

niy P P •+ 1) m e 

1 vTp^+ìl (1 ° ? ~ ^ V dx— 

, equazione differenziale del priro’ ordi- 
ne della curva cercata. Se n — rn, si ha dx—±zydy ( e 1 — 

31* ) a, ed * =c ±= ^{c 1 — y* ), equazione al circolo. Se «=3 

±= :iy\/‘y 

2», si ha dx — > equazione alla cicloide. 

VI. Trovar la curva BM tale che conducendo per l’ori- 
gine A dell’ ascisse la retta AO che faccia coll’asse un angolo 
di 45 0 , stia sempre l’ordinata PM alla suttangente PT : : una 
retta data a : OM . Dunque dy : dx : : a : y — x , e adx ~ \y—x)dj . 
Sia y — * = z e si avrà dx — dy — dz , onde sostituendo nell’ equa- 

I JL 

dy dz y C 


FIG. 

Si' 


218. 


219. 


zione, *— — 


a — z ’ a 1 a — a ’ ei * x ^ 


Ce 


, che 


potea trovarsi anche per i numeri 1134 e 1 135. La minima or- 

i/v & 

dinata BD si ha facendo -, - — = co (1043) e allora x=z 

dx y — x ™ 

y = al ~ = BD = AD. Lo spazio DBMP = PQ - DC - BCQM= 

A 

xy — a 1 /* ~-f. xdy ( 1115) • Ora fxdy — f ( ydy — ady ■+ 

_y_ t _ y_ 

Ce a dy) — C'-K ^ — »y — a Ce a (lo<?l), e sostituendo in -* 


#> il valor di j = * -*• <1 — Ce * , verrà f xc’y — C' -+ * 
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_ ax — a* : eia quando lo spazio BCQM svanisce , si ha y — AC = 

mf i y» 

si — ci x = CB — al — , onde C' = ** - 4 - 4 */-- -C — ;dun- 

« « a 2 « 

«ue fxdy—^- nx -►«*/ — — /* — , ed infine D3.MP = 

gj *x -¥ a* l — l * 

VII. Trovar la Curva EM che faccia per tutto coll’or- 
dinata PM un angolo LMP o TMP propotzionale all’ascissa 
Pia 

AP » che sara perciò m dell’arco o angolo TMP. Si avrà 
x ydx x dx 

dunque TMP = — , e (742 )y : : : 1 : tang — = ^ ; dunque 


dx 


m 

dx x 

— eoi — 
in m 


= « cot m ~ » e Però y = C -4 -mlien~\ equi- 


ni 


ita 


, , » C C le 

«ione che nel caso di y = o dando luti ■ 

• r tn tn 


m 


cioè tea — — e 
tn 


m 


, e però x — mX areo dì circolo il cui le- 


go ì e m , fa vedere che la curva incontra la linea dell* 

x C 

«scisse in punti E,F,E\ F' ec. tali, che lieti — = — — , ed x 

fft W 

eguaglia m moltiplicata per tutti gli archi, i cui seni sono = 


e m . Ora il numero di questi archi è infinito; poiché se il 
primo è a, quelli che avranno lo stesso seno saranno /i,c — 
a , 2<r-4- 0 ,3c — a ,a,c-+a , 5c — a, ec. (710): quindi le di- 
stanze a cui la curva incontrerà la linea dell’ ascisse saranno 
espresse per ma , w»( e— *),»»( 2c-4- a) ,m (3r — «) ec. Presa 
dunque AE — ma , AF —me - ma , AE'= Urne -4- ma , AF' = 
3 me— ma ec. si avranno i valori positivi di x . Si troveranno 
parimente i suoi valori negativi , cioè le ascisse prese verso la 
sinistra di AS, e si vedrà inoltre che gli intervalli EF , ET' ec. 
sono eguali. 

dy x 

Fatto ora ~r~ — cot — = 0 per avere il massimo , sarà 
qx tn 

( 7or . 692 ) sen — = I , e i valori cho soddisfanno nel senso po- 
sitivo a quest’equazione, preso a =9 o° = |c nella serie a, 
* — *, 2 e-+a ec. sono 
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« 2 c ’ w u c ’ 


;« 


13 

— f 
>1 


ec. 


v poiché in questo caso stn ~ = I e lstu~ — o, si haj» = C; 

onde ai punti più elevnri C,C' ec. le ordinate son eguali fra 
loco ed alia costante. 

x . x 

Se nell’equazione y — C - 4 - / ttu m ~~ si faccia teu n --=zo, 
* ni in 

sarà y = C-i-/o — C — so (361) ~ , ovvero —y~x> e pe* 

x 4 

rò a tutti gli archi o ascisse x che danno ir»" — = o , corri- 
sponde un’ ordinata negativa — y che è infinita o asintoto del- 
la curva : ora quest’ archi sono x — o, x = ±= crii , x — ir lem ec. 
in infinito; dunque la curva ha un numero infinito d’asintoti 
perpendicolari all’ asse . Il primo passa per 1 ’ origine dell’ ascis- 
se ove # = o ed è AS , il secondo passa per D alla distanza 
AD^fi», il terzo ad una distanza AD* — lì AD = lem cc. 
Lo stesso è nel senso negativo . 

Prima di passare ad altro proporremo alcuni Problemi so- 
pra i due Calcoli Differenziale cd Integrale . 

114!. I. Elevare un polinomio a qualunque potenza m , ov- 
vero supposto ( /’-+■ gx -+ h.x x -+ kx* H- /. r 4 -x ec. )" .= F H- G* -*■ 
Hat 1 -+ Kjt* - 4 - Lx* -*• et. , determinare i coefficienti F,G,H, 




f ’ 


2 mhF -+(»» — 1 )gG 
H= 2/ , 


K,L ec. Rit. F=/*,G = 

__ gwéF -+ ( 2 m — T 1 liG -+ ( tn — 2 ) pH 

K — • 0 f t • 

0/ 

4«/F -4.(3™- 1 ) L-G -+ (‘2t» — 2 ) /iH _+ ( n — 3) fK 
L = ec., ove 

la legge è manifestissima. 

1 142. II. Data una Curva di nota tangente e presa in ogni 
sua ordinata una media proporzionale tra 1’ ordinata stessa e 
la corrispondente ascissa, condurre la tangente alla nuova Curs 
va che passa per l’ estremità delle medie proporzionali . Rit. 
Se x,j sieno le coordinate della curva data e z l’ordinata 

2 z*dx 

della nuova curva, la sua suttangente sa» ^ +y dx ’ c ^ c et * 

sendo la data curva una parabola o un circolo del raggio a, 
. 4» 4 ax - 2r* 

diviene — o — — . 

U43. III. Trovare il punto di flesso contrario nella curva 

dell equazione y = Rit- Il punto cercato corri- 

sponde all’ ordinata che ha per ascissa x — \r. 

1144. IV. Qual’ è la linea retta che con due date forma 


■* 


FIG. 

-Ì.LO. 
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li triangolo massimo? H/r. L’ ipotenusa; cioè il triangolo mas- 
simo è il rettangolo . 

1145. V. Qual è il massimo dei triangoli iscrittibili in un 
dato circolo e sopra una corda data ? Ri s. L’ isoscele . 

1146. VI. Di una data superficie ab formare un rettangolo 
xz che abbia il minimo perimetro . Ris. Si troverà * —Z — y/ ab . 

1147. VII. Di una data superficie ab formare un rettango. 
lo xz, tre de’ cui lati abbiano il minimo perimetro. Ris. Si 
troverà x = V ^ a b , z — yj 2 ab . 

1148. Vili. Qual è il minimo dei quadrati iscrittibili in 
un dato quadrato ? Ris. Se a sia il lato del darò, quello del 
minimo si troverà V • 

1149. IX. Qual è il massimo in superficie convessa o in 
solidità di tutti i cilindri iscrittibili in una data sfera o in un 
dato cono? Ris. Se 2 r sia il diametro della sfera o della base 
del cono , quello della base del cilindro massimo in superficie 
sarà ry/ 2, in solidira sarà ?,r. 

1150. X Qual deve essere il rapporto tra il diametro del- 
la base e l’altezza d’ una Misura cilindrica di data capacità, 
affinchè la sua superficie interiore sia un minimo ? Ris. 11 rap- 
porto dee essere di 2:1, come si trovò sopra (II4'>). 

11 51. XI. Determinare il valor dei rotti 1°. ~r 

1 a — x ) 

. l — sen x — t- cos x 

quando 2 0 . quando = 90 ; . . . 

X x — X 

3*. quando x—t. Ris. I valori cercati si trove- 

ranno b, I , — 2 . 

2 Ì{Z — C ) 

1152. XII. Integrare ~^T~ ^ • R,t -I ^T_ C T = — ^ 

ì{ C~ -4- CZ - 4 - Z 1 ) 1 2Z-+C 

, -+ X arc.tan? -+ C . 

oc cV 3 <V 3 


1153 XIII. Integrare yxdx posto y — y/[2ax - x 4 ). Ris. 

fyxdx = aj ydx — ————— . 

adx — >dx _ raix — xàx 

1154 XIV. Integrare &*■ J ~~ 

V( ax — x 1 ) - 4 - are. s en v. x in tin circolo del raggio 

d$ , 

II 55. XV. Integrar / -b c o Tp ) 1 su PP c<it0 ^ ^ 1 • BiV. . . . 

/ dp b sen © 2 

( i -b cts <p)K ~ (Ty)a-bxes p) " + ^ i y ^ aTC ' **”* * 

( I - 4 - b ) sen a 

(l-i-Mf ♦) C * 
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II56. XVI. Integrar le formule x*Jx sta x, x'Jxcotx. 
„ „ r n n *-I , *-3 

Rit. i c . Jx dxsenxr=i — x cos X ■+ nx sex r- 4 - *( n- 1 )* x 

ctsx-n[n- l)(w-s)* «»*-«(»- 1) (*- al («-3)* 

/ w » «-1 

* </* rox a: = x sete x -+ «j: cosx~ 


/ v w ' 2 , » / % 8 '3 

w(«-I)x rr» x - w ( «- 1 ) ( « - 2)* ror — ... — ec.: 

preso alternativamente in ambedue i casi sen x e c»t x fino al 

n-n 

termine ove si trova x col quale è compita 1 integrazione. 
IJ5?. XVII. Quadrar la curva dell’ equazione y" -+ x. 




■+ i » 
. m 

a -4- x ) — a 

m -+ I 


1158. XVIII. Quadrare e rettificar la curva trascendente 

dy 

dell’ equazione dx — y y'f a* — y % ) . Ris • Lo spazio asin- 

lotico ed infinitamente lungo compreso dalla curva e dal suo 
asintoto eguaglia il quadrante d’ un circolo del raggio a: un 
suo arco qualunque eguaglia la corrispondente ascissa d’ una 
logaritmica che cominci dal vertice della curva ed abbia a 
per suttangenre . 

1159. XIX. Rettificar la curva dell’equazione dj= ... . 

V(2 iax^fx*) ' Rit ' dx'-^dy*) — s/( 2 «x f ) . 

1160. XX. Misurar l’intero solido prodotto dalla rivolu- 
zion della cissoide intorno al diametro del suo circolo geni* 
tore. Ris. Il solido è infinito. 

lidi. XXI. Misurar la superficie del solido generato dalla 
rivoluzione intorno all’ asintoto dello spazio asintotico ed in- 
finitamente lungo del n°. Il 58. Ris. La superficie eguaglia il 
circolo del raggio ay/ 2 , 

1162. XXII. Misurar la solidità e la superficie convessa 

dell’unghia cilindrica formata dal taglio obliquo d’ un cilin- 
dro retto in modo che la sezione passi per il centro della 
base . Rit. Se sia r il raggio della base del cilindro , a 1’ al- 
tezza dell’ unghia, se ne troverà, la solidità = , e la su- 
perficie = 'lar . , 

1163. XXIII. Trovar la curva la cui tangenre è costante 
ed=u. Ris. L’equazione della curva cercata sarà — la; 


dy 


— y*). 

1164. XXIV. Trovar la curva la cui suctangente è . . . , 


^—~^^y~ x .Ris. L’equazione èy'=-fir= . 
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,jj 65- XXV. Trovar la curva la cui sunnormale ...... 

Ri*- L’equazione èy* =C 4 (i -+ ~t )• 

*y % -+lx' x xi 

1 1(56. XXVI. Trovar la curva la cui area è — . Ris. La 

curva è una parabola . > 


INTEGRAZIONE DELL* EQUAZIONI A DIFFERENZE FINITE. 

T 167 . Un posta 3x = I (99°) » sia da integrarsi V equazione 

lineare ilei pnini’ ordine y — py — X=o, ove y — ? ^ * c 

e , X posson esser funzioni di x. Fatto come sopra U l 34/> — 
rz» onde Jv~ r3z — F zir H- 3r5z , l’equazione si cangierà ut 
À (/> — l ) — r#z — -zìr — 3r3z X = 0 ; e se sia al solito (I I 34 ) 
rz (/> — 1 ) — zìr — o ovvero I. pr — r -4- Ir , verrà Dz -+ or^z ■ 

V 

X , ovvero II. òz = — . La I. si integra riducendola a lp — Ar -+• 

** *lp -.41 

Ir) — Ir = 5( /r ) (994) . onde lr=dp ed r==e ; perciò dal- 

la II, si Ila la = ~~JZ « z ( = ^ ^ * ~cjp • ed * 55 ’ * * 

e ' t e 

*ìfr X \ 

* v~jr^ c l 

Il 68 . Poiché la somma «■ di tutti i valori di lp dipende 
da x di cui p è funzione (llóz), ed * = 5 (x — 1 ~+ x - "r** 

x — o cc. ) (o3?) , si avrà e lp col cangiar successivamente * in 
x — I.X-2.X — 3.. ..3 . 3 , 1 , e col prender la 
logaritmi di queste quantità o il logaritmo del loro prodotto 

olp Inp . . 

( 3 C 1 ) che chiamo Irrp . Quindi r=u e =* — 

chiamando p‘ il termine che viene immediatamente dopo p 
nella serie ec. >p,p,f' ec. , sark r -4- Sr( = pr) = **'. e perciò 

ed> = T f ^-p^C). Così 
data .y -+-(x-+- I ) 5j-f*(2X-+ 1 )==©. »tk — — 

4 * irJ? , 1I = 

I , x-M ; , X x—l X-2 ___ — 

~,f- x ^’ r t= x . Yl - x * x-i-3- 1 — XH-l ’p-» 

,(2*^l),X=~^~ ^,ed>=^(C--^(2x-f D)= 
feipo) c * - Supposta costante P=/» saranno x/, a/' dei 
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prodotti f n ,f* + ' di f moltiplicata per se stessa tante volte 
*»,»-+- l quanti sono i termini che precedono y ,y nella serie 
ec. Wy ... ", , >y ,y ,y' ec., ed in tal caso si avrà. _?=/*( C-t- 
X 

r y H + — ) » e se sia costante anche X — g, Il rimanente inte- 

I a f" ’ f 

graie * esprimerà la somma^—^. — (33S) della pro- 

gression geometrica y* , j ~ — . . . — , cioè la somma di tutti 

i valori che si hanno da 7— ^ - ■-« cangiando successivamente ;; in 

*n-Y I 0 

1) 

p— I 2 .... 3 , 2, 1 ; si avrà, dunque allora y — C/"_+ h ' . 

Può sciogliersi con questo metodo il bel Problema già 
proposto di sopra ( 476. XXIV. ). Se come ivi, sii c la sorte 
impiegata al frutto semplice di m per I , r gli anni in cui 
vuol consumarsi la sorte e il frutto , ed x U somma costan- 
te che dee spendersi annualmente, supporrò che nell’anno 

» la sorte sia ridotta ad y , onde tra sorte e frutti si ab- 
bia ,y(l -brw); e giacché in quest’anno si spende x, la sor- 

, , situo , ■. 

te nel seguente anno (»-bl) sarà y — (tu -b I Jy — x , e- 
quazione da cui si ha p ~ f—m -t- I , X -- 5 — — x , edjr^a 


C (ot 


*[(«-+ l )" — 1 ] , 

i)* — ma quando gir anni sono 

ni 


ma cercata x — 


tt — i si ha la sorte y — c" ; dunque r— — .v , C — 

c -4- x . x , x . , .#•! . 

ed v= )( m - b 1 ) .Or tutto vuol con- 

sumarsi negli anni »=#, e perciò nell’anno » = <H- I dee 

X X 

aversi y =z o ; dunque o = b ( c ) ( in -+ I )* e la som- 

^ m t/i 

_ ine ( m -+ 1 )* 

(mT -b i ) { — 1 * 

1169. Sia anche 1 * equazion lineare del second’ ordine y 
sly -+ ù>) t y = :X in cui a,l> son costanti e ìx— I. Secondo il 
metodo dei coefficienti indeterminati (1 135) pongo vip — msy — Q 
e sommate le due equazioni , viene I*. y -b ( a -+ vi ) p — mly- b 

£J/> = X . Supposto al solito (11 35 ) ^ “b ( a -b m) p — ~<r(mòy — 

hù —b 

b'p ) —y — , abbiamo i-fn — — con che si determinano 


in 


m 


i valori «>' , m" di m (1 135) ; e fatto II . y -\r(a-+ tri) p — h —, 

y — ^ e perciò «« = $y — ovvero tnìu nrìy — bty , la I. 
fri m 

equazione diverrà « — w<f« = X che ci dà (1 1 68) « = v(i-b 

G gg 
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Y I 

X ) ( C — — ) ; onde fatta la costante I -4- — = 

m m . tx ( I -*■ — ) 

*»' x 

h e però m = , si avrà u — h« (C — (h — i) 9 "^7-Ti — ) (nó8) ; 

e se anche X fosse costante , verrebbe u — h" ( C — (h — 
I ) x<r ~ 7 ) ss C/i“ - X — l) (1 168) . Posti pertanto in que- 
ste i due valori m',m" di m o h',h" di h, si avranno i due 

«" di « ed ; — “ (^SS)- Vale il 

' TO' — to" 

sino 

metodo stesso per 1’ equazioni simili del terzo, quarto, r 
ordine (1137. 1139). 

j 170. Bisogna eccettuarne al solito (i 139) 1 equazione qy -+■ 
-+ u) r y = X quando si ha q = 0 , o resta sola- 
mente wyy—X: ma in quest’ultimo caso ha luogo il metodo 
delle ripetute integrazioni (1129)» Supponghiamo per brevità. 

5 4 v 

u = 1 , r = 4 ,X = 0, e dovrà integrarsi 5^ = 0 ovvero ^ , — o : 

*5 4 y S’v _ 3*y 0 rì^y 5*7 

dunque I . j-y- = = C > 0 ~ C5jf *» 2 X T x ~ ~ ix~ ~ 

C l x*i -+ C' — (990) Cx ~+- C' , O = tx Cx H- C'ix ; 3 0 . = 

' t* àX 

Q = Ox<rx-¥C'tx<n-4-C" = {$<)o)C{ %x* — ±x) -+C'*-4-C" , 
o iy = C*r(|*'— 4 0 . <ry 1= y=iCix*\x' 1 — 

Ctxir ±X-kC , lX*X-+C ,, SXrl-t-C"'= (990) C( -X 1 — ijf* -+-,%*) — 
c ix*-: **)-+C'( A**-i*WC"*-i-C'"=ìCje , _f j(0-C)x'-h 

II2I. Si applica questa dottrina a varie specie di Serie 
Ricorrenti : noi ci limiteremo alle più semplici. Già si sa (324) 

che f equazione — r = A -4- Br -+ O* ec. si riduce a 

/ 2 X 


fa 1 A 

'={-** 


a~-+‘lax — x‘ 

a 1 A -+ a 1 Bar -+ a 1 Cx * -+ a ’ D*’ -+• E * 4 ec. 

-+ 2<lA.*' -t- 2<* Br* -+ zaCx* -+ 2<*Djt 4 •+ ec. 
— Ax* — B*’ — C* 4 — ec. 


e 1 


due primi coefficienti A , B si determinano dall’ equazioni 
a* A — a 3 —o,a i Bx-± 2 aAx—o: riguardo agli altri C , D , E ec. , 

. . _ — 2 B A _ — 2C B _ -2D C 

si ha C — H — , , D — — I- — , E = ■+ — ; ec. , 

a a a a 3 a a 

ix 4** l2Jf* 29r 4 

d onde la serie ncerrente 1 1 - - -+ ec. = 

o •* o* a 4 


\ 
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rotto genitore della serie. Ora le costanti quan- 


— 2 I 

tità — , — H — 5T dal cui prodotto nei respettivi coefficienti B , 

A oC.B oD,C che precedono, nasce ciascuno dei coeffi- 
cienti C,D,E ec. che seguono, si chiama scala di relazione: 
ed è facile osservare 1°. che la scala di relazione e formata 
dai coefficienti che ha la variabile nel denominatore ordinato del 
rotto genitore presi con segni contrarj e divisi per i termini co- 
stanti : 2°. che per avere il coefficiente di un nuovo termine del- 
la serie bisogna moltiplicar l' ultimo già trovato per il prima 
termine della scala di relazione , il penultimo per il secondo ec. , 

e far la somma di tutto . Così il rotto ~^ZdT2f^s « cangia 


nella serie I _+ ce -+ 3z* -+ 3®* - 4 - 4z 4 -+ $z s -+ 6z s -+ óz 1 -+• 
2z 8 ec. , la cui scala di relazione sarà I , -*-o, -+ o, -*• I , — 1, 
e supposti trovati i primi cinque coefficienti 1,2, 3, 3, 4, per 
avere il sesro , il settimo ec. , si farà 1.4 -+■ 0.3 -+• 03-+ 1.2 — 

1.1 = 5 coefficiente del sesto termine, 1.5 -+0.4 -+o 3 -+• 1.3 — 

1.2 = 6, coefficiente del settimo ec. 

1172. Data dunque una serie ricorrente f-¥ gx -*• h r* -+■ 
kx* ec. con la scala di relazione p ,4 q , -+■ r ec. , la sua soin- 

...... s-+tx-*-ux' tc. 

ina all infinito sara un rotto genitore i — . — 

& 1 — px — qx' — r* J ec. 


di cui la scala di relazione già somministra il denominato- 
re (1171). Per avere i coefficienti s,t,u ec. del numerarore » 
si divida s -+ tx -+ ux l ec. per I — px — qx x ec. e parago- 
nando il quoziente s -4. ( t -+ps) x - 4 - (« -+ qs -+pt -+-p'~s ) x* 
ec. con la serie data, si avrà s=f t = g — pf,u—h—pg — 
qf , ec. ; dunque la somma cercata sarà ... . ..... 

/-*- ( z —pf) [A — PS — q f) ** ec. 

1 — px — qx x — rx i ec. 


Cosi se la serie sia I — 


HX t,X x , , — 2 I 

1- — r ec. , e la scala di relazione , , avremo f — 

a a a ’ a* ' J 


. ~ 3 , a „ 2 1 , 

1 tgzx—’—, h — a t ec., p=s — ~, q — ~i, e la sua somma 
a* 

all’ infinito sarà ( 1171 ) . Che se si voglia la 

somma fino ad un dato termine tx" , i termini dopo di esso 
all’infinito saranno t/*’ 1 "'' 1 -+ Qx"'*' 2 -+%v n "*' 3 ec. —x"-'- 1 x 


* 1 -px*qx z -rx* ec. 

e però la somma della serie si troverà ...... - 
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f r \.(g.pf)x - J r{h-pg-qf)x*cc.-<.x n - ¥ 1 -(<t-pv)x n - y *- {x-pt>-qi'x n + 3 ec. 

I -f\- qx 1 - »ur’ ec. 

onde nel caso d’ una scala bimembre f> , -zj. q quando /i = 
qf e 7„ — p' 3 -* qj Cl 1 2 1 ) » la somma fino al termine Tx" sarà 
/'-+• ( g ~ pf) x — u.r" "* 1 — ( 9 — />') *• •*' a 

l — <7 a: j 


f-*r(g—pf)x — (/’r -*-qr) j" 4 -! -r-qrX”- +2 ‘ , 

■ • perche ? =/>r -+ qr, 

*f>=^()u-+q r ( 1 1 7 1 ) . Così volendo la somma della serie di so- 

2x 29* 4 

fra 1 — — ec. fino al quinto termine “fi ella si troverà 


a* -4- “c<r.v r — 29.*® 
e* -+ 2a f .r — a*x~ 

1 173. Ma questa formula della somma involvendo i ter- 
mini particolari f,g,h ec. ec. , non può darci il ter- 

mine generale ( 326.3-21); onde alla ricerca di esso appliche- 
remo ì’ equazioni a differenze finire. Supposta q r la scala 
di relazione, yx" il termine generale, y il generai coefficiente 
della serie ec, 'yx n ~ l , yx* ,yx ’’^' 1 , jV - * 2 ec. cd » il nu- 
mero dei termini la cui differenza costante è In — t. si avrà 


y" — qy ■+ ry (il?!).- ma y' — y -+ iy,y" = y -+ 2ty-*-t*j (986) ; 

(‘i — rìty+fy , „ 

dunque y -+ — ^ — = 0» che paragonata coni equa- 

2 - q I - 

zione di sopra (1 169) ci dà a — _ — , b— — — — , X=o, 


tu' — 


q — 2 _+ v'f q' -+■ 4r) 


>(l — jr-r) 


tu' 


q - 2- y'tg»-*- 4»-) __ 

9 (l-f-r) ’ h - 


f ( « -+■ r»' )«" — ('* -+• w" ) »' ] jr* 


w;' — w;' 


u" — C'h" n ed yx" = . . . . 
(1169). Così data la serie 


I -4- 2.V 1 H- 2r J - 4 - 6r 4 ec. = I*° -4- o* 1 -4- ix* -4- 2** -+ ór 4 ec. , 
la cui scala di relazione ( , -+ 2 , sarà £ = i,r = 2»<* = — £ > 
— I , fc' = - l , li"— 2 , «' = C( — I )" , «" = 
C’n’' , y = iC , ‘2 n ' + 1 -+ iC( — l)* * e poiché fatte n— o, si ha 
dalla serie ^= 1 , e fatto n — I si ha.j'c^o, le due equazioni 
I = -+- |C,o = ^C' — danno C' = ~ » C= 2 ed yx* — 

-*( 2” ±z2)x ' , preso il segno -4- , o il segno — secondo che n 
è pari o impari . 

J 1 24. Talvolta per esser 2 — <7 = 0 ed I — q— r — e s\ tro- 
, . ( 2 — q)Sy -+ s*y 

va tu — m" — ; allora 1’ equazione^ -4- — . ~ ~ — — ® 

•* O 1 y ~ r 


/ 


\ 
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si riduce a i'yzr. o ove la differenziale costante è /« = I (1173'; 
dunque y — Co-*- C.' ■ ,l 170, . Così data la serie j — e 6.v _j- 1 wr 5 -)- 
jt»* 1 cc. la cui scala di relazione q ,-+ r — 2 , — l e perciò 
q — 2 = O , ed I — q — r — o , sarà y — Cn C' e poiché quan- 
do « — o si ha y — 1 , e quando u — i si ha y = 6 , le due 
equazioni I = C',6 = C -+ C' o 5 =; C danno yx* = (5» i)x*. 
Può anche avvenire che si trovi in' — in" — — -0(1136): allo- 
ra fatta al solito tri" — m' -1- ,h' — I -+ — = - — — = 

•2 in' a 

£-,h'z= I-+ — = , saia u" — C (— — ) , 

a ir." a •■ 2 U) a - X ,■ V a - uw / 

cioè sviluppando il binomio con trascurare ec. , u" zx 

C(.g"-2 t/g”- 1 *) c,,Kn> y— C.-i ( g" - ar g" - » a) _ 

- 2<*> t a" - 2ua” ~ 1 a; ) ‘ ^ Cl ’ ^ ^ -xco(a" -Xna H ~ l u ) 

( a - 4 - 2SJ ) Cg” r„ Cg , , j- Cg 

- Xco-'i” l. a Jij 1 '—* a 

e resti tuito il valor di g— a — 2 , si ha y = [ Cn — C * [n — i) ] 

L * .0-1* — I 

: così data la serie I -+ 7 x •+ 2^x % -♦•68»* ec. la 


cui scala di relazione q , -+ r= 4 , — 4, sarà (li 73) a — — 3 
ed y = [ C» — C' 1 » — 1 ) ] 2" “ *, ; e poiché quando n — o si ha 
J — 1 , e quando n — I si ha >=7, sarà C' = 2,C — 7 ed 
jx n =[ 7» — 2 ( h — I ) ] a"-* 1 x H . Gli immaginarj non fanno 
qui difficoltà, copie può vedersi nella serie I-+-2* — ar — 
— 19** ec. la cui scala 0 2,-5, e >1 cui termine gene- 


rale ( fatto 2V- I —g) si trova yx * = — 

. . -£ 

Senza immaginar). 

11 25 - Anche nell* Analisi del Caso e della Probabilità si 
adoperano le differenze finire . Chiamando noi fortuito o ca~ 
suole un successo allorché ignoriamo le cagioni che posson 
farlo avvenire , siamo costretti a riguardar come egualmente 
probabile l’ esistenza o inesistenza di due successi casuali sa 
1 uno o l’altro dovendo necessariamente accadere , non vi 
sia maggior ragione per cui l’uno debba accader piuttosto 
che l’altro. Si riguarda pure come egualmente probabile 1 ’ 
esistenza di tre avvenimenti che a vicenda escludendosi men- 
tre un di essi dee certamente aver luogo, non ci offrono in- 
tanto ragione alcuna onde lo debba aver questo piuttosto che 
quello: ma qui l’inesistenza di ciascuno è più probabile del- 
la sua esistenza nel rapporto di 2 a I , perchè di tre casi pos- 
sibili l’ inesistenza ne ha due in favore e uno solo contrario. 
Quindi le probabilità II , 17 ' dell’ esistenza o inesistenza d’ un 
avvenimento son tanto maggiori o minuti , quanto diretta- 
mente è più grande o più piccolo il numero dei casi F, C a 
ki favorevoli o contrarj, e quanto reciprocamente è più pic- 
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colo o più grande quello dei casi possibili P ; onde sarà II = 
I F I C 

Fx^-=p- e n'=Cx p-=p-; e poiché i casi favorevoli F 


insieme coi contrari C formano i casi possibili P, cioè F -t- 
C=P i si avrà n*+n‘— I ed I rappresenterà, la certezza, 
essendo chiaro che un avvenimento dee di certo accadere o 
non accadere. Trovata la probabilità si determina la speran- 
za 2 degli interessati all’esistenza dell’avvenimento, e que- 
sta speranza evidentemente risulta e dalla somma sperata S 

FS 

e dalla probabilità fi d’ ottenerla , cioè S = FIS = -p- . Ecco 


era un Problema sulle probabilità per far vedere come si ap- 
plichino a somiglianti ricerche le Differenze finite. 

Presa a caso una quantità di monete da un mucchio m 
di esse, determinar la probabilità che il numero preso sia 
pari o caffo , supponendo che possa prendersi una sola mo- 
neta, o più, o tutte. Chiamando y i casi in cui il numero 
preso può esser pari , e z quelli in cui può esser caffo , una 
nuova moneta aggiunta al mucchio e combinata coi prece- 
denti casi in caffo, gli renderà tutti pari , onde allora la som- 
ma dei pari sarà I J . y' —y -+ z ; ma combinata coi preceden- 
ti casi pari , gli cangierà tutti in caffo oltre )’ unità aggiunta 
che è caffo, onde la somma dei casi in caffo saià IL. z' = 
z -t - y — t- I . La I. dà y -4- òy = y -+■ z cioè iy — z e però 5 *y=s 
iz : dalla II. si ha z -+• ì)z — z -+ y -h I cioè 5 z (—$*y) — y H- 1 e 
però y — ò*y=z — 1, equazione da cui abbiamo (1169) a — o, 
b — — I, X— — I , m' — 1 , w" — — I, h' — 2, h" — o , u' = (C - 4 - 
I ) 'l* — I , u" ~ — 1 ed y ( C -+ I ) 2" “ 1 - I ; ma quando 
n — I non si hanno casi pari e però^=o; dunque C — O, 
y —i n ~ l — l, y’ — 2“ — I.z (— ; ' — y l = 2’ , “ ,, . Ora i casi y pari 
coi casi a in caffo danno i casi possibili P = y -+ 2 = 2" — 1 » dun- 


F y 

que la probabilità per i casi pari è 11 — p- — — 



I C 

— , e quella per gli impari H* = p* — 


2 

y - 4 - 2 


2* — 1 
2» — 1 * 


e poiché 2* — 1 >2’ , — I — t , la scommessa per il numero caffo 
sarà sempre più vantaggiosa che per il pari . 


INTEGRAZIONE DELL* EQUAZIONI A DIFFERENZE PARZIALI. 

: 

1176. ^Upposta z una funzione di più variabili x ,y ec. , 
diconsi a differenze, parziali ael prim' ordine quelle equazioni 

, x 

■ . d z d 2 . . , , 

ni cui z,x,y ec. vanno unite con — - — , ec. Q 1 1 04; » del 

, dx dy 


1 
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x 

d z 


secondo allorché oltre z,x,y ec. , -j- 
d/z_ 

d) x 




— — ec. trovatisi an- 
dj 


che 


x 

dd_z^ 

dx* 


j-* 

d z 
~dx r ' 


?y 

d z 


= ^ eCl 


/A 

uxdy 


AV 

dydx 


ec. 


(l 104) , differenze parziali seconde , che nascono e dal differen- 


te c? 

ziar — ■ — per * , — per y ec. essendo costanti dx , dy ec. , 


dx 


. /« /e 

e dal differenziar — - per j o — — per * ec.: così si dica. 

degli altri ordini successivi . Tali equazioni qualche volta 
s’incontrano nell’alta Geometria, e assai spesso nella Fisi- 
ca Matematica più sublime.* ma come il Calcolo Infinitesi- 
male suppone perfetta l’Algebra, cosi quello dell’ equazioni 
a differenze parziali suppone perfetto l’Infinitesimale. Per 
esempio, qui si assume che possa sempre trovarsi il fattore 
tn che rende esatta la differenziale qualunque P dx Qdy (1 130), 
e si riguarda come integrata un’ equazione a differenze par- 
ziali quando è ridotta all’ inregvazion d’ un’ equazione a diffe- 
renze ordinarie : se il fattore non possa aversi o se non si 
possa integrare 1 ’ equazione differenziale, il difetto Sara dei 
Calcoli inferiori, non di quello di cui trattiamo. Eccone al» 
cune più elementari nozioni . 

li??. Se z sia funzione di X ,y , si avrà dz — ?dx *+ Qdy = 
v d X z 3 

d X z-±d*z e però = P — Q (1105) . Dal che si rac- 

d X z d y z 

coglie 1°. che P espressioni son quantità variabili 

dx dy 

ma finite, denotanti il coefficiente P o Q di dx o di dv quan- 
do si differenzia z o per x 0 per y : 2°. che se nella differen- 
ziazione di z si prenda x 0 y costante , si ha dzzzd?z=-Qdy r 
x 

o dz~d z~Fdx, e l’ integrale di queste equazioni sarà z — 

f y Qdy + C o z-f X ?dx -+■ C' ove potrà essere C = <P ( x ) , 
C'=< P(y) (*105.2°.) se d’altra parte non si sappia che tali 

funzioni non hanno luogo: 3 0 . che avendosi J P</.r=P* — 

fxd?, efqdy = Qj> -fydQ ( 1 083) , sarà z —J?dx -+J Q dy ss- 
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A 


A 1 

r xd z ytV z rf d % 

Tx-+Qy-J(xd? ■+ ydQ)=-~ 


d z \ 

y-^~djì)- 

1178. Dico ora che se x sia una funzione di x,y onde 
x y 

dz — d z - 4 - d z, ella SRr'a anche una funzione di x,u ( snp- 

x 

posta u funzione di x,y ) cosicché denotando con d' z la dif- 

X u 

ferenza di z per la nuova x, si avr a. dz — d* z -+ d z. Infatti 

. , , , . ( ax -v- by ) „ 

se z — ax-+ by — nax ■+ by — («— 1) ax— x — ec. * 

x 

potrà farsi u = nax -+ by , « = by — ( » — 1 ) ax , u — , 

u^z(ax-bty)x , u-cc-, ed * sarà sempre funzione di 
x,y, onde z lo sarà anche di x,u. Perciò u ò indeterminata 
e suscettibile d’infinite forme differenti. 

1179. Anzi può « soggettarsi a soddisfare ad una condi- 
zione richiesta , per esempio , che sia tale onde abbiasi 


x 

d a 


pd\ 


dx —,-— — —0, intendendo per p una data funzione di 

poiché preso dall’equazione proposta e sostituito in 
X y x v 

du — d « -+ d » il valor di à u , si avrà du — d u — 

^ ( dy- pdx ): dunque supposto tu il fattore che 
tende esatta la differenziale dy — pdx (1130) onde si abbia 

d? u dt 

ttidy — mpdx — dt , verrà du — — . — -, dunque « è funzio- 

dym 

ne di t, cd essendo u indeterminata (117.8), può farsi u — t 

, d? ie .... . d* u pd? a _ , 

onde — ■ — == m , valori che danno—, f- — = 0. Cosi se si 

dy dx dy 

voglia u di modo che sia ~~ — 1 , = o, avremo p = — 

dx xdy 

~ * dy -pdx — dy-± y — , differenziale esatta se si molti- 
* x 

x 

plichi per m — x — — ; dunque x y — t=u e — ... 

yd ^ n y x 

" xdy ~ y ~x~ 0. 
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Il8o. Considerando dunque z come funzione di x,y e di 
x y x u 

tt, «, si avrà dz—d z ■+ a z — d' z-¥ d z (1178) ‘ ma du~ 


x v u x 

d u~\r a * ovvero dud z — (d u -}- 


/« 


U fi 

)d z , e però d z =3 
u » « 

——(<** dunque dz = - 1 - — - . d* u -+ X 

</« <*« 

« 

d* u — z c? z , e quindi (1177) d X z~ d' X z -+■ ~ d ~~ • d 
M 

. y d z ,y 

d J z= — — .d h . 
du 

1181. Ciò premesso, poco vi vuole a integrar l’equazio- 
ni lineari dei prim’ ordine a tre variabili, che tutte coni- 

x Jf 

prendonsi nella generale ^~-+^ Z 


q=zo, essendo p una 


dx ’ dy 

data funzione di x,y , mentre q può esserlo di x,y,z . Poi- 
ché sostituiti in essa ì valori di d z, d* z ( 1180) , 'si ha 

.x u x y x y 

iTu\ ~ d u D<t u 

dTJ 


* r ’ - =0 


«r _z 

dx du V 








per determinar « (1179), viene — - 4 - q — 0. Posto dun- 
que in q. il valor di y ricavato da quello di u, onde q si 

X 

Cangi in q* , avremo d‘ z -*• q'dx — O: ma * è qui funziona 
di x,u e manca dz ; dunque « è costante (ii77-2°); dun- 
que d'* z — dz = — q'dx , dunque z = — /* q'dx ■+<?{*) 
( 1177 -2 C .). 

Esempio. Debba integrarsi -* ~ — **/( ** •+ 

f 

y 1 ) '= o: avremo p = -J , f = - W( ** ■+ >* ) e ~ '*+ 

^— = 0 = — Da questa equazione si ka (1179) 
dx xdy 

du - Òl ( ^ ) , e poiché il fattore m = -i- rende e- 


satta la differenziale dy — — - , verrà — — t=zu, y — 

x x 

H h h 
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Z'fx 


C 1 = ax V( 1 -f #* ) » e dovrà integrarsi dz — — -+ 

~ UX . 

axdx V ( I -4 - k 1 ) ovvero vxdz -+ zdx — aux'dx V ( I -+ «* ) 
fatta u costante*, integrando pertanto (1139.XI. ) e restirui- 

y . . ayvy/(x 1 - 4 -y z ) 

to quindi il valor di « = — , si ottiene * = — — — h 


.V 


» > p<£). 

X 

1183. Ho supposta p una data funzione di x,y : ma si 
deve aggiungere che può essere anche funzione di x,y,z, 
senza che si alteri l’ operazione . Per dimostrarlo basta os- 
servare che da un’ equazione z — axz ~ by può aversi o z = 

— - - — , valore assoluto di z, o z = «vz-t- by , valore che de- 
l — ax . . 

termina z quando essa nel secondo membro si riguardi co- 
me una costante. In tal caso u che era funzione di x,y 
(nj'j), lo sarà anche di x,y,z, e perciò neil* equazione 

* y 

é .-— -=o (1179) potrà esserlo anche p, ma z vi si 
dx dy 

dovrà prender per costante, e quindi tutte l’ operazioni do- 
vranno farsi nella consueta maniera. Così per l’equazione 


XZi 


d z 

~dx *"*" y 2 dy 


(p 1 z . , xz , <?uf 

.-=0 si ha p = — , q — o , du = [dy — 

ì 


— — ^ , il fattore m =y * , onde « - — ~~ e z — p (u)=z 

y ' o - 

p { jy 3 —izx 3 )=p(?y 3 — 3 ®* 1 ). 

Nè faccia stupore se qui si sopprime il denominator <5; 
poiché le costanti soppresse , o sieno coefficienti o esponenti o 
denominatori comuni , ricompariscono in seguito allorché si de- 
termina la forma delle funzioni <P secondo certe condizioni as- 
segnate. Per esempio se si voglia la forma della funzione P m 
tale che fatto y — mx nell’ equazione z — V (y 3 -+ x 1 ) , si 

abbia z = ~ , è chiaro che sostituiti i valori di z ed y , l* 

(l 

equazione diverrà —=$(** H- m 3 x z ); onde posto u = 

a 1 e però a* 1 = » si avrà ?>(«) = TTrT “TT == 

~ , — — = <P (#* -+> 4 ) = z; e si vede che in p era sta- 
m-+ 1 ) 

to soppresso il denominator costante a(vi z ~^l). In tal gui- 
sa ( per avvisarne qui di passaggio ) si determinano le fun- 
zioni arbitrarie dell’ equazioni a differenze parziali finché al- 
meno le condizioni assegnate per la loro determinazione pos- 
sono esprimersi analiticamente . 


tn 

x 
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1183. Del resto, si integrano con questo metcdo anche 
certe equazioni per cui si suol ricorrere alla formula accen- 


f z ji 

nata di sopra ( H 22 - 3 °-)- Tale è l’equazione -j 


x 

d 2 dy . dy 

che ridotta a — — — = 0, ci da p~o, f , 

a z /* 

(P ti , , , dii .... , 

du —-Jf • l, y » onde u — y, q — — - — , e quindi r/z = —— </# 

‘ ri z ri Z 

A'rfy , . xd z , 

cioè z = -4- ?>(>) = -+ £ ( J dunque differen- 

/z 

v r/af 

ziando z per y , si avrà a z ( = ~~ <ty ) = dy p' (y) ; cd 

d z 

ydx 

integrando , — — = f (y ) -+ una Costante che può esser fun* 
d z 

# *■ 
de , . ydx f d z 

zione di - j— ; dunque <t>{y) — —j ( ) e 


de 


~ -+ “ ■+/( ) : cosicché 

«f z de 


perciò z — 
.de dy , 

se sia ~d 7 —~J~~ r onàe 

a z 


verrà z = rx-+“" —f[r) > precisamente 
x dy r • 

d z 

come si avrebbe dalla citata formula. . ^ 

1184. Per assicurarsi poi che l’operazione è ben fatta , 
si torna dall’ integrale all’ equazion differenziale J°. differen- 
ziando tutta 1’ integrale per x , dal che in luogo di p si ha p . 
(1016) : 2 0 . differenziandola nuovamente per y dal che pure 
si ha <?' in luogo di <? : 3°. eliminando <?' per mezzo delle 

x 

. d e 

due equazioni. Si integri al solito (1 181) l’equazione ~ dx •+ 


mv 

nx 


r'vd^e r 2 e 

— 7- , - — — — o , ove fatta r* — m, s l ~n , sarà p = 
s xdy x ’ 7 \ 

) - a fanote =~~ . « 
9 x > au dy \ ’ nx > 
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•j vndx .. / y ^ * 

■«tcìÒT 2 - =«,* = — e « = *•*> ovvero^ - 

V*" v * 

^ f -/— ) : per ritornare alla data, differenzio questa per x e rien® 

V V*" 


3c r d*z — mzx m ~'dx __ 


-my J/**— dxVi-ir — ) 




— ; differenzi» 


»V*’ 


per 7 ed ho _^ = - — ; elimino riduco, e trovo 

* v*“ 

Il SS Sia ora da integrarsi 1 * equazion lineare dell* ordi- 
« nx n - 1 ( h - i )x y 

M S’ m e della forma *-& -+ =^=T^— -+«•••"* 

^5 = Y»(i)+Y'»<(-J)-h*c. •+**(£) -*■ 

rf"( 4 i H- ec. : e per render più facile l’ intelligenza del me» 
* 

todo , riduciamola ad un caso particolare e ria !.. - dir + 

&± j !± .+ 32*/^- ■+ -ir^ = ° • r°"8° -1- 

x y t 2y 

gyjrrf <f g y_A_± _ y / v è funzione di *,>) e differen- 

_ 2 *'fT z . 

ìiando prima per * e poi per y, viene 11», —j- 

n v x y ? x y * J X 

x'd 3 z lyd jf_z 2 xyd <r g ^y_d d_z __ d x v ^ JIJ, 

</*» ^ </y dxdy dj* 


</y ' dxdy 

X */ Vz 2x/A *2,xyd d V z = 

«^V. Moltiplico la IL per •— , la III. per e sostituiti nel* 

Oy Qy 

la data i valori e di ^7 -r dia. dopo la riduzio- 
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n* diventa 


/V 




xiìy 


= o, che integrata (ngf) dk 


V = * ,<? (T)» onde l’integrale della I. sarà IV*.——? 

x dx' 

x y iy 

zxyri d z ,y*d s__ , .y 

— dxdy h ~7y* - = * ?( — )• Y UC5ta nuovamente si in- 

x y 

. x d z yef z „ 

tegra ponendo -t-'--- = V , differenziando 


. 2 * 


prima per 


x e poi per y , moltiplicando le due differenziali ispettiva- 

JL JL 

dx * dy 
2y 

. y'-d z 


mente per — , , e sostituendo nella data i valori di 


2X 

Jtf* d z A 

■■ jP" e di ^- —- » c[lc &« a la riduzione , la trasformano 

d X V yd y V V ,y „ 

in •+ ^ ~ ) — °> d’ onde si ha V = 

*■ 

.r* <?> ( “) •+ “ ) e per integrale della IV., ~j~~ -+ 

yd ^ z y y 

x% P ( ~ ) *+ ( ~ ) ■ E finalmente per 1* integrale di 

quest’ ultima, che sara l’integrale finita della I., si trova 

s = ~f( (~) ■+/(“)• Così si trattano tutte l’ al- 

tre della medesima forma e d’un ordine qualunque, e perciò 
anche l’equazione proposta in principio, giacché il secondo 

y 

membro Y <? ( — ) ec. non altera punto il giro delle prescrit- 

te operazioni . . > 

il 86. E* però tanto simmetrica questa equazione, che 
il metodo d’ integrarla si stimerà forse d’un uso assai raro. 
Eppure coai esso integreremo più facilmente di quel che altri 

- . . simo 

abbia fatto finora, 1’ equazioni omogenee di un ordine» , 

J uelle cioè che hanno tutti i termini con differenziali a! tne- 
csimo grado e con coeificienti cosranti. Sia, per esempio, 

bdtPz 




.v 

cd z 


l’ equazione I J . ~jp~ ■+ — •" = & ove ^ P uò esset 


x 

d Z 


tnd^z 


funzione di x ,y. Pongo H*. 4-^-aV( 0 c un coef- 
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fidente indeterminato ) e differenziando al solito per x e 
per y , moltiplicando le differenziali respettivamente per 

Jix j2y 

-j — , — ~ , e sostituendo nella I. i valori di -r~i e di —r~ • 
dx ’ mdy ' dx dy' 

x 

t d V 

ella se si faccia III 1 , b — tn — — = o, diverrebbe IV a . -j- — b 


dx 


— — — R . Ma qui bisogna osservare che la risoluzion della 
mdy 

III. dando due valori *»' , m" di m , la II. si scioglie nelle due 


x 

d_z_ 

dx 


dy 


X 

d z 


y 

m"d z 


x 

d z 


w* » « tra» 1 • ^ ^ 

- = V > ~dJ ^ ~~d— = V, d onde viene =V, 


dy 


dx 


,y 

d z 


ovvero — =0; dunque V non è ora funzione di x,y ma 

y . dV 

di x solamente; dunque la IV. dee ridursi a ^ = R(ii77-2°) , 

da cui abbiamo "V =J * Rdx senza la solita ?>(.y) che si è 


x 

d z 


.y 

ma z 


trovata = 0 ; dunque l’ integrale della I. sarà. ^ — 

f X Rdx , che nuovamente integrata (1181) da z—fdxf Rrf.*-*» 
y(y — nix ) ricordandosi di mettere in R il valor di^ = «-t 

Wv(ll8l) prima di integrar f*Rdx : ma dai due valori in 1 , 

t n" di m si ha z — f dx J Ri/.v *+ 9 ( y — m'x ) e z = 

fdxj ( Rdx •+ f (y— w"x)‘, dunque sommando verrà finalmente 

z—fdxj X Rdx-¥ £<p (y-m'x)-h *f{y—m"x) =J dxf Rdx-*~ 

<t(y — m'x)-¥f(y — m"x), la cui differenziale restituisce in 
fatti la data . Così presso a poco si integreranno l’ equazioni 
omogenee degli altri ordini . 

1187. Al caso di — — soddisfà anche più diret- 

tamente il metodo stesso (11S5); poiché avendosi allora e — 

2v x j 

l 1 d Z bd a z 

— , la proposta equazione (1186) diventa -+ ^ ^ 1 -t* 


*•/*- 


4 dy 


r^“ = R, ì • cui coefficienti costanti formano un quadrato 
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1 z Z 

perfetto . Si ponga dunque "+~jj 
per x e per _y, moltiplicando respettivamente le due differen* 


FIG. 


— V : differenziando 


P er ~dx * 2 dy e sostituendo a l solito , si troverà 

i/v , rx lx 

da cui si °“iene (1181) V=J Rdx-*<p(y — ~ ) - 

d* b r? 

dunque l’integrale della data sarà ~j~ ■+ ~j~ =-f X Rdx -*h 


*(> — x ), dalla cui integrazione viene z =J"dxf X Rdx -+> 

*V ( 2 J — l>x ) -+ / ( 2y — lx )’. 

1188. La natura del nostro Libro non ci permette di 
estenderci più oltre sull’ equazioni a differenze parziali . So- 
lo aggiungeremo che questa teoria si applica sempre util- 
mente e spesso per necessità a tutti i problemi geometrici 
ove si^ considerano le superficie curve. Si voglia, per esem- 
pio, 1 equazion generale di tutte le superficie di rivoluzione 

intorno all’ asse AA , e si supponga dz = d* z z — P dx -+ 

V“> (1177) la differenziale di questa equazione . Fatta HF=z, 214 * 
y> PC — x, PM = # = PH, si ha (867) u'- — z x -¥ y x , 

© differenziando , dz — — — - — — P dx — f- Q</y 5 e poiché Q !y 

deve eguagliarsi a (1105), sarà P Jx — ~i dunque u 
è funzione di x e può farsi n — nx. Si avrà pertanto Q = 


z z 


P_ 

n~x 


Q 

y 



tt'-xa z 

yfy 


, ed integrando 


(1181) con prendere il fattore m~2y, verrà z — <p (y* — n*x x ) , 
equazione cercata . 

1189. Poiché però non possono aver qui luogo le notizie 
occorrenti per dedurre da questa generale equazione l’ equa- 
zioni particolari di superficie determinate, rammenteremo per 
ora al nostro intento, che se nell’equazione «* — z' ~+y* si 
sostituisca il valor di u cavato dall’ equazion della curva geni- 
trice AEAE, si avrà subito l’equazione alla superficie genera- 
ta (867): così se AEAE sia un’ellisse, avremo u 1 (a 1 — **) 


e 1 equazione alla superficie dell’ellissoide sarà I = — H-tt -f* 
s 1 _ a- b l 

vi» Ma se la samiellisse AEA cresca o scemi uniformemente 
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nel primo quarto di rivoluzione , e all’ incontro scemi o cre- 
sca del pari del secondo ec. , cosicché la superficie generata 
ubbia il semiasse CK=c oltre i due AC — a ,CÌL — .b,è hen 
vero che non sarà più PM = PH perchè la sezione MLP nor- 
male al piano AEAE , non saia più un circolo ma un el- 
lisse • per altro essendo MLP simile ada sezione LKC segata 
pur normalmente per ECE , avremo EC ( b ) : CK ( c ) : : MP l») : 

= onde HF* =** = ££ (•*"**)•» ducendo dunque e 

sostituendoli valor di = -(-*- ) » l’equazione a que- 

a 

a:* y 1 z 1 

Sta superficie sarà I = — ; -+ -+ -» • 

Iioo. Abbiasi dunque un’infinità di tali superficie ellit- 
tico-sferoidali AEAKL simili tra loro e concentriche, e si 
cerchi l’equazione di quella che tutte le tagli ad angoli retti, 

poiché per una delle date superficie abbiamo “** 


-- (1189) e tutte son simili, supposta a ■ b: e ::r: t : I la ragio- 
ne costante dei loro semiassi, e però a — re ,b — se, la ge- 


• » » 
ncrale equazione di tutte diverta I=^~s 


_y__ 




ove 


, re" c‘ 

r,t saran costanti in ciascuna sferoide e il solo c varierà dall 
una all’ altra : perciò differenziando , la comune equazione 

xdx ydy y/ , r 

delle superficie da tagliarsi sara di — y»*" A ax ~ ** 

Y’dy fatto X' = *—> Y'=- r~— . Ora se ad un punto 

qualunque R della superficie AEAKL si alzi la normale RT 
/che incontri il piano AEA nel punto T a cni rispondono 
É condotta OST parallela a CA ) le coordinate Cl==Ui — a, 
ITr^GS , e da R si conduca sul piano AEA * a R e ^P en ” 
dicolare RV-=z , da V sopra C A la perpendicolare VG —> , 

e congiunta RS , pongasi CG = OS — x , sara LS — - 1G & 

x VS — b' — -v,e il triangolo RVS rettangolo in V darà Ita 
-^ (b'—yY- ma appartenendo RS al piano RVS perpendicolare 
ad OT , anche il triangolo RST è rettangolo in S i dunque 
RT-=/=- V [z*-b( b'—y )*-+(«' — *)* 1 » che P er a . natura 
delle normali alle superficie dovrà esser la massima o la mini- 
ma di tutto le lince che da T posson condursi alla superficie 
AEAKL. Differenziando pertanto, verrà zdt — ) a 3 

(a'— x)dx— o (>043), o sostituendo il valor ai dz trovato ai 

4,. , ( ir, - < .• - i 1 ) °: e 

{IC46) X'z — a x~o, Y’« — i'-t-jr=o, a —XtM-x.i — 
Y ’z ~¥y cd /= z \/{ 1 -+ X' 1 -+ Y' 1 ) . Ma giacche nei punti ove 
le superficie si tagliano, le coordinate della cercata e della aara 

debbono esser le stesse, supposta dz=ni z -+ ri * = f d* 
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{ l'ày l’eqHazion differenziale della cercata, k — RZ la sua nor-^'^'* 
male in R.^ccrCY ed h—YZ le coordinate che determinano 214 » 
il punto Z in cui ella incontia il piano AEA , si troverà col 
raziocinio medesimo 9 — Y'z -+ x , h — Q's -4- y u k - s^il-t 
P'* •+ Q' 1 ) , onde se sia TZ = t 1’ intervallo tra le due normali 
f,k, si avrà t z=. V(ZX l -+XT* )= V[(«'— gY -+■ (t'—h) 1 J = 

* v'i (X'-P',* -+ (Y'— Q')* ] . Ur le due superfìcie debbon tagliarsi 
ad angoli retti e però è recto Taneolo ZRT ; dunque f = v ^ -4- 
k 1 ) = zy/l (X' -P')* (.Y'-Q )* ] ‘ cioè ì-fP X'-l-Q'i'^o, o 

.V V 

mettendo i valori di X', Y\ P', Q' dati di sopra ^ -+ * ? — - — 
r’e f y \ .* * xdy 

- — O e però (i 184) % — x m p ( — J, equazione cercata, che 

* . y V-r® 1 , 

diviene z = xp ( — ) se le date sferoidi si cangino in sfere, 

X 

ove essendo i semiassi a-=.b — c, si ha r , = j 1 =:l = M=# i 


CALCOLO DELLE VARIAZIONI. 


1191. '"L/Ltre quel genere di Mattimi e Minimi di cui già par- 
lammo di sopra (I042) , un altro ve ne è più elevato che ha 
data origine al Calcolo delle Variazioni . In quello si cerca il 
punto di una data linea ove una certa quantità variabile diventa 
massima o minima , cosicché cangiandosi gii altri punti o elemen- 
ti della curva, la quantità massima o minima non soffre alcun 
cangiamento; in questo si vuole la linea stessa in cui abbia luo- 
go la proprietà del massimo o del minimo, di modo che la 
quantità massima o minima dipende da tutta la curva , e can- 
giatone qualunque elemento essa pure si cangia. Così il pro- 
blema di determinar nel circolo la massima ordinata , riguarda 
il primo genere: ma quello di trovar tra tutte l’ isoperimetre 
la curva che con l’ ordinata e con l’ ascissa racchiude la mas- 
sima area, appartiene al secondo. E‘ vero che ambedue i ge- 
neri dipendono dagli stessi principi e che alcuni problemi spet- 
tanti al secondo posson trattarsi anche coi metodi del primo, 
ma tali soluzioni son per lo più assai complicate e poco naturali . 

II92. Sia BD una curva che abbia per asse la retta AE = <», 
e fatta l’ascissa AP = *, si conducano l’ordinate perpendico- 
lari AB , PM , ED . Pongo PM = s intendendo per z una quantità 

,. ,. ,. dy df> dei 

composta comunque di x, di y, dip = — , di q — — , di r = ec. 


e anche degli integrali./^ pdx , f <p 'dx ec. , supposte 0,0' ec. 
delle nuove funzioni di x ,y ,p , q ec. Se si prenda PT -~dx e 
si conduca l’ordinata TV, sarà PMVT = zdx[\ 1 15) , ABMP 

J'zdx che va a zero se .r=o, e diviene ABDEse x = a. Chia-* 

1 ii 
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misi HI* arca ABDE; dunque se ciascuna ordinata PM==zua- 
2s2 I • rj in più o in meno di una quantità infinitesima M/e sia /3 la 
caratteristica della variazione come d lo è della differenziazio- 
ne, avremo M/— /2z variazione di z, M/*V — jhzdx variazione 

di zdx — PMVT,Bc/M= F Sz.lx somma degli elementi M//V 
e variazione dell’area ABiVfP, e finalmente BCKD = /3H v..- 
ri azione dell’area ABDF. = H. Quindi se quest’ area H deb- 
ba essere un massimo o un minimo , bisognerà che l’area BckD 


si annulli e sarà /3 h =/ 3.ABDE — (ìfzdx — 0(1043)* presa 1* 

integrale da x = o fino ad x — a . Da questa formula (ìj zdx — o 
si avià la relazione tra x ed y o l’ equazione alla curva che ha la 
proprietà cercata del massimo o del minimo ; cosicché qualunque 
altra equazione tra x ed^ darà un valor più piccolo per H quando 
H è un massimo, o un valor più grande quando H è un minimo . 

1 193. Il Calcolo delle Variazioni dee dunque insegnarci a 
trovar la variazione di H o il valor di fòli , che andando poi 
a zero determina il cercato massimo o minimo. Or H può ri- 
guardarsi o nello stato primitivo quando z o PM non ha ricevuta 
in H alcuna variazione , o nello stato variato quando z vi ha 
avuta una variazione M/', e si è cangiata in PM ±= M f— z ±= 0 z. 
Ma siccome nello stato primitivo di H se x divenga x dx an- 
che y diviene y±z dy (985) ; così nello stato variato mentre H 
passa in Hd= /3H ed x ( = AP) resta lo stesso in ambedue gli 
stati, z eày diventano z±z fiz Ry : onde x ordinariamente 
non influisce nella variazione ySH, che solo dipende dalla va- 
riazione ( 3 z , e si ha (ìx — o, e perciò anche fìtix — O: pur va- 
rierà anche x in certi casi, di cui non parleremo per ora. 

1194. Come s diventa z -4- /3s, così s'(=QN ) si cangia 

jn z'-+ fiz' — Qg, z"( — RS ) in c"-+- Rz" — R fi ec. : ma *' = z -+- 
dz (985) onde jiz' = Rz-+Rdz-, dunque £dz = tz'—flz — d£z (985) , 
cioè la variazione d' una differenziate eguaglia la differenziale nel- 
la sua variazione . Perciò scrivendo dz in vece di z , sarà jld*z = 
d&dz — d-Q, z, e di nuovo scrivendo qui dz in luogo di a, verrà 
pd* z — dfid'z—d'pdz — d'fcz -, e in generale ftd”z — d*fiz , o preso 
w < $n,£a , 'z — d" ! Zd n ~ m z. ^ ~ 

H95. Deipari supposto»^/ zdx sarà variando, £u— ZJtdx, 
C differenziando , du — zdx \ dunque fzdu[—d£u ) —Hzdx , e inte- 


grando. £u — J}zdx— k J zdx, cioè la variazione dell'integrale f cdr 
eguaglia l'integrale della variazione di zdx. Perciò scrivendo 


fz in vece di z , avremo f /3 Jzdx —P, fi zdv — f/ Pzdx ec. 

1196. Si raccoglie da tutto ciò l 9 . che la differenziale dz è 
diversissima dalla variazione /Ss; poiché dz è l’aumento che ri- 
ceve z quando l’ordinata passa ad un altro punto della stessa 
curva, laddove /3z è l’aumento di z quando l’ordinata passa ad 
un altro punto d’ un’altra curva: 2°. che ciascun valore di y 
nel suo passaggio allo stato variato essendo bensì infinitesime 
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(l 192) ma indipendente da ogni legge o condizione ( altrimenti • lr ' 
la curva CK non rappresenterebbe tutte quelle in cui può va- 22 1. 
riarsi BD, ma sarebbe determinata ) le variazioni non han- 
no alcun rapporto coi valori stessi di>. e sono anzi tanto ar- 
bitrarie e indefinite che posson poi determinarsi a piacere e 
anche mandarsi tutte a zero , fuorché quella o quelle che cor- 
rispondono alla linea infinitesima PT — dx dalla quale risulta 

la formula J zdx : 3 0 . che z cangiandosi ìnz±zdz nella dif- 
ferenziazione, ed in z±=£z nella variazione , ad onta della di- 
versità tra le differenze e le variazioni , si ha la variazione di 
Z come se m ha la differenza purché in luogo di dz,dy si scriva 
fiz , fiy e si faccia x costante : così la variazione di z — ax'y H- 
bxy* sarh fz = ax'fcy -+ ibyyèy ec. 

U97. Dunque /è^zdx) = dx.ìz ■+ zSdx: ma £</.*:= 0 [ 1 1 93) ; 

dunque £ (zdx) =: dx/>z e fi ( zdx ) =-fdx ìz — £./(zr/x)(l 19 5). 

I19S. Parimente poiché p — ^,q = ^,r=^ ec. (1192), 


dx 

JZ y 

presa dx costante, si avrà dp — -r- , dq: 

dx 


d'p d'y 


eTj 

dx 


dx 


- dr a 


dx 


- n _ d*y . dy _d'y d'y 

~ 7 Z = £> ec - cd integrando, P = ^q- T ^,r--— ec. 


dx 


dx 1 


dx » 


dunque £/> = ~ (l >93)= 0 J 94) . M — = — , *r — 


dx v ™ r ’ dx' 
differenziali che facilmente ti determinano 


dx 

pd'y _d i fy 
dx' - dx> eC ” 
osservando che dfiy—fiy'-fi,y,dfiy'=zfiy"-fiy, dfiy"—fiy">— fiy" ec. 
(1 194), e perciò il 1 fiy =■ dfiy'— dfiy— fiy'' - fiy— fiy -i- fiy— fiy— 
2 fi y -+• fiy , d’fiy =s\./3 >" — -idfiy dfiy = fiy'"— (. ly - 2 /SyM- 

2/9>'-t“ fi}' — fiy— fiy” — 3 fi}"“+ 3 fiy~ fiy ec.:e se le variazioni 
di y ,y" , y‘" ec. sieno zero (1196) , verrà dfiy = — fiy , d l fi) — 
fiy ,d' fiy — — fiy c c. 

11 99. Volendo pertanto la variazione di z funzione di X, 

y,p, f,rec. ( 1 192), siccome la sua differenza sarebbe dz — P dx-+- 
Qdy •+ Sdq ec. supposte P,Q,R,S ec. funzioni di x,y, 

p,qe c. ; cosi la sua variazione , fatto fix = 0 (1193), sai a, fiz — 

Q/ 3 y-+ Rfip-+Sfiq ec. = Qfiy -+ -+ cC * ( I[ 93 ). 

1200. Similmente per aver la variazione di f zdx, essendo 
sempre z una funzione di x , y , p,q ec., si farà dx co- 


stante 

dx 


e avremo i°. fi z = Qfiy -*■ Rfip -+ S fiq ec. = Q, 3 j •+ 


Sd'fiy 


ec. (1199): 2°. fi(zdx)=dxfiz (li 91 ) =zQdxfiy-+ 


Rdfiy-ì- ec.:§*./fizJx—fifzd.x(ll9$)=/Qdxfiy-+jRdpy-b 
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f — R fiy-f ^R/ 3 >' (1083) = R£? - . .; 

/-i^iZ , c parimente/"-^ = H«Z _ / ^ = _ 

^ </r </■? d'AT •' dx dx 


dSfiy ( d'Sfìy S<//3y rd z Sdxfiy 

J " •* dx dx dx dx 1 


dx 


ec. 


dx dx 

fi f-.J* =.fdxfi) «-ÌH.S. ec.)-+/3,(R - ‘ K 


i/jT 


dx 
dunque 

H-cc.)-4* 


dpy 


~~~ ( S — ec. ) -t- ec. Fermiamoci a considerar questa formula. 
dx 

I2ot. Osservo primieramente che ella è composta di una par- 
te integrale ( dxfiy (Q — -j— ec. ) , e di una parte assoluta fiy (R— 

ec. ) -t- dfiy ( S — ec. ) -+ ec. Or nel caso del massimo o del mi- 
nimo per aver tutta la variazione fiH bisogna porte x=a nell’ 
intera formula (1192) , ciò che di fatto eseguito nella sua 
parte assoluta, fi y vi indicherà la variazione dell’ ultirrm or- 
dinata ED corrisp ndenre all’ascissa AE — a: ma tal varia- 
zione essendo arbitraria si può supporre zero (1196) : dunque nel 
caso di x — n tutta la parte assoluta i cui termini son moltipli- 
cati per fiy — o, per dfiy — o ec. , si annichilerà e avremo la 

sola parte integrale fdxfiy (Q — H-ec. ) = /3H = 0 (1192). 

I2C2. In secondo luogo osservo che quest’ ultima espressione 
è la somma di tutte le variazioni che nascono dalla variazione 
di ciascun valore di y : ma tutte posson mandarsi a zero fuor- 
ché una ( : 196) -, dunque la somma di esse si ridurrà a quella sola , 

e si avrà dxfiyX Q — — -+■ ec.) = 0, ovvero Q — — -+ ec. = o. 

Dal che si raccoglie i°. che se z è solamente funzione di .r,^, 
nella formula di sopra fiz — Qfiy -t- lìfip -+ Sfiq ec. (1200} sarà 
p — o , q — o , r — o ec. onde Rfip — o , Sfiq = oec.,c l'equazio- 
ne ora trovata diverrà Q = 0: 2°. che se z sia funzione di x,y,p, 
nella formula stessa (1200) sarà q — o, r— o ec. onde Sfiq = o ec., 

e la nostra equazione diverrà Q — —— —o: e cosi di seguito. 

1203. Ma riguardo a questa seconda conseguenza convien ri- 

flettere che 1 equazioni Q — — = o , Q — -t- — o ec. 

son sempre differenziali o del primo o di altri ordini più ele- 
vati : onde la loro integrazione esigendo l’aggiunta di una o 
più costanti arbitrarie, l’equazione tra je ed y che somministra 
il massimo o il minimo, non sarà interamente determinata, e 
si avranno tanti massimi o minimi quanti sono i valori che 
posson darsi a ciascuna costante . Si fissa dunque in tali casi 

il vero massimo o minimo colla parte assoluta fiy ( R — -7— -i- cc.) 
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*+ dpy ( S — ec) -+ ec. = o (1201) che attesa la variazione ar- 
bitraria /3jr(ll 96), non può generalmente andare a zero se tum 

dS 

vi vada ciascun suo termine , c sia perciò fi y (R — — I- ec .)—o, 

UX 

dS 

dfiy (S — ec. ) = 0 ec. , ovvero R — -fec. =; o, S— cc.=oec. , 

dx 

sempre nella supposizione di xzxza (1201): ciò determina le co- 
stanti e quindi il massimo o minimo, come vedremo. 

I204. Troviamo ora la variazione di ] zdx quando z contie- 
ne non solo x,y ,p , q ec. ma anche un* integrale/^*/* 1 (1192). 
Sia f pdx= re avremo \.fir=zfij $dx=f ^'Jxfiy-i-fR'dfiy-ìr 

J 1A fi. ec. {1200): di più essendo «funzione di r , X ,y ,p, q ec., 
dx 

supposta V una funzione come z , verrh II. fiz = Vfir -+ Qfif -+ 
R dfiy Sd'-fiy , . , T j- • 

~~dx * ~dx^~ CC ‘ ' C ° C S0st,tuen ^ 0 valor della I., diviene 

0z== vf Q’dxfiy-i-V f R ‘dfiy^V ecH-QA y+^}~ ■+ 


<c - O ra ffizdx = fi fzdx ( 1195 ) ; dunque fi f zdx — 

fvdxfqdxfiy ) -+f{ Vdx fR'Jfly)-+f(VdxJ — ) cc . -j. 

f Qdxfiy -+ C Rdfiy -+J ~ t ^l ec. Per liberar la formula dal 

dx 

segno integrale moltiplicato, pongo Vdx = dK onde f( Ver 
f^dxfiy ) =/( dK f^dxfiy) = Kf^dxfiy- f^'dxfiy, f{Vdx 
fwdfiy ) =/( dK f R'dfiy ) = K f R'dfiy -/KR V/3> , /( Vrf* 
/^,=/(,K > = K , 

dunque /3 fzdx = K f dx ( Q'Ay -4- — ^ -4- ec. ) -+ 


[ (Q - KQ') H- » - KR') ■+ ( ■ ^ ~ KS' ) -fff- ec. J , 

ove posson farsi le riduzioni di sopra (1200). 

1205. Quasi nel modo stesso potrebbe aversi la variazione 

ài fzdx quando z contiene più integrali f <pdx , / b'dx ec. , e 
generalmente quando è data da un’equazion differenziale di 
qualunque ordine ; potrebbe anche indagarsi la variazione di 

ft z-lx e di ./ z quando x non fosse costante come lo abbiamo 
supposto di sopra , e fino introdursi in questo Calcolo le dif- 
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ferente parziali che ne formano un nuovo ramo: ma tali ricer- 
che ci devierebbero dalla presente nostra intenzione di termi- 
minar questo Libro con alcune più semplici e più elementari 
applicazioni dell’esposta dottrina. 

Probl. I. Tra tutte le curve riferite ad una stessa ascissa 

determinar quella in cui fzdx=f(gX ~y*)ydx è un massimo 
o un minimo. Si avrà zdx — ( gx 7 * ) ydx , z — ( gx — 7 1 ) y e 
a z = ( gx - 3> * ) AMI J9é) = Q/3 y -+ R/3 p -+ S/3? ec . ( 1 200) ; dun- 
que Q==/e — 3 7*. R = o, S = o ec : ma dee esser Q = 0(1202.1 .); 
dunque gx — 3J 1 — o ovvero 7* — ^gx , equazione alla parabola. 


Sostituito il valor di y = V lgx nella (ormute f(?x-y*) ydx , 
r 3. ° 

ella diviene 2/ ( ifiO* dxz=-±;gx'*Syx che si annulla quando 
*=o, cd è un massimo o un minimo quando x = a. Per di- 
stinguere qual dei due abbia qui luogo, prendo in vece della 
parabola un’altra linea qualunque (1192), per esempio la li- 
nea retta coincidente con l’asse onde sia 7 = o, e trovo che 
y = 0 riduce la data formula a zero mentre y = i/ &gx la ri- 
duceva a dunque si ha qui un massimo. ' 

1 <5 o 4 

II. Trovar la curva in cui fzdx — ./ ( I $g*x* — iSg’x ■+ 
c,v l y* qvM y dx è un massimo o un minimo. Dunque /3* — 

-g ì x^g'j % ~y*)isPy=Q.Pj>*Q.fì 0 =g\?-£*~ ¥ 

—y+ =(008/(7* —g 1 -*g x ) (g x — >* ) > e perciò soddisfan- 
no al quesito due parabole dell equazioni I. y 1 — g( g x ) , 
II. y 1 —gx. Per sapere quale delle due dia il massimo, sup- 
porrò x infinitesima, il che riduce la I. ad y—g {-6 8), valore 

che posto nella formula data, la cangia in f'2g f dx (26S), men- 
tre sostituendovi y — \Zgx preso dalla II. , si ha J Io»* xdx\/gx 
(268); ma fatto, come sopra, y — o, la formula va a zero e 


J Ig'dx'^O. laddove./ — lóz’xdx \/gx <0 ; dunque la I. dà un 
massimo, la II. un minimo. j * j * 

III. Qual’ è la curva in cui fzdx— fi f — — “ * “ n maS " 
simo o un minimo? Poiché -f- —Pt verrà y/(dx~ -► dy ) — • 


dx \/( I •+ p* ) , onde z—sj — - — . dz ?dx-*Qdy -+ Rdp)— 

pdp djy/h±a — *È!L - 

Vyf^-P") ~ a Jy/J * “ V ^p 

QA? *+• R -, dunque P = o , Q == — ’ R = 
e poiché dee qui aversi Q — ^--—o (1202,2°.)» sarà Q pdx{ — 


/ 
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QJy)—f>dPi.< ma essendo P = o, viene dz — Qdy -4- TUp «= 
fdR -+ R df ; dunque integrando , z ( = V — y— ) =/>R -t- C = 

e C=~— Pertanto te si facci» Cas 

’ * vr e m0 w “>( , -**/ , ),f( == ^77 ) = V ~~ , t iy = 


«W— ^ 


dx 


dx*J — ^ , equazione ad una cicloide (1038) il cui circolo ge- 
nitore ha per diametro tn . La riduco a dxz= dy J — =z 

ydy > 

7j{my~y~) ed jnte g randola ottengo x = ore. tea v.y — 

y* ) -+ C( 1154), con che abbiamo le due costanti arbitrarie 

</s 

m,C. Per determinarle faccio R— — -=0(1203), cioè R( = 


A r_ 


^ — ° percIlè < ì uì s — P > e viene f = o — V — — e 


y 


perciò y —m; quindi l’equazione integrata, postovi y — m ed 
* — a l 1203) , diverrà a — are. tea v ■ tu - 4 - C ,* ma essendo m il 
diametro , are. se» i/.m è evidentemente la semicirconferenza 
tute \ dunque -cc a — mn ; di più se quando at = g si vuole an- 
che y — o, l’equazione integrata si cangierà in 0 = 0 — tatto 
& 

sarà tn — — , Del resto , si ha qui un minimo ; poiché la da- 
ta formula , sostituito il valor di /> = V — — , diventa fdx\/~ , 

da cui , facendo al solito y = o, viene un infinitamente grande. 
IV. Tra tutte le curve isoperimetre trovar quella in cui Pareli 

fydx (i 1 1 5) è un massimo o un minimo, Giacché l’espressione del- 
la lunghezza d’ un arco è (n 19) Jy/( dx x -4- dy' ) =/</.*V(l-+ 
f 1 ) (III.) e questa per la natura degli isoperimetri non varia , 

avremo /3 f dx->J{ i —♦-/»* ) = 0: ma anche (ìjydxz^o (1192)1 

dunque il problema si ridurrà a trovar la curva in cui fzdx =2 

fydx «+ fgdx \/( IH- />* ) è un massimo o un minimo, molti- 
plicata per g costante 1’ espression dell’arco, onde sieno omo- 
genee le due integrali. Si avrà pertanto z—y- 4 -.gV{l -4-p* ) , 

£ = *-*-vr fSjr °" ie «='• R =vnV)' Q “ 

— e ripetuto il raziocinio del passato problema, verrà 
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./>*)) = />E -+ C — 
dy 


T+ C ' (C - 


>V(I •+>*) =M>(= ^ ) = — ~c- ' * = 


dunque integrando , ,v == v [ 5* — ■ ( C — 


^L c zi>Jl_ 

. vLr-(c->rj 

y )* ] - 4 - C', cioè (C — j ')* ~ g* — (* — C' )* equazione al cir- 
colo, in cui le costanti g,C,C si determineranno come so- 
pra (IH) avvertendo di più che la lunghezza della curva può 
supporsi data: ed è chiaro cke il radicale portando il doppio 
Segno, e perciò potendo descriversi il circolo onde rivolga all’ 
ascissa o la concavità o la convessità, avremo un massimo 
nel primo caso, un minimo nel secondo. 

V. Tra tutte le curve isoperimetre trovar quella il cui 
solido di rivoluzione ha la massima o minima superficie 

2t fyv ( dx* 4 ) 1 ) (1127). Trascurato ax che è un numero 
costante, c fatta ^{dx* — h dy 2 ) — dx V( I -+ p l ) , dovrà, essere, 

come nell’ antecedente problema , J'zdx —Jydx \/( I -+/>’)-♦- 

fzdx^/i l-±p~) un massimo 0 un minimo; dunque e=e(jM- 

.jtf Vt I - 1 - P' ) , = tìy v( X -+ ? 1 ) ■+ > onde <2 = 

( y “4" & ) p */R 

V( I,*-+ /> s ) , R = > Q — ~ d ~ — 0 » e fatto il solito ra- 

✓ * {y+g)p* 

ziocinio , = V( l -+/>* ) ) = pR -+■ C = -+ 

c ' c =vfr=^j' f(= è>=£-' , i(J’- + ') , - c ‘J’ « *= 

CV> 

^/[ ' ( y ’ J tT g)- ~ c» j » equazione alla curva volgarmente detta 

la Catenaria perchè una catena flessibilissima se sia sospesa 
per le sue estremità, si conforma in questa curva. E qui pu- 
re atteso il doppio segno che compete al radicale, si avrà ua 
massimo quando la curva rivolga la concavità all’asse, ed un 
minimo quando gli volga la convessità. 


IL FINE. 


C.T* R 22 
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